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前 言 

线性代数是数学中的一门基础学科，现在它的基本理论已经相当完备，而以

它为基础还推广出了很多新的数学学科．从实数集上的数学运算出发，线性代数

首先涉及的是两个最基本的运算：加法 ( )x y+ 和数乘 ( )kx ．那么 kx ly+ 就是一

般的线性运算。记为 z kx ly= + ，我们称这是由 ( , )x y 到 z的线性变换，或说 z和

,x y 有线性关系。如果把自变量推广到多个的情况，则有如下形式的线性关系： 

1 1 1 2 1 ny a x a x a x= + + +" ． 

若因变量也是多个，则有如下更一般形式的线性关系： 

1 11 1 12 2 1

2 21 1 22 2 2

1 1 2 2

      

n n

n n

m m n mn n

y a x a x a x
y a x a x a x

y a x a x a x

= + + +⎧
⎪ = + + +⎪
⎨
⎪
⎪ = + + +⎩

"
"

"" "" ""
"

 

这是一个自变量和因变量的形式分别可记为(向量) 

1

2

n

x
x

x

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

"
 和 

1

2

m

y
y

y

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

"
 

的变换，它们分别属于线性空间 nR 和 mR  (可简单理解为大家比较熟悉的 3R 的推

广)，故线性变换即为从 nR 到 mR 的映射．这些正是线性代数的研究对象． 

线性代数中最初的问题是如何系统地求解线性方程组，如下是一个有 n 个
未知量, m 个方程的线性方程组 

11 1 12 2 1 1

21 1 22 2 2 2

1 1 2 2

(*)
      

n n

n n

m n mn n n

a x a x a x b
a x a x a x b

a x a x a x b

+ + + =⎧
⎪ + + + =⎪
⎨
⎪
⎪ + + + =⎩

"
"

"" "" ""
"

                     　   

我们的基本问题是：i) 方程组在什么条件下有解，无解？ii) 方程组有解的情况

下如何求解？ 
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我们知道在只有两个或三个未知量的情形下可以通过高斯消元法求解，但即

使如此，我们如何来回答第一个问题？我们对线性代数的学习即由此展开，我们

所有教材前四章的内容正是围绕着这样的最基本问题进行讨论，最终系统完整地

回答这一问题。 

首先我们可以看到，决定方程组的它里面出现的系数，而与未知量的写法无

关，那我们就它的系数专门拿出来组成一个数表 

11 12 1 1

21 22 2 2

1 2

n

n

m m mn m

a a a b
a a a b

a a a b

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

"
"

" " " ""
"

 

这就是我们将要给给出的一个基本概念矩阵，对方程组的处理就暂时转化成对矩

阵中元素的处理。并把仅由未知量的系数构成的矩阵 

11 12 1

21 22 2

1 2

n

n

m m mn

a a a
a a a

a a a

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

"
"

" " " "
"

 

称为方程组的系数矩阵。而我们把矩阵的一列或一行的元素看成一个整体，也就

对应着一般向量的概念，可以看到方程组（*）的解可表达成形式为 

1

2

n

x
x

x

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

"
 

的向量，所有的可能解也就是这种向量构成的一个集合。当m n= 时，我们约定

一个由系数矩阵中的元素生成的运算结果，记作 

11 12 1

21 22 2

1 2

n

n

n n nn

a a a
a a a

a a a

"
"

" " " "
"

 

它是一个数，称为 n 阶行列式。利用该概念，我们将在第一章回答当m n= 时，

系数行列的值满足何种条件时，方程组有唯一的一组解。 

接下来在第一章，我们就从二元线性方程组出发，先给出二阶行列式的概念，

并最终定义一般的 n 阶行列式，然后展示它的性质和对应的重要理论。 
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第一章 行列式（Determinants） 

§1.1 二阶、三阶行列式 

1. 二阶行列式 

我们先从解二元线性方程组引入二阶行列式的概念及计算．考虑二元线性方

程组 

⎩
⎨
⎧

=
=

+

+

2222121

1212111

bxaxa
bxaxa

， 

如果 021122211 ≠− aaaa ，那么方程组的解为   

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

−
−

=

−
−

=

21122211

211211
2

21122211

212221
1

aaaa
abbax

aaaa
baabx

 ． 

如果对于方程组的系数按其在方程组中出现的位置相应地排列成一个方形表

2221

1211

aa
aa

，引入行列式记号 

11 12
11 22 12 21

21 22

a a
a a a a

a a
= −  , 

该式的右端称为二阶行列式的展开式， ija (i=1,2  j=1,2) 称为二阶行列式的元素，

横排的称为行，竖排的称为列． 

例 1 计算下列各行列式 

  （1）
52
53

−
−

      （2）
αα
αα

22

22

cossin
sincos

 

2. 三阶行列式 

类似地，三元线性方程组 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=++
=++
=++

3333232131

2323222121

1313212111

bxaxaxa
bxaxaxa
bxaxaxa

 

的系数所构成的行列式规定为 
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11 12 13
22 23 21 23 21 22

21 22 23 11 12 13
32 33 31 33 31 32

31 32 33

11 22 33 12 23 31 13 21 32

11 23 32 12 21 33 13 22 31

                          
                             

a a a
a a a a a a

a a a a a a
a a a a a a

a a a
a a a a a a a a a

a a a a a a a a a

= − +

= + +
− − −

 

此式的右端称为三阶行列式按第一行的展开式． 

三阶行列式的计算方法可用如下的图示记忆法，凡是实线上三个元素相乘所得到

的项带正号，凡是虚线上三个元素相乘所得到的项带负号．这种展开法称为对角

线展开法或称为沙路法(Sarrus’ rule or Sarrus’ scheme)．  

                        
对角线展开法(Sarrus’ rule) 

我们也可以用下面的图示法来展示沙路法 

 

例 2 计算下列三阶行列式： 

  (1) 
211
121
112

                (2) 

333231

2221

11

0
00

aaa
aa

a
 

解 

   (2) 利用代数余子式按第一行展开进行计算较为方便 

 
11

21 22 11 22 33

31 32 33

0 0
0 .

a
a a a a a
a a a

=  

三阶行列式的几何意义：六面体的体积问题． 
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注意从三阶行列式的几何还容易得到它的一些重要的性质，比如交换两行，

三阶行列式将变号．我们希望能定义更一般地所谓 n 阶行列式并了解其性质，为

此我们先来研究排列问题。 

§1.2 全排列 

全排列：把 n 个不同的数排成一列称为这 n 个数的全排列（或就称为排列）． 

例如, 自然数 1,2,3 构成的不同排列有 3!=6 种． 

         123, 132, 213, 231, 312, 321 

    显然，n 个数构成的不同排列有 !n 种．其实我们总是可以认为这 n 个数

就是1 n∼ ． 

    标准排列：n 个不同的自然数从小到大的排列 (等同于1,2, ,n" 按不同顺

序排列)． 

   那么其它的排列必然至少有两个数违反了从小到大的顺序，故我们可以

给出下面的概念： 

在一个排列中某两个数的先后次序与标准次序不同时, 称这两个数构成一个

逆序；一个排列中逆序的总和称为排列的逆序数, 记作τ ． 

    例如， (6372451) 14τ = ，而 (6312457) 7τ = ． 

注意，逆序数作为一个自然数，有奇偶性之分，从而我依此标准把排列

分成两类： 

⎧
⎨
⎩

奇排列：逆序数为奇数；

偶排列：逆序数为偶数．
  

关于排列奇偶性的变化，我们有如下重要定理：  

定理 排列经过一次对换, 其奇偶性改变． 
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证  证明分为两步．先证相邻对换；再证一般对换． 

注：由该定理，我们有: 

 奇排列经奇数次对换则变成偶排列；偶排列经奇数次对换则变成奇排列.
奇排列经偶数次对换则变成奇排列；偶排列经偶数次对换则变成偶排列． 

 奇排列经对换变成标准排列, 对换次数为奇数; 偶排列经对换变成标准

排列, 对换次数为偶数． 

§1.3 n阶行列式的定义 

应用全排列的奇偶性，回头观察三阶行列式． 

  322113312312332211

333231

232221

131211

aaaaaaaaa
aaa
aaa
aaa

++=  

                    312213332112322311 aaaaaaaaa −−−  

有两个重要特点： 

1) 乘积项中的元素位于不同行、不同列； 

2) 当行标按照标准排列来排，列标的排列排列决定了乘积项前面的符号，其中 

   正项：列标排列 123, 231, 312 为偶排列； 

   负项：列标排列 132, 213, 321 为奇排列． 

于是我们给出略微抽象的符号表示 

1 2 3

1 2 3

1 2 3

11 12 13
( )

21 22 23 1 2 3
( )

31 32 33

( 1) q q q
q q q

p p p

a a a
a a a a a a
a a a

τ= −∑ ． 

由此形式，我们定义 

定义 设有 2n 个数 ),,2,1,( njiaij "= , 令 

                

nnnn

n

n

aaa

aaa
aaa

D

"
###

"
"

21

22221

11211

=  

并且约定 
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               1 2

1 2

1 2

( )
1 2

( )

( 1) n

n

n

q q q
q q nq

p p p

D a a aτ= −∑ "

"
" ,   

则称D为 n 阶行列式．可记作det( )ija ． 

我们把该定义中的运算描述为由 D 中所有位于不同行不同列元素构成的乘

积项的代数和．由此定义可知和式中共有 !n 项． 

建立在对换定理上，我们有 

1 2

1 2

1 2

( )
1 2

( )

( 1) n

n

n

q q q
q q nq

p p p

D a a aτ= −∑ "

"
"  

1 2

2 1

1 2

( )
2 1

( )

( 1) n

n

n

q q q
q q nq

p p p

a a aτ= −∑ "

"
"  

2 1

2 1

1 2

( )
2 1

( )

( 1) n

n

n

q q q
q q nq

p p p

a a aτ= − −∑ "

"
"  

2 1

2 1

1 2

( ) (21 )
2 1

( )

( 1) n

n

n

q q q n
q q nq

p p p

a a aτ τ+= −∑ " "

"
"  

1 2 1 2

1 2 1 2

1 2 1 2

( ) ( )
1 2 1 2

( ) ( )

( 1) ( 1)n n

n n

n n

p p p p p p
p p p n p p p n

p p p p p p

a a a a a aτ τ= − = −∑ ∑" "

" "
" "  

这里说明了“行标按标准排列来排”并不是本质的要求．由此公式我们立即

给出一个重要的性质． 

§1.4 行列式的性质 

首先我们称 

11 21 1

12 22 2

11 2

n

nT

n nn

a a a
a a a

D

a a a

=

"
"

" "
 

为行列式D的转置行列式． 

如二阶行列式
1 2
3 4

D =
−

的转置行列式为 

1 3
2 4

TD
−

= . 

性质 1 行列式D 与它的转置行列式 TD  的值相等． 

注 由于性质 1, 我们在讨论下面的性质时，只强调对行的处理，则对列处
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理也必然有类似性质． 

性质 2 如果把行列式的某两列（或两行）对调，则所得的行列式与原行列式

的绝对值相等，符号相反． 

推论 若行列式D 如果某两行元素对应相等，则 0D = ． 

性质 3 如果把行列式 0D = 的某一列（行）的每一个元素同乘以一个常数 k
则此行列式的值等于 kD ．也就是说，行列式中某一列（行）所有元素的公因子

可以提到行列式记号的外面，即有如下形式 

11 12 1 11 12 1

1 2 1 2

1 2 1 2

n n

i i in i i in

n n nn n n nn

a a a a a a

ka ka ka k a a a

a a a a a a

=

" "
# # # # # #

" "
# # # # # #

" "

． 

推论 如果行列式的某两列（或两行）的对应元素成比例，则此行列式的值

等于零． 

推论 , ,det( ) det( )n
i j i jka k a= ． 

 

性质 4 如果行列式的某一行（列）的每一个元素都是二项式，则此行列式

等于把这些二项式各取一项作成相应的行（列），其余的行（列）不变的两各行

列式的和．即有如下形式 

nnnn

inii

n

nnnn

inii

n

nnnn

ininiiii

n

aaa

ccc

aaa

aaa

bbb

aaa

aaa

cbcbcb

aaa

"
###

"
###

"

"
###

"
###

"

"
###

"
###

"

21

21

11211

21

21

11211

21

2211

11211

+=+++  

例 计算

3311

2222

1111

2
2
2

baba
baba
baba

+
+
+

 

解  000
2
2
2

2
2
2

2
2
2

331

222

111

331

222

111

3311

2222

1111

=+=+=
+
+
+

bab
bab
bab

baa
baa
baa

baba
baba
baba

． 

性质 5 如果把行列式的某一列（行）的每一个元素加上另一列（行）的对

应元素的 k倍，则所得行列式与原行列式的值相等, 即有如下形式 
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1 2 1 1 2 2

1 2 1 2

i i in i j i j in jn

j j jn j j jn

a a a a ka a ka a ka

a a a a a a

+ + +
=

" " " " " " " "
" "

" " " " " " " "
" "

" " " " " " " "

． 

例１ 计算行列式

-1 3 2 -2
1 1 1 4

11.
-1 2 1 -1
1 1 2 9

D = =  

在计算过程中约定采用下列标记方法： 

1． 以 r 代表行，c 代表列． 

2． 把第 i 行（或第 i 列）的每一个元素加上第 j 行（或第 j 列）对应元素的

k 倍，记作 i jr kr+ (或 i jc kc+ )． 

3． 互换 i 行（列）和 j 行（列），记作 i jr r↔ (或 i jc c↔ )． 

 

例 2 计算行列式

-1 3 2 9
1 1 1 3

0.
-1 2 1 6
1 1 2 3

D = =  

例 3 计算行列式

x a a
a x a

D

a a a x

=

"
"

" "
 

例 4 设 

11 1

1

11 1 11 1

1 1

0 0

0 0

n

n nn

n m

m mn m mm

a a

a a
D

c c b b

c c b b

=

" "
" " " " " "

" "
" "

" " " " " "
" "

， 
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11 12 1 11 12 1

21 22 2 21 22 2
1 2

1 2 1 2

,   

n m

n m

n n nn m m mm

a a a b b b
a a a b b b

D D

a a a b b b

= =

" "
" "

" " " "
" "

． 

证明 1 2D D D= ． 

证明 若 

11 12 1 11

21 22 2 21 22
11 22

1 2 1 2

0 0
0

n

n
nn

n n nn n n nn

a a a p
a a a p p

p p p

a a a p p p

= =

" "
" "

"
" " " "

" "

， 

且 

11 12 1 11

21 22 2 21 22
11 22

1 2 1 2

0 0
0

n

n
nn

n n nn n n nn

b b b q
b b b q q

q q q

b b b q q q

= =

" "
" "

"
" " " "

" "

． 

则必有 

11

21 2211 1

1 21

11 1 11 1 11 11

21 22 21 22

1 1

1 2 1 2

0 0 0 0 0
00 0 0 0 0

0 0 0 0 0
0 0 0 0

0 0

n

n n nnn nn

n n

n nn n nn

n n nn n n nn

p
p pa a

p p pa a
A B

c c b b f q
f f q q

c c b b
f f f q q q

= =

" "
"" " "

" "" " " " " " " "
"" " "

" " " "
" " " " " " " "

" " " " " "
" "

． 

§1.5 行列式按行（列）展开 

一个三阶行列式可以用三个二阶行列式来表示，所以我们类似地用 n 个 n-1
阶行列式来表示 n 阶行列式，即为行列式展开问题． 

定义 1 设有 n 阶行列式 

       D=

11 12 1

21 22 2

1 2

n

n

n n nn

a a a
a a a

a a a

"
"

" " " "
"

 

称 
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21 2 1 2 1 2

31 3 1 3 1 3
,

1 1 1

, j- , j n

, j- , j n
i j

n n, j- n, j nn

a a a a
a a a a

M

a a a a

+

+

+

=

" "
" "

" " " " " "
" "

 

为 D 中元素 ,i ja 的余子式，即为划掉 A 的第 1 行第 j 列后所得的 n-1 阶行列式．并

称 , ,( 1)i j
i j i jA M+= − 为 D 中元素 ,i ja 的代数余子式．  

定理 1 行列式等于它的任一行的各元素与其对应的代数余子式乘积之和，

即 

1 1 2 2 ,   1, , .i i i i in inD a A a A a A i n= + + + =" "  

注意，该关系式可以称为行列式 D 按第 i 行的展开式．我们可以从这个关系

式来对行列式下定义，这种定义方法称为归纳定义．下面来证明该定理． 

证 先证 

11

21 22 2
11 11

1 2

0 0

n

n n nn

a
a a a

a A

a a a

=

"
"

" " " "
"

．再注意 

11 1 1 
 

0  0
 

j n

ij

a a a

a

" "
" " " " "

" "
" " " " "

 

变成 

1 12 1

2

0 0ij

j n

nj n nn

a
a a a

a a a

"
"

" " " "
"

 

经过了2( 1)i j+ − 次的行和列变换．故 

11 1 1 
 

( 1)
0  0

 

j n

i j
ij ij ij ij

ij

a a a

a M a A
a

+= − =

" "
" " " " "

" "
" " " " "

． 

最后再对第 i 行分解退得证．  
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例 1 计算

2 0 0 4
7 1 0 5
2 6 1 0
8 4 3 5

D =  

解  因为 12 13 0a a= = , 所以由定义 

    D= a11 A11 +a14 A14 

        =2×( 1− )1+1

534
016
501

+4×( 1− )1+4

348
162
017

 

        =2(1×( 1− )1+1

53
01

+5×( 1− )1+3

34
16

]-4[7×( 1− )1+1

34
16

 

+1×( 1− )1+2

38
12

) 

        =2[5+5(18－4)]－4[7(18－4)－(6－8)]=250． 
 

例 2 按第三行展开计算行列式计算

0111

1110
1101

--
dcba

--
--

 

解  

0111

1110
1101

--
dcba

--
--

=a(-1)3+1

011-
11-1-
1-1-0

+ b(-1)3+2

011-
11-0
1-1-1

+ 

c(-1)3+3

01-1-
11-0
1-01

+d(-1)3+4

11-1-
1-1-0
1-01

 

= 3 2a b c d− + + . 

例 3 证明如下的范德蒙 (Vandermonde) 行列式 

1 2 3
2 2 2 2
1 2 3

1

1 1 1 1
1 2 3

1 1 1 1

( )
n

n n j i
i j n

n n n n
n

x x x x
V x x x x x x

x x x x

≤ < ≤

− − − −

= = −∏

"
"
"

# # # #
"
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用数学归纳法证明． 

例 3 

2341
2314
1342
4321

=D , 求 41312111 AAAA +++ ． 

   因为

1 2 3 4
1 4 3 1

0
1 1 3 2
1 4 3 2

= ,故 0D = ． 

推论 1  行列式 D 的一行元素分别与另一行对应的代数余子式之乘积的和等于

零，即 1 1 2 2 0i j i j in jna A a A a A+ + + ="  (i, j =1,2,…,n，i ≠ j)． 

综合以上推论和按行展开定理，我们有 

1 1 2 2

,   ;
0,   .i j i j in jn

D i j
a A a A a A

i j
=⎧

+ + + = ⎨ ≠⎩
"  

同样也有 

1 1 2 2

, ;
0, .i j i j ni nj

D i j
a A a A a A

i j
=⎧

+ + + = ⎨ ≠⎩
"  

§1.6 克莱姆(Cramer)法则 

设 n 元方程组为 

11 1 12 2 1 1

21 1 22 2 2 2

1 1 2 2

(1)

n n

n n

n n nn n n

a x a x a x b
a x a x a x b

a x a x a x b

+ + + =⎧
⎪ + + + =⎪
⎨
⎪
⎪ + + + =⎩

"
"

""""""""""""
"

                         　  

其系数行列式为 D=

nnnn

n

n

aaa

aaa
aaa

"
""""

"
"

21

22221

11211

．在系数行列式 D 中第 j 列的元素依

次改换为 b1，b2，…bn，得到的行列式记作 Dj，即： 

Dj=

nnn,jnn,j-n

n,j,j-

n,j,j-

aabaa

aabaa
aabaa

""
"""""""

""
""

111

31221221

21111111

+

+

+

． 
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关于线性方程组（1）的解有下述法则： 

克莱姆法则  当线性方程组（1）的系数行列式 D≠0 时，该方程组有且只有

唯一解： ),,2,1( nj
D
D

x j
j "== ． 

例１ 用克莱姆法则解方程组

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

=−
=−−+

=−−+
−=+−

02
034

6223
52

31

4321

4321

421

xx
xxxx

xxxx
xxx

 

解  因为 

D=

0100
1132
2121

2011

)(2)(

0102
1134
2123

2011

31

−
−−
−−

−

+

−
−−
−−

−

cc =(-1)(-1)4+3

1-32
2-21

21-1
  

05
5-5
4-3

5-50
4-30

21-1

)(2)(
)()(

13

12 ≠==
−
−

rr
rr

 

经计算还可得到 

 10

0100
1130
2126

2015

1 =

−
−−
−−

−−

=D  ； 15

0102
1104
2163

2051

2 −=

−
−−
−−

−

=D ； 

20

0002
1034
2623

2511

3 =
−
−

−−

=D ； 25

0102
0134
6123
5011

4 −=

−
−
−

−−

=D ． 

得方程组的解为 

2
5

101
1 ===

D
Dx   3

5
152

2 −=−==
D
Dx  

4
5
203

3 ===
D
Dx   5

5
254

4 −=−==
D
Dx  

故 
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1

2

3

4

2
3

4
5

x
x
x
x

=⎧
⎪ = −⎪
⎨ =⎪
⎪ = −⎩

． 

克莱姆法则更重要的是其理论意义，我们专门从中抽出如下定理． 

定理 1 如果线性方程组(1)的系数行列式 0D ≠ , 则(1)一定有解,且解是唯一

的.  

定理 2 如果线性方程组(1)是齐次的方程组，且系数行列式 0D ≠ , 则(1)一定

只有零解.  

推论 1 齐次方程组有非零解 0=⇒ D . 

例 2  已知 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=++
=++
=++

0
0
0

321

321

321

xxx
xxx
xxx

λ
λ

λ
 有非零解, 求λ . 

   解  0)1)(2(
11

11
11

2 =−+== λλ
λ

λ
λ

D , 故 1=λ 或 2−=λ . 
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第二章 矩阵（Matrixes）及其运算 

§2.1 矩阵 

1 矩阵的概念 

定义 1 由 m×n 个数排成的 m 行 n 列数表 

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

mnmm

n

n

aaa

aaa
aaa

"
""""

"
"

21

22221

11211

 

称为一个 m 行 n 列矩阵，简称为 m×n 矩阵．其中 aij表示第 i 行第 j 列处的

元素，i 称为 aij的行指标，j 称为 aij的列指标． 

矩阵通常用 A，B，C…大写字母表示，若需指明矩阵的行数和列数常写为 nm×A

或 nmijaA ×= )( ．例如： ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
=

321
210

A 为一个 2×3 矩阵． 

在以后的讨论中，还会经常用到一些特殊的矩阵，下面分别给出他们的名称： 

元素全为零的矩阵称为零矩阵，记作 nm0 × 或 0，如： 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=× 00

00
0 22  ， ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=× 000

000
0 32 ． 

当 m=n 时，称 A 为 n 阶矩阵（或 n 阶方阵）． 

只有 1 行（1×n）或 1 列（m×1）的矩阵，分别称为行矩阵和列矩阵，形式

为 

 如： ( )naaa 11211 " ，

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

1

21

11

na

a
a

#
． 

若方阵 nnijaA ×= )( 的元素 aij=0（i≠j），则称 A 为对角矩阵，aii（i=1,2,…,n）

称为 A 的对角元，如 ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛−
=

50
01

A 为二阶对角矩阵． 

对角元全为数 1 的对角矩阵称为单位矩阵，n 阶单位矩阵记为 nE （或 nI ）． 
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形如

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

nn

n

n

a

aa
aaa

"
""""

"
"

00

0 222

11211

、

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

nnnn aaa

aa
a

"
""""

"
"

21

2221

11

0
00

的矩阵分别称为上三角矩阵和

下三角矩阵． 

2 线性变换与矩阵   

设变量 myyy ,,, 21 " 可由变量 nxxx ,,, 21 " 表示为 

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

+++=

+++=
+++=

nmnmmm

nn

nn

xaxaxay

xaxaxay
xaxaxay

"
""""
"
"

2211

22221212

12121111

 

称之为由变量 nxxx ,,, 21 " 到变量 myyy ,,, 21 " 的线性变换, 它与矩阵 

11 12 1

21 22 2

1 2

( )

n

n
ij m n

m m mn

a a a
a a a

A a

a a a

×

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟= =
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

"
"

" " " "
"

 

是一一对应关系． 

3 线性方程组与矩阵   

11 1 12 2 1 1

21 1 22 2 2 2

1 1 2 2

n n

n n

m m mn n m

a x a x a x b
a x a x a x b

a x a x a x b

+ + + =⎧
⎪ + + + =⎪
⎨
⎪
⎪ + + + =⎩

"
"

""""
"

 

称 

11 12 1

21 22 2

1 2

( )

n

n
ij m n

m m mn

a a a
a a a

A a

a a a

×

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟= =
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

"
"

" " " "
"

 

为系数矩阵. 而 

11 12 1 1

21 22 2 2

1 2

n

n

m m mn m

a a a b
a a a b

B

a a a b

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

"
"

" " " ""
"
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为增广矩阵. 

§2.2 矩阵的关系和运算 

1 矩阵的关系 

在考虑两个或多个矩阵时，我们称行数和列数都相等的矩阵为同型矩阵． 

定义 1  如果两个 m 行 n 列的矩阵 nmijaA ×= )( ， nmijbB ×= )( 的对应元素分别

相等，即 ),,2,1;,2,1( njmiba ijij "" === 那么就称这两个矩阵相等． 

例 1 已知 ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

+
=

ba
ba

A
3

3
， ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

+
=

3
27

dc
dc

B 而且 A=B，求 a, b, c, d． 

解 根据矩阵相等的定义，可得方程组

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

=−
−=

+=
=+

3
3

23
7

ba
dc

dc
ba

 

 解得 a=5, b=2, c=2, d=-1，即当 a=5, b=2, c=2, d=-1 时 A=B． 

2 矩阵的加法 

定义 2 两个 m 行 n 列的矩阵 )( ijaA = 与 )( ijbB = 相加（减），我们称 

)( ijij baBA ±=±  

为 A与B 的和（差）． 

显然，两个 m 行 n 列的矩阵相加（减）得到的和（差）仍是一个 m 行 n 列

的矩阵．应注意，只有当两个矩阵的行数与列数分别相同时，它们才能作加减运

算． 

容易验证，矩阵的加法运算满足以下规律： 

(1) 交换律：A+B=B+A； 

(2) 结合律：(A+B)+C=A+(B+C)． 

例 2  已知
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−
−=

123
214

420
A

0 4 3
2 1 2
4 2 1

A
−⎛ ⎞

⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟− −⎝ ⎠

求 A+B． 

解  
0 2 4 0 4 3 0 6 1
4 1 2 2 1 2 6 2 0
3 2 1 4 2 1 1 0 2

A B
−⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞

⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟+ = − + =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟− − − − −⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

； 
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3 数与矩阵相乘 

定义 3  一个数 k 与一个 m 行 n 列矩阵 )( ijaA = 相乘，我们称 

)( ijkakA =  

为矩阵 A关于数 k 乘积，简称数乘，并且规定 Ak=kA． 

例如，设 ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
=

134
765

A ，那么 ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
×××
−×××

=
268
141210

123242
)7(26252

2A . 

实际上我们可以由加法和数乘来约定减法，这意味着减法可以不作为基本运

算．并且我们把加法和数乘统称为线性运算． 

4 矩阵与矩阵相乘 

矩阵与矩阵乘法的一般定义如下： 

定义 4 设 m×p 矩阵 pmijaA ×= )( ，p×n 矩阵 npijbB ×= )( ，则由元素 

1 1 2 2
1

( 1,2 , ; 1,2, , )
p

ij i j i j ip pj ik kj
k

c a b a b a b a b i m j n
=

= + + + = = =∑" " "  

构成的 m×n 矩阵 nmijcC ×= )( 称为矩阵 A 与 B 的乘积，记为 C=AB． 

由定义可知： 

(1)  A 的列数必须等于 B 的行数，A 与 B 才能相乘； 

(2) 乘积 C 的行数等于 A 的行数，C 的列数等于 B 的列数； 

(3) 乘积 C 中第 i 行第 j 列元素 Cij 等于 A 的第 i 行元素与 B 的第 j 列元素对

应乘积之和，即 

pjipjijiij bababac +++= "2211 ． 

实例 设甲、乙两家公司生产Ⅰ、Ⅱ、Ⅲ三种型号的计算机，月产量（单位：

台）为 

乙

甲
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
271624
182025

IIIIII
， 

如果生产这三种型号的计算机的每台的利润（单位：万元/台）为 

III
II
I

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

7.0
2.0
5.0

， 
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则这两家公司的月利润（单位：万元）应为 

乙

甲
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
×+×+×
×+×+×

1.34
1.29

7.0272.0165.024
7.0182.0205.025

， 

可见，甲公司每月的利润为 29.1 万元，乙公司的利润为 34.1 万元． 

例 3  设 ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

123
321

A ，
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

22
13
31

B ， ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

23
01

D ，求 AB，AD． 

解  ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
×+×+××+×+×
×+×+××+×+×

=
26
60

211233213213
231231233211

AB ； 

 AD 无意义． 

例 4  已知
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

100
010
001

,

333231

232221

131211

I
aaa
aaa
aaa

A ，求 AI 和 IA． 

解  ;
100
010
001

333231

232221

131211

333231

232221

131211

A
aaa
aaa
aaa

aaa
aaa
aaa

AI =
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=  

 .
100
010
001

333231

232221

131211

333231

232221

131211

A
aaa
aaa
aaa

aaa
aaa
aaa

IA =
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=  

由上例可知，单位矩阵 I 在矩阵的乘法中与数 1 在数中的乘法中所起的作用

相似． 

矩阵乘法不满足交换律，例如 

( )
1

2
1 2, .n

n

a
a

b b b

a

α β

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟= =
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

"
#

 

所以在进行运算时，千万要注意，不能把左、右次序颠倒． 

若两个矩阵 A 与 B 满足 AB=BA，则称 A 与 B 是可交换的． 

矩阵乘法满足如下运算规律： 

（１）结合律：(AB)C=A(BC)； 
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（２）分配律：A (B+C) =AB+ AC，(B+C) A = BA + CA； 

（３）k(AB)= (kA) B=A (kB)，k 为任意常数． 

注意，乘法的消去律也不成立，也就是说从 0AB = 推不出 0A = 或 0B = ． 

例 5 设 ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛−
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

21
41

,
31
40

BA ，验证 A 与 B 可交换． 

证  ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛−
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

102
84

21
41

31
40

AB ； 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛−
=

102
84

31
40

21
41

BA ， 

因为 AB=BA，所以 A 与 B 可交换． 

定义 设 A 为 n 阶矩阵，则
����

""
个k

k AAA = （k 为正整数）称为矩阵 A 的 k 次

幂．矩阵 A 的运算满足 

kllklklk AAAAA == + )(, （k，l 为正整数）， 

由于矩阵乘法一般不满足交换律，因此一般来说 kkk BAAB ≠)( ． 

例 6  已知 ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

−
=

13
31A ，求 3A ． 

解  ;
232
322

13
31

13
312

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

−−
−=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

−
=A  

 .
80

08
13
31

232
32223

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

−−
−== AAA  

利用矩阵表示线性方程组: 

对于线性方程组 

,

2211

22222121

11212111

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

=+++

=+++
=+++

mnmnmm

nn

nn

bxaxaxa

bxaxaxa
bxaxaxa

"
""""""""""""

"
"

 

设 
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⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

mnmm

n

n

aaa

aaa
aaa

A

"
""""

"
"

21

22221

11211

， ,, 2

1

2

1

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

mn b

b
b

B

x

x
x

X
##

 

根据矩阵乘法 

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

nmnmm

n

n

x

x
x

aaa

aaa
aaa

AX
#

"
""""

"
"

2

1

21

22221

11211

， 

它是一个 m 行一列的矩阵，根据矩阵相等的定义可得 

,2

1

2211

2222121

1212111

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

+++

+++
+++

mnmnmm

nn

nn

b

b
b

xaxaxa

xaxaxa
xaxaxa

#
"

"""""""""""
"
"

 

所以方程组可以用矩阵的乘法 BAX = 来表示．方程组中系数组成的矩阵 A
称为系数矩阵. 

例 5 利用矩阵表示线性方程组

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

=+++
=+++
=+++
=+++

1432
2243
2324
1432

4321

4321

4321

4321

xxxx
xxxx
xxxx
xxxx

． 

解 设 

,

1
2
2
1

,,

1432
2143
3214
4321

4

3

2

1

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

= B

x
x
x
x

XA  

因为 BAX = ，所以方程组可表示为 

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

1
2
2
1

1432
2143
3214
4321

4

3

2

1

x
x
x
x

． 

5 矩阵的转置 

把矩阵 A的行与列依次互换，得到的矩阵 TA 称为矩阵 A 的转置矩阵．即矩
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阵 

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

mnmm

n

n

aaa

aaa
aaa

A

"
""""

"
"

21

22221

11211

 

的转置矩阵 

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

mnnn

m

m

T

aaa

aaa
aaa

A

"
""""

"
"

21

22212

12111

． 

一个 m 行 n 列矩阵 A 的转置矩阵 TA 是一个 n 行 m 列的矩阵． 

矩阵转置满足如下运算规律： 

(1) AA =TT )( ；     

(2) TTT)( BABA nmnm +=+ ×× ； 

(3) TT)( AkAk = ；   

(4) TTT)( ABBA nssm =×× ． 

利用转置的概念，我们定义对称矩阵的概念：设矩阵 A满足 TA A= ，则称

为矩阵 A为对称矩阵． 

6 矩阵的行列式 

应当注意的是：矩阵与行列式是两个不同的概念，行列式是一个算式，计算

结果是一个数，而矩阵是有数构成的一个数表；记法也不同，行列式用的是两条

竖线，而矩阵用的是一对圆括号或中括号． 

但是, 它们之间又存在着联系, 当矩阵 A为方阵时, 我们称由 A的元素位置

不变构成的行列式为 A的行列式, 记作 A  或det( )A . 

方阵的行列式满足如下运算规律：  

(1) TA A=            

(2) nkA k A=  

(3) AB A B=  （证明不显然！） 

(4) kkA A=  
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证 (3)  首先我们构造一个新的矩阵 

11 1

1

11 1

1

0 0

0 0
1 0

0 1

n

n nn

n

n nn

a a

a a
D

b b

b b

=
−

−

" "
" " " " " "

" "
" "

" " " " " "
" "

． 

首先有D A B= ．再对D 做初等变换，可得 

11 1 11 1

1 1

1 0 0 0

0 1 0 0

n n

n nn n nn

a a c c

a a c c
D =

−

−

" "
" " " " " "

" "
" "

" " " " " "
" "

． 

这里 11 11 11 12 21 1 1,n nc a b a b a b= + + +" "．一般地 

1 1 2 2 ,  , 1,2, , .ij i j i j in njc a b a b a b i j n= + + + =" "  

即有

11 12 1

21 22 2

1 2

n

n

n n nn

c c c
c c c

C AB

c c c

= =

"
"

" "
"

．并且同样样也有 

11 12 1

21 22 2

1 2

n

n

n n nn

c c c
c c c

D

c c c

=

"
"

" "
"

． 

． 

则 AB A B= 得证． 

注  方阵是数表, 而行列式是数值，对任意的两个方阵 n nA × 和 n nB × ，一般有

BABA nnnn ≠×× , 而必有 AB BA= . 

7 共轭矩阵  

若矩阵 ( )ij m nA a ×= 的元素在复数域中取值，则称 ( )ij m nA a ×= 为 A的共轭矩阵 

矩阵共轭运算满足如下运算规律： 

(1)  ( )A B A B+ = +      

(2)  kA kA=  
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(3) AB AB=            

(4) T T( ) ( )A A=  

§2.3 逆矩阵 

对于最简单的一元一次方程 )0( ≠= abax ， 我们可以采用在方程两边同时乘

以 1a− 的方法得到它的解 

bax 1−= ， 

对于一个含有 n 个未知数 n 个方程的线性方程组，我们知道可用矩阵表示成 

BAX = ， 

其中 A 是一个 n 阶方阵，X 与 B 是有 n 个元素的列矩阵． 

我们可以设法找出这样一个矩阵，使它左乘 A 得到一个单位矩阵 E，并把这

样的一个矩阵记作 A-1，即 

1A A E− = ． 

把 A-1 左乘方程 BAX = 的两边，得 

BAAXA 11 )( −− = ， 

即 

BAXAA 11 )( −− = ， 

因为 

IAA =−1 ， XIX = ， 

所以 BAX 1−= ．这就是 n 元线性方程组的解． 

1 逆矩阵的定义 

对于这样的矩阵 1A− ，给出下面的定义： 

定义  对于一个 n 阶方阵 A，如果存在一个 n 阶方阵B ，使BA AB E= = ，

那么矩阵B 称为矩阵 A 的逆矩阵，记为 1A− ．并称矩阵 A是可逆的． 

注 由定义可见矩阵 A如果可逆，则必须是方阵；我们还可判断 n 阶方阵 A
的逆矩阵是唯一的，实际上若还有 n 阶方阵C ，使CA AC E= = ，则 

B BAC C= = ． 

同样直接由定义，在等式BA AC E= = 两边求它们的行列式，则有 
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1B A A B= = ， 

于是可知 ,A B 都不为零且
1A
B

= ．反过来，我们需要判断方阵 A可逆的充分条

件以及具体的求法． 

2 逆矩阵的性质和求法 

在这里，我们先介绍一个联系于矩阵 A 的新的概念，即将矩阵 A 的每一个元

素 ija 换成它在 A 中的相应的代数余子式 ijA ，得矩阵 

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

nnnn

n

n

AAA

AAA
AAA

"
""""

"
"

21

22221

11211

， 

然后将它转置，并将得到的矩阵记为 *A ，称之为矩阵 A的伴随矩阵．即 

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

nnnn

n

n

AAA

AAA
AAA

A

"
""""

"
"

21

22212

12111

* ． 

我们做矩阵的乘积 *AA ，可得 

11 12 1 11 21 1

21 22 2 12 22 2*

1 2 1 2

0 0
0 0

       

0 0

n n

n n

n n nn n n nn

a a a A A A
a a a A A A

AA

a a a A A A

A
A

A E

A

⎛ ⎞⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟=
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟= =
⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

" "
" "

" " " " " " " "
" "

"
"

" " " "
"

 

同样也有 *A A A E= ．由以上讨论，我们实际上证明了如下定理： 

定理 设 A为 n 阶方阵，A可逆的充分必要条件是 0≠A ，并且矩阵 A 的逆

矩阵为 
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11 21 1

12 22 21 *

1 2

1 1
n

n

n n nn

A A A
A A A

A A
A A

A A A

−

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟= =
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

"
"

" " " "
"

． 

由此定理，我们简化逆矩阵的定义，即有如下推论： 

推论 设 A为 n 阶方阵， A可逆的充分必要条件是BA E= 或 AB E= ． 

注意，一个 n 阶方阵 A，若它的行列式 0=A ，则称方阵 A 是奇异的，否则

称 A 为非奇异的．以上定理意味着：一个 n 阶方阵 A 可逆的充分必要条件是 A
为一个非奇异方阵． 

例 1 求矩阵
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−=

121
011
322

A 的逆矩阵． 

解  因为 01
121
011
322

≠−=
−

−=A ，所以 A-1 存在 

因为 1
12
01

11 −=
−

=A ， 1
11
01

12 −=
−

−=A ， 1
21
11

13 =
−

−
=A ，

  4
12
32

21 =−=A ，  5
11
32

22 =
−

=A ，  

6
21
22

23 −=
−

−=A ， 

  3
01
32

31 =
−

=A ，  3
01
32

32 =−=A ，  4
11

22
33 −=

−
=A  

所以
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−
−
−

=
461

351
341

*A ．因此矩阵 A 的逆矩阵
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−−
−−

==−

461
351
341

1 *1 A
A

A ． 

例 2 求矩阵 ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

dc
ba

A 的逆矩阵． 

解 bcad
dc
ba

A −== ，当 0=− bcad 时，矩阵 A 是不可逆的，即矩阵 A

的逆矩阵不存在． 

当 0≠− bcad 时，矩阵 A 是可逆的，又 
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⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−
=

ac
bd

A* ， 

故当 0≠− bcad 时，可得到矩阵 A 的逆矩阵 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−
−

=−

ac
bd

bcad
A 11 ． 

例 2  设矩阵 A 满足 2 2 4A A E O− − = , 求 1( )A E −+ ． 

解得  1( ) 3A E A E−+ = −  

根据逆矩阵的定义，设矩阵 A可逆，还可推出以下性质： 

(1) AA =−− 11 )( ;  

(2) 1 11( )kA A
k

− −= ;  

(3) 1 1( ) ( )T TA A− −= ; 

(4) 11A A −− = ; 

(5) 若两个同阶方阵 A 和 B 都可逆，则 A 与 B 的积也是可逆，且 

111)( −−− = ABAB ． 

证：因为 IBBIBBBAABABAB ==== −−−−−− 111111 )())(( , 

     IAAAIAABBAABAB ==== −−−−−− 111111 )())(( ．        

所以 11 −− AB 是 AB 的逆矩阵，即 111)( −−− = ABAB ． 

(6) 消去律： 0 0AB B= ⇒ = ． 

  3 用逆矩阵解线性方程组 

一个线性方程组，若它的系数矩阵可逆，那么就可以用逆矩阵来求得它的解． 

例 4 用逆矩阵解线性方程组
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=++−
=−

=++

42
2

2322

321

21

321

xxx
xx

xxx
． 

解 方程组的矩阵形式是
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−

4
2
2

121
011
322

3

2

1

x
x
x

，由例 2 知系数矩阵的逆矩
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阵存在，因而有
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−
−

=
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−−
−−

=
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−

26
20
18

4
2
2

461
351
341

4
2
2

121
011
322 1

3

2

1

x
x
x

．根据矩阵

相等的定义，得方程组的解为 x1=-18，x2=-20，x3=26． 

含有未知矩阵的方程叫做矩阵方程．例如，AX=D，XB=D，AXB=C 等等都

是矩阵方程，其中 X 为未知矩阵．利用逆矩阵还可以解一些特殊的矩阵方程，在

这里讨论的矩阵 A 和 B 都假设是可逆的． 

例 5 解矩阵方程 XB=D，其中
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

01
20
01

,
95
74

DB ． 

解 因为 01
95
74

≠==B ，所以 B 为可逆．由例 2 可知 ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−
=−

45
791B ．以

B-1 同时右乘于方程 XB=D 的两边，得 XBB-1=DB-1． 

即 X=DB-1= 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−

−
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

− 79
810
79

45
79

01
20
01

. 

§2.4 分块矩阵 

1 分块矩阵的概念 

用若干条横线与纵线将矩阵 A划分为若干个小矩阵, 称这些小矩阵为 A的

子矩阵, 把子块当元素来看待的矩阵称为分块矩阵． 

1 0 1 1
1 0 1 0
0 0 2 1
0 0 0 3

A

−⎛ ⎞
⎜ ⎟−⎜ ⎟=
⎜ ⎟−
⎜ ⎟−⎝ ⎠

11 12

21 22

A A
A A

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

1 0 1 1
1 0 1 0
0 0 2 1
0 0 0 3

A

−⎛ ⎞
⎜ ⎟−⎜ ⎟=
⎜ ⎟−
⎜ ⎟−⎝ ⎠

( )1 2 3 4B B B B=  

特点：(1) 同行上的子矩阵有相同的“行数”； 

(2) 同列上的子矩阵有相同的“列数”． 

2 分块矩阵的运算 

矩阵分块后其实并没有改变原矩阵,但我们要注意分块后矩阵分块进行计算
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的要求和方法. 

  1. 加法：设
11 1

1

r

m n

s sr

A A
A

A A
×

⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

"
# #

"
,  

11 1

1

r

m n

s sr

B B
B

B B
×

⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

"
# #

"
, 则 

           
11 11 1 1

1 1

r r

s s sr sr

A B A B
A B

A B A B

+ +⎛ ⎞
⎜ ⎟+ = ⎜ ⎟
⎜ ⎟+ +⎝ ⎠

"
# #

"
 

   要求： A与B同阶, 且分块方式相同． 

  2. 数乘：设
11 1

1

r

m n

s sr

A A
A

A A
×

⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

"
# #

"
, 则 

11 1

1

r

m n

s sr

kA kA
kA

kA kA
×

⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

"
# #

"
. 

  3. 乘法：设 
11 1

1

t

m l

s st

A A
A

A A
×

⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

"
# #

"
,  

11 1

1

r

l n

t tr

B B
B

B B
×

⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

"
# #

"
, 记 

( )
1

1 1 1

j

ij i it i j it tj

tj

B
C A A A B A B

B

⎛ ⎞
⎜ ⎟= = + +⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

" # "  

则  

11 1

1

r

s sr

C C
AB

C C

⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

"
# #

"
. 

要求： A的列划分方式与B的行划分方式相同． 

例 1  

1 0 0 0
0 1 0 0
1 2 1 0
1 1 0 1

A

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟=
⎜ ⎟−
⎜ ⎟
⎝ ⎠

21

E O
A E

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟
⎝ ⎠
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1 0 1 0
1 2 0 1
1 0 4 1
1 1 2 0

B

⎛ ⎞
⎜ ⎟−⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎜ ⎟− −⎝ ⎠

11

21 22

B E
B B

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

        11

21 11 21 21 22

B E
AB

A B B A B
⎛ ⎞

= ⎜ ⎟+ +⎝ ⎠

1 0 1 0
1 2 0 1
2 4 3 3
1 1 3 1

⎛ ⎞
⎜ ⎟−⎜ ⎟=
⎜ ⎟−
⎜ ⎟−⎝ ⎠

. 

  4. 转置：设
11 1

1

r

m n

s sr

A A
A

A A
×

⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

"
# #

"
,  则 

T T
11 1

T

T T
1

s

r sr

A A
A

A A

⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

"
# #

"
. 

    特点：“大转”+“小转”. 

  5. 准对角矩阵：设 1A , 2A , sA," 都是方阵, 记 

        

1

2
1 2diag( , , , )s

s

A
A

A A A A

A

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟= =
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

"
%

 

    性质：(1) 1 2det det det det sA A A A= " . 

          (2) A可逆 ( 1,2, , )iA i s⇔ = " 可逆, 且有 

1
1

1
1 2

1
s

A
A

A

A

−

−
−

−

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

%
 

  例 2 1

2

5 0 0
0 3 1
0 2 1

A O
A

O A

⎛ ⎞
⎛ ⎞⎜ ⎟= = ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎝ ⎠⎜ ⎟

⎝ ⎠

, 那么 
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1
1 1

1
2

1 0 05 0 0 5
0 3 1 0 1 1
0 2 1 0 2 3

A O
A

O A

−
−

−

⎛ ⎞
⎜ ⎟⎛ ⎞

⎛ ⎞⎜ ⎟⎜ ⎟= = −⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎝ ⎠⎜ ⎟ ⎜ ⎟−⎝ ⎠ ⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

例 3  设 mmA × 与 nnB × 都可逆, mnC × , 
A O

M
C B
⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

, 求 1−M ． 

 解 det det det 0M A B M= ≠ ⇒ 可逆, 设 

1 21

3 4

X X
M

X X
− ⎛ ⎞

= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 , 

那么由 

1 2

3 4

m

n

X X E OA O
X X O EC B

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞ =⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

, 

可得 

1

2

1 3

2 4

m

n

AX E
AX O
CX BX O
CX BX E

=⎧
⎪ =⎪
⎨ + =⎪
⎪ + =⎩

   , 

即有 

1
1

2
1 1

3
1

4

X A
X O
X B CA
X B

−

− −

−

⎧ =
⎪ =⎪
⎨ = −⎪
⎪ =⎩

 

故 

1
1

1 1 .
A O

M
B CA B

−
−

− −

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟−⎝ ⎠

 

（注 该例的结果放在下一章可用分块阵初等变换法直接求得） 
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第三章 矩阵的初等变换与线性方程组 

§3.1 矩阵的初等变换 

正如我们在第一次课所言，线性代数最基本的问题围绕着线性方程组的求解

展开，在上一章我们了解了矩阵和线性方程组形式上的对应，本章我们将具体把

对矩阵的处理运用到解方程上来．这里我们首先从解方程的基本方法高斯消元法

出发来展开我们的讨论． 

１高斯消元法解方程 

解线性方程组的基本方法是高斯消元法, 例如 

1 2 3

1 2 3

1 3

2 3 1        (1)
4 2 5 4   (2)
2 2 6            (3)

x x x
x x x
x x

− + =⎧
⎪ + + =⎨
⎪ + =⎩

 

(2) 2(1)

(3) (1)

−

−
JJJJJJJJJJG

1 2 3

2 3

2 3

2 3 1     (4)
4 2            (5)

5                 (6)

x x x
x x

x x

− + =⎧
⎪ − =⎨
⎪ − =⎩

 

(5) 4(6)

(5) (6)

−

↔
JJJJJJJJJJG

1 2 3

2 3

3

2 3 1     (7)
5         (8)

3 18               (9)

x x x
x x

x

− + =⎧
⎪ − =⎨
⎪ = −⎩

        

解得 

1

2

3

9
1
6

x
x
x

=⎧
⎪ = −⎨
⎪ = −⎩

. 

解此线性方程组的基本步骤可总结为三种：  

(1) 互换两个方程的位置； 

(2) 用非零常数乘某一个方程； 

(3) 将某个方程的某个常数倍加到另一个方程． 

当我们把方程组的系数对应着增广矩阵 

( )
2 1 3 1
4 2 5 4
2 0 2 6

A b
−⎛ ⎞

⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠
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解方程的过程基本对应着矩阵的变换如下： 

        
2 1 3 1
4 2 5 4
2 0 2 6

B
−⎛ ⎞

⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

2 1 3 1
0 4 1 2
0 1 1 5

r
−⎛ ⎞

⎜ ⎟−⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎝ ⎠

∼  

       
2 1 3 1
0 1 1 5
0 0 3 18

r
−⎛ ⎞

⎜ ⎟∼ −⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎝ ⎠

1 0 0 9
0 1 0 1
0 0 1 6

r
⎛ ⎞
⎜ ⎟∼ −⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎝ ⎠

 

2 矩阵的初等变换 

解方程组的三种基本变换对应着三种矩阵行的三种基本变换, 我们称之为

矩阵的初等行变换: 

(1) 互换方程组的两行，表示为 i jr r↔ ； 

(2) 用非零常数乘矩阵的某一行, 表示为 ikr ； 

(3) 将某一行的乘以某一常数加到另一个行上面去 i jr kr+ ． 

相应地也可定义初等列变换．若矩阵 A经初等变换变成B ，则称矩阵 A与矩阵 B
等价，记作 A B∼ ． 

解方程组的目标是通过初等变换把方程组变成可以直接判断解的存在性以

及解的表达的“最简单”形式. 一般形式如下 

1 1, 1 1 1 1

2 2, 1 1 2 2

, 1 1

1                                 0

r r n n

r r n n

r r r r rn n r

r

x b x b x d
x b x b x d

x b x b x d
d

+ +

+ +

+ +

+

+ + + =⎧
⎪ + + + =⎪⎪
⎨
⎪ + + + =
⎪

=⎪⎩

"
"

"""
"

 

  若 1 0rd + ≠ , 则方程组无解; 若 1 0rd + = , 则方程组有解． 

 对应于相应的增广矩阵, 我们作行变换，有行阶梯形和行最简形的概念, 如 

2 1 3 1
0 1 1 5
0 0 3 18

−⎛ ⎞
⎜ ⎟−⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎝ ⎠

 是
2 1 3 1
4 2 5 4
2 0 2 6

−⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

它的行阶梯形. 

1 0 0 9
0 1 0 1
0 0 1 6

⎛ ⎞
⎜ ⎟−⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎝ ⎠

 是
2 1 3 1
4 2 5 4
2 0 2 6

−⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

它的行最简形. 
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如果也允许做列变换，则有标准形的概念.例如 

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

是 

2 1 3 1
4 2 5 4
2 0 2 6

−⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

的标准形. 

标准形的一般形式为 

0
0 0

rE⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

． 

（同型矩阵中能变成相同标准形的所有矩阵构成一个等价类．） 

例 将矩阵

1 2 3 13
2 3 1 4
3 1 2 1
1 1 3 8

A

−⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟=
⎜ ⎟− −
⎜ ⎟− −⎝ ⎠

 化成行最简形和标准型． 

行最简形为

1 2 3 13
0 1 7 22
0 0 1 3
0 0 0 0

−⎛ ⎞
⎜ ⎟−⎜ ⎟
⎜ ⎟−
⎜ ⎟
⎝ ⎠

，标准形为

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 0

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

． 

§3.2 初等方阵 

定义 1 对单位矩阵进行一次初等变换得到的矩阵, 称为初等方阵．  

初等矩阵可分为以下 3 类： 

 1. 

1

( ( ))E i k
k

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

%

%

 

 2.  

1

0 1
( , )   

1 0

E i j

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟

= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

%

%

%
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3. 

0

1
( ( ))   

1

k
E ij k

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟

= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

%
"
% #

%

 

注意，对单位矩阵进行一次初等列变换, 相当于对单位矩阵进行一次同类型的初

等行变换． 

观察如下运算 

( ( ))E i k A， ( , )E i j A， ( ( ))E ij k A以及 ( ( ))AE i k ， ( , )AE i j ， ( ( ))AE ij k ， 

则可得到如下的定理． 

定理 1 对矩阵 A施行一次初等行（列）变换等价于从左（右）边乘以一个

相应的初等变换． 

由此定理，立即可得初等方阵可逆，并且逆矩阵仍然是初等方阵，即 

1 1( ( )) ( ( ))E i k E i
k

− = ， 1( , ) ( , )E i j E j i− =  和 1( ( )) ( ( ))E ij k E ij k− = − . 

对一个任意一个矩阵 m nA × ，经过初等变换总可以变成标准形
0

0 0
rE⎛ ⎞

⎜ ⎟
⎝ ⎠

．则由

定理 2.1，存在一系列的矩阵 1 2, , , mP P P" 及 1 2, , , lQ Q Q" ，使得 

1 2 1 2

0
0 0

r
m l

E
PP P AQ Q Q ⎛ ⎞= ⎜ ⎟

⎝ ⎠
" " ． 

则有 

1 1 1 1
1 1

0
0 0

r
m l

E
A P P Q Q− − − −⎛ ⎞= ⎜ ⎟

⎝ ⎠
" " ． 

如果 A是n 阶可逆方阵，则必有 

1 1 1 1
1 1m n lA P P E Q Q− − − −= " " ． 

故我们可以给出如下的定理． 

定理 2 设 A为 n 阶可逆方阵，则存在一系列的初等方阵 1 2, , , sP P P" ，使得 

1 2 sA PP P= " ． 

由定理 2.2 的形式，也就有 
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1 1
1sP P A E− − =" ． 

故 1 1 1
1sA P P− − −= " ． 

注意，以上讨论意味着可逆矩阵 A 可以分解成一系列初等方阵的乘积，而矩

阵 A 只要做初等行变换就可以变成单位矩阵．这就给我们提供了一个计算 A-1 的

有效方法：构造新矩阵 ( )A E ，利用分块矩阵的乘法可得 

( ) ( )1 1A A E E A− −= ， 

这等价于若对 ( )A E 施以初等行变换将 A 变为 E，则 E 就变为 A-1，即 

( ) ( )1A E E A−∼  

例 3 将矩阵
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

431
212
321

A ，求逆矩阵 A-1． 

解  

2 1

3 1

21 2 3 1 0 0 1 2 3 1 0 0
( , ) 2 1 2 0 1 0 0 3 4 2 1 0

1 3 4 0 0 1 0 1 1 1 0 1

r r
r rA E

−
⎛ ⎞ ⎛ ⎞

−⎜ ⎟ ⎜ ⎟= ⎯⎯⎯⎯→ − − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟−⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

1 2

2 3 3 2

21 2 3 1 0 0 1 0 1 3 0 2
30 1 1 1 0 1 0 1 1 1 0 1

0 3 4 2 1 0 0 0 1 5 1 3

r r
r r r r

− −⎛ ⎞ ⎛ ⎞
↔ +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎯⎯⎯⎯→ − ⎯⎯⎯⎯→ −⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎜ ⎟ ⎜ ⎟− − − − −⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

1 3

3 2 3

1 0 1 3 0 2 1 0 0 2 1 1
0 1 1 1 0 1 0 1 0 6 1 4
0 0 1 5 1 3 0 0 1 5 1 3

r r
r r r

−− −⎛ ⎞ ⎛ ⎞
− −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎯⎯⎯→ − ⎯⎯⎯⎯→ −⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎜ ⎟ ⎜ ⎟− − − −⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−
−
−

=−

315
416
112

1A ． 

值得注意的是，对 ( )A E 用初等行变换求逆矩阵 A时，必须始终用初

等行变换，其间不能做任何初等列变换．且在求一个矩阵的逆矩阵时，不必

考虑这个矩阵是否可逆，只要在用初等行变换的过程中，发现这个矩阵不能

化成单位矩阵，则它就没有逆矩阵． 

如果构造矩阵
A
E
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

，那么对该矩阵做初等列变换，则也有 
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c
1

A E
E A−

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎯⎯→⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

． 

例 3 将矩阵
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

431
212
321

A ，

1 2
2 0

0 1
B

⎛ ⎞
⎜ ⎟= −⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎝ ⎠

，求解矩阵方程 AX B= ． 

解 实际上我们有 1X A B−= ，构造矩阵 ( )A B ，那么 

( ) ( )r 1A B E A B−⎯⎯→ ． 

( ) r

1 2 3 1 2 1 0 0 4 5
2 1 2  2 0 0 1 0  8 16
1 3 4 0 1 0 0 0 7 13

A B
− −⎛ ⎞ ⎛ ⎞

⎜ ⎟ ⎜ ⎟= − ⎯⎯→ − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟−⎝ ⎠ ⎝ ⎠

． 

故 

1

4 5
8 16

7 13
X A B−

− −⎛ ⎞
⎜ ⎟= = − −⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

． 

§3.3 矩阵的秩 

通过观察可以看到，一个矩阵变成行阶梯形或标准形后，行阶梯形和标准形

不全为零行的个数必定是确定的，这个数其实就是我们要讨论的矩阵 A 的秩． 

矩阵的秩是矩阵的重要特性之一，它在线性方程组解的存在性讨论中起着关

键的作用．如果 A B∼ ，则 A和B 有相同的标准形，这意味着等价矩阵有相同的

秩．但是我们可以先抛开初等变换直接利用矩阵子式的概念来对秩下定． 

矩阵 A的 k阶子式：由 A中任意 k 行 k 列的元素相对位置不变构成的行列式． 

注 若 A是m n× 的矩阵，则 A中 k 阶子式的个数为 k k
m nC C× ． 

定义 3.1 若矩阵 A中有 r 阶的子式 rD 不为零，而所有的 1r + 子式都为零，

则称 rD 为最高阶的非零子式，并称 r 为矩阵 A的秩，记为 ( )R A ． 

例如，容易判矩阵

1 0 0 4 5
0 1 3  8 16
0 0 0 0 0

− −⎛ ⎞
⎜ ⎟− −⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

的秩为 2. 

根据定义 3.1，我们容易判断： 

1. ( )R A m≤ 且 ( )R A n≤ ． 
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2. 在 ( ) 0 0R A A= ⇔ = . 

3. 若 ( )R A r= ，则 A中有 r 阶的子式 rD 不为零，而所有的大于等于 r 阶的

全为零；反过来，若 s r< ，则必有某 r 阶子式不为零． 

4. ( ) ( )TR A R A= ． 

5. 如果 A为 n 阶方阵，可得 A可逆的充分必要条件是 ( )R A n= ．所以我们

也称可逆阵为满秩矩阵，不可逆阵为降秩矩阵． 

6. 行阶梯形矩阵的秩即为不全为零行（非零行）的个数． 

我们更想知道的是，由此定义，是否可推得下面的结论？ 

定理 3.1 若 A B∼ ，则 ( ) ( )R A R B= ． 

注 由定理 3.1，当我们把矩阵 A用矩阵的初等行变换化为行阶梯形矩阵，

则阶梯形矩阵中非零行的个数即为 A的秩． 

证明定理 3.1 我们只需证明对一次初等行（列）变换，矩阵的秩不发生改变

即可．故我们只需讨论三种情形： 

 i jr rA B↔⎯⎯⎯→ ． 

 irA Bλ⎯⎯→ ． 

 j ir rA Bλ+⎯⎯⎯→ ． 

先设 ( ) , ( )R A s R B t= = ，实际上我们只需证明 s t≤ ，那么 A中有 s 阶的最高

阶非零子式D． 

若 i jr rA B↔⎯⎯⎯→ ，分三种情况：D中不含 A中的第 i行和第 j 行；D中含有 A

中的第 i行和第 j 行；D中含有 A中的第 i行和第 j 行之一，不妨假设在这种情形

下D中含有 A中的第 i 行但不含第 j 行，我们在 B 中选择子式，除了把D所在的

列第 i行换成第 j 行，而其它的行和列与D所有的行和列一样．故可得 s t≤ ． 

若 irA Bλ⎯⎯→ ，则容易证明结论成立． 

若 j ir rA Bλ+⎯⎯⎯→ ，则容易证明结论成立． 

例 1 求矩阵

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−−

=

28552
3113
14321

11221

A 的秩． 
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解 

2 1

3 1

4 1

1 2 2 11 1 2 2 113
1 2 3 14 0 0 5 252
3 1 1 3 0 5 5 30
2 5 5 28 0 1 1 6

r r
r r
r rA

−
⎛ ⎞ ⎛ ⎞−
⎜ ⎟ ⎜ ⎟− − − −−⎜ ⎟ ⎜ ⎟= ⎯⎯⎯⎯→
⎜ ⎟ ⎜ ⎟− − −
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

 4 2 3 2

1 2 2 11 1 2 2 11
0 1 1 6 0 1 1 65
0 5 5 30 0 0 0 0
0 0 5 25 0 0 5 25

r r r r
⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟↔ +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎯⎯⎯⎯→ ⎯⎯⎯⎯→
⎜ ⎟ ⎜ ⎟− − −
⎜ ⎟ ⎜ ⎟− − − −⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

 3 4

1 2 2 11
0 1 1 6
0 0 5 25
0 0 0 0

r r
⎛ ⎞
⎜ ⎟↔ ⎜ ⎟⎯⎯⎯⎯→
⎜ ⎟− −
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

 所以 r（A） ( )R A =3． 

例 2 求矩阵

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−

−−
−−

=

231
453
312

112
231

B 的秩． 

解得 ( )R B =3． 

例 3 设矩阵

1 1 1 2
3 1 2
5 3 6

A λ
μ

−⎛ ⎞
⎜ ⎟= −⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

的秩为 2, 求λ 和μ ． 

解得
5
1

λ
μ

=⎧
⎨ =⎩

． 

由定理 3.1，我们可以推出如下的一些结论： 

推论 1 若 ,P Q 可逆，则 ( ) ( )R PAQ R A= ． 

推论 2  { }max ( ), ( ) ( , ) ( ) ( )R A R B R A B R A R B≤ ≤ + ． 

推论 3  ( ) ( ) ( )R A B R A R B+ ≤ + ． 

推论 4  ( ) ( )R AB R A≤ 且 ( ) ( )R AB R B≤ （放下节证明）．如果 A是可逆的，

那么我们可得到 ( ) ( )R AB R B= ． 
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注 该节略去教材中的一些理论结论． 

§3.4 线性方程组的解 

对于 n 个未知数 n 个方程的线性方程组，当它的系数行列式不为零时，我们

已经学过两种求解方法：⑴克莱姆法则；⑵逆矩阵．它们实际上都是消元法的变

形． 

对于一般的未知数个数与方程个数可能不相等的线性方程组，本节将运用矩

阵的初等变换方法来讨论一般的线性方程组的解．先考察先面的两个例子． 

例 1 讨论线性方程组
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=+−−
=−++
=−++

052
423
232

4321

4321

4321

xxxx
xxxx
xxxx

的解． 

解 

2 1

3 1

31 2 3 1 2 1 2 3 1 2
)3 2 1 1 4 0 4 8 2 2

1 2 5 1 0 0 4 8 2 2

r r
r rB

−− −⎛ ⎞ ⎛ ⎞
−⎜ ⎟ ⎜ ⎟= − ⎯⎯⎯⎯→ − − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎜ ⎟ ⎜ ⎟− − − − −⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

 
2

3 2

1 2 3 1 211 2 3 1 2
1 140 4 8 2 2 0 1 2
2 2

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

rr r
−⎛ ⎞−⎛ ⎞ − ⎜ ⎟− ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎯⎯⎯⎯→ − − − ⎯⎯⎯⎯→ −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎜ ⎟⎝ ⎠
⎝ ⎠

 

 1 2

1 0 1 0 1
1 12 0 1 2
2 2

0 0 0 0 0

r r
−⎛ ⎞

⎜ ⎟− ⎜ ⎟⎯⎯⎯⎯→ −
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

           

最后一个矩阵对应于方程组：
1 3

2 3 4

1
1 12
2 2

x x

x x x

− =⎧
⎪
⎨ + − =⎪⎩

，因此有
1 3

2 3 4

1
1 12
2 2

x x

x x x

= +⎧
⎪
⎨ = − +⎪⎩

． 

由于当 x3 和 x4 分别任意取定一个值时，都可得到方程组的一组解，因此该

方程组有无穷多组解．注意，我们这里称 x3 和 x4 为自由未知量． 

例 2 讨论方程组

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

=−+−
=−++
=−+−

=−+−

104834
8222
6353

132

4321

4321

4321

4321

xxxx
xxxx
xxxx

xxxx

的解． 
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解 

1 2 3 1 1
3 1 5 3 6
2 1 2 2 8
4 3 8 4 10

A

− −⎛ ⎞
⎜ ⎟− −⎜ ⎟=
⎜ ⎟−
⎜ ⎟− −⎝ ⎠

�

7 111 0 1
5 5
4 30 1 0
5 5

0 0 0 0 3
0 0 0 0 0

⎛ ⎞−⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎯⎯→⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

           

最后一个矩阵对应于方程组：

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

=

=−

=−+

30
5
3

5
4

5
11

5
7

32

431

xx

xxx

，其中第三个方程 0=3 是不可

能成立的．因而方程组无解． 

从以上两个例子最后得到的两个矩阵来看，它们直接决定了方程组的解． 

我们可以给出另一组和方程有解无解等价的说法：若方程组有解，则称方程

组是相容的；若方程组无解，则称方程组是不相容的． 

一个含有 n 个未知数的 m 个方程的线性方程组 

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

=+++

=+++
=+++

mnmnmm

nn

nn

bxaxaxa

bxaxaxa
bxaxaxa

"
""""""""""""

"
"

2211

22222121

11212111

 ， 

可表示为 Ax b= ． 

它的增广矩阵 

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

mmnmm

n

n

baaa

baaa
baaa

A

"
"""""

"
"

21

222221

111211

~

 

一般经过适当的行初等变换，它的左上角会出现一个 r 阶的单位矩阵（ r n≤ ），

而在以下（m r− ）各行，除去最后一列可能有非零元素外，其余的元素均为零．即

增广矩阵 A~经过行初等变换后可化成以下形式，其中 r n≤ ： 
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⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

′′

′′
′′

+

+

+

+

000000

00000
100

010
001

1

1

2212

1111

""
""""""""

""
""

""""""""
""
""

r

rrnrr

nr

nr

c
caa

caa
caa

　

　

　

 

从上面的矩阵形式可以看到，方程组有解的充分必要条件是 cr+1=0，否则方

程组有矛盾方程 0=cr+1．  

 归纳上述讨论，得到如下两个定理： 

定理 1  线性方程组 Ax b= 有解的充分必要条件是它的系数矩阵的秩与增广

矩阵的秩相等，即 ( ) ( , )R A R A b= ．并且 

 ( ) ( , )R A R A b n= = ，则方程组的解是唯一的； 

 ( ) ( , )R A R A b n= < ，则方程组有无穷多组解． 

例 3 判别方程组

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

−=+−
−=+−

=++
=−+

83
123

432
1332

321

321

321

321

xxx
xxx
xxx
xxx

的相容性． 

解  因为

2 1

3 1

4 1

2
1 2 3 13 1 2 3 133
2 3 1 4 0 1 7 22
3 1 2 1 0 7 11 40
1 1 3 8 0 3 6 21

r r
r r
r rA

−
− −⎛ ⎞ ⎛ ⎞−

⎜ ⎟ ⎜ ⎟− −−⎜ ⎟ ⎜ ⎟= ⎯⎯⎯⎯→
⎜ ⎟ ⎜ ⎟− − − −
⎜ ⎟ ⎜ ⎟− − − −⎝ ⎠ ⎝ ⎠

�  

 

2

3

3 2

4
4 2

1
38

1 2 3 13 1 2 3 137 1
0 1 7 22 0 1 7 223 15
0 0 38 114 0 0 1 3
0 0 15 45 0 0 1 3

r

r

r r
rr r

−

−
− −⎛ ⎞ ⎛ ⎞−

⎜ ⎟ ⎜ ⎟−− − −− ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎯⎯⎯⎯→ ⎯⎯⎯⎯→
⎜ ⎟ ⎜ ⎟− −
⎜ ⎟ ⎜ ⎟− −⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

4 3

1 2 3 13
0 1 7 223
0 0 1 3
0 0 0 0

r r
−⎛ ⎞

⎜ ⎟−− ⎜ ⎟⎯⎯⎯⎯→
⎜ ⎟−
⎜ ⎟
⎝ ⎠
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所以 R（A）=R（ A~）=3，即方程组是相容的． 

例 4  当 a 取什么值时，方程组
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=++
=−++

=+++

362
323

1

432

4321

4321

xxx
axxxx

xxxx
有解，并求出它的解． 

解  因为 2 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
33 2 1 3 0 1 2 6 3

0 1 2 6 3 0 1 2 6 3

r rA a a
⎛ ⎞ ⎛ ⎞

−⎜ ⎟ ⎜ ⎟= − ⎯⎯⎯⎯→ − − − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

�  

 2 3 3 2

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 1 2 6 3 0 1 2 6 3
0 1 2 6 3 0 0 0 0

r r r r

a a

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
↔ +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎯⎯⎯⎯→ ⎯⎯⎯⎯→⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎜ ⎟ ⎜ ⎟− − − −⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

1 2

1 0 1 5 2
0 1 2 6 3
0 0 0 0

r r

a

− − −⎛ ⎞
− ⎜ ⎟⎯⎯⎯⎯→ ⎜ ⎟

⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

所以当 a≠0 时，R（A）=2，R（ A~）=3，方程组无解； 

当 a=0 时，R（A）=R（ A~）=2，方程组有解．这时，对应的方程组为 

⎩
⎨
⎧

=++
−=−−

362
25

432

431

xxx
xxx

， 

即 

⎩
⎨
⎧

−−=
++−=

432

431

623
52

xxx
xxx

， 

其中 x3 与 x4 的值可以任取，令 x3=c1，x4=c2，则方程组的解为 

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

=
=

−−=
++−=

24

13

432

431

623
52

cx
cx

xxx
xxx

， 

其中 c1 与 c2 为任意常数． 

齐次线性方程组: 在线性方程组中，若 b1=b2=…=bm=0，则方程组称为齐次线性方

程组，即形如 
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⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

=+++

=+++
=+++

0

0
0

2211

2222121

1212111

nmnmm

nn

nn

xaxaxa

xaxaxa
xaxaxa

"
""""""""""""

"
"

． 

简记作 0Ax = ．显然它的增广矩阵与系数矩阵的秩是相等的．因此根据定理 1 可

知，齐次线性方程组总有零的．并且可以得到以下定理： 

定理 2 设有齐次线性方程组 0Ax = ， 

 若 ( )R A n= ，则方程组 0Ax = 只有零解； 

 若 ( )R A n< ，则方程组 0Ax = 有无穷多组非零解． 

由此，第一章§６的定理 2 的逆命题也成立，即有 

定理 3 齐次线性方程组

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

=+++

=+++
=+++

0

0
0

2211

2222121

1212111

nnnnn

nn

nn

xaxaxa

xaxaxa
xaxaxa

"
""""""""""""

"
"

  

有非零解的充分必要条件是它的系数行列式 0=A ． 

例 6 解方程组
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=++−
=+−

=−+

0328
0382

0

zyx
zyx

zyx
． 

解 计算系数行列式： 0
328
382
111

=
−

−
−

=D   

所以方程组有无穷多组解．为此写出它的增广矩阵，并作行初等变换如下： 

 
1 1 1 0
2 8 3 0
8 2 3 0

A
−⎛ ⎞

⎜ ⎟= −⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎝ ⎠

� 1 2

11 0 0
2
10 1 0
2

0 0 0 0

r r

⎛ ⎞−⎜ ⎟
⎜ ⎟

− ⎜ ⎟⎯⎯⎯⎯→ −
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

． 

这时，对应的方程组为

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=−

=−

0
2
1

0
2
1

zy

zx
．设 z=c，则方程组的解为 
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1
2
1
2

x c

y c

z c

⎧ =⎪
⎪
⎪ =⎨
⎪

=⎪
⎪⎩

． 

写成矩阵（向量）的形式 

1
2
1
2
1

x
y c
z

⎛ ⎞
⎜ ⎟

⎛ ⎞ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟=⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠

⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

． 

我们可以推广定理 1 的结论到更一般的矩阵方程情形，即讨论 AX B= 的解． 

定理 3 矩阵方程 AX B= 有解的充分必要条件是 ( ) ( , )R A R A B= ． 

证 不妨设 A是m n× 的矩阵，B 是m l× 的矩阵，则 X 是n l× 的矩阵．由此

可把矩阵方程 AX B= 看成 l 个线性方程组． 

由此定理可导出上一节的一个重要性质： 

定理 4 设 AB C= ，则 ( ) ( )R C R A≤ 且 ( ) ( )R C R B≤ ． 

证 注意到 ( ) ( , ) ( )R C R A C R A≤ = 即可．  
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第四章 向量组的线性相关性 

§4.1 线性组合和线性表示 

n 维行向量 ( )1 2 na a a" . 一般记成, 简记作 ,α β . 

n 维列向量

1

2

n

a
a

a

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

#
. 一般记成, 简记作 ,T Tα β . 

线性空间 nR : 由所有的 n 维行向量或列向量构成的集合, 向量之间可以做

加法和数乘运算． 

我们称线性空间 nR 中的某些向量构成的集合为向量组, 如 1 2, , Rn
mα α α ∈" , 

则称集合 { }1 2, , mA α α α= "  为一个向量组, 也可记成 1 2: , , mA α α α" .  

注意, 我们约定在没有明确指出时向量都是 n维的, 符号 , ,α β "总是列向量, 

当我们要表示行向量时,总是记成 , ,T Tα β " ,而有限个向量构成的向量组中向量

的个数一般记成 m 个. 

我们本章要研究的是向量组中的向量和向量的关系以及不同向量组之间的

关系. 

联系于矩阵, 我们也用 A来表示一个矩阵, 看起来这里存在符号的 “滥用”, 
但实际上这里的问题不大, 因为一个向量组按照一定的约定来写就是一个矩阵. 

联系于线性方程组： 

11 1 12 2 1 1

21 1 22 2 2 2

1 1 2 2

      

n n

n n

m n mn n n

a x a x a x b
a x a x a x b

a x a x a x b

+ + + =⎧
⎪ + + + =⎪
⎨
⎪
⎪ + + + =⎩

"
"

"" "" ""
"

 

我们知道它对应是增广矩阵 

11 12 1 1

21 22 2 2

1 2

n

n

m m mn m

a a a b
a a a b

a a a b

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

"
"

" " " ""
"

 

把增广矩阵的每一列看成一个列向量, 则可见矩阵对应着一个 m 维的列向量组,
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同样也对应着一个 n 维的行向量组. 增广矩阵可记成 

1 2( , , , )n bα α α" . 

而方程组对应着如下的向量运算等式 

1 1 2 2 n nx x x bα α α+ + + =" . 

对应着上面的向量运算等式,我们可以给出线性组合和线性表示的定义. 

定义 1 设有向量组 1 2: , , mA α α α" , 对任意的一组实数 1 2, , mk k k" , 称线性运

算 

1 1 2 2 m mk k kα α α+ + +"  

为向量组 A的线性组合, 1 2, , mk k k" 为组合系数.若 

1 1 2 2 m mb k k kα α α= + + +" , 

则称b 能由组 A的线性表示. 

注意 线性表示的存在性等价于线性方程组解的存在性问题. 于是根据 §3.4 
定理 1, 我们立即有以下结论成立. 

定理 1 设有向量组 1 2, , ,m bα α α" ,则b 能由组 1 2, , mα α α" 的线性表示的充分

必要条件是 1 2 1 2( , , ) ( , , , )m mR R bα α α α α α=" " . 

例 1 设 1 2 3

1 2 3 1
3 2 , 1 , 1
1 2 5 1

bα α α
−⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞

⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟= = = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟− −⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

,证明b 可由 1 2 3, ,α α α 线性表示

出来. 

解 设 

1 2 3

1 2 3 1
( , ) ( , , , ) 3 2 1 1

1 2 5 1
B A b bα α α

−⎛ ⎞
⎜ ⎟= = = −⎜ ⎟
⎜ ⎟− −⎝ ⎠

, 

而 

1 0 1 01 2 3 1
13 2 1 1 0 1 2
2

1 2 5 1 0 0 0 0

−⎛ ⎞−⎛ ⎞ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟− −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟− − ⎜ ⎟⎝ ⎠

⎝ ⎠

∼  

故b 可由 1 2 3, ,α α α 线性表示出来, 并可写出具体的表示式. 
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下面我们把线性表示的概念再推广一下. 

定义 2 设有向量组 1 2: , , sA α α α" , 1 2: , , tB β β β" , 若向量组 B 中的每一个

向量可由向量组 A线性表示,则称向量组 B 可由 A线性表示. 反过来若也有 A可

由B 线性表示, 则称向量组 A与B 等价.  

注意, 如果矩阵 rA B⎯⎯→ , 那么行向量组等价; 如果 CA B⎯⎯→ , 那么列向量

组等价 

若 B 可由 A线性表示, 记 1 2( , , )sA α α α= " , 1 2( , , )tB β β β= " 则对应着如下

的矩阵的运算 

(*)           

11 21 1

12 21 1
1 2 1 2

1 2

( , , ) ( , , )

t

t
t s

s s ts

k k k
k k k

k k k

β β β α α α

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

"
"

" "
" "

"

. 

记 

11 21 1

12 21 1

1 2

t

t
st

s s ts

k k k
k k k

K

k k k

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

"
"

" "
"

, 

即有B AK= , 我们称 stK 为向量组 A到B 的过渡矩阵.  

容易看到, 向量组B 能否由 A线性表示 AX B⇔ = . 

建立在向量组之间的线性表示和矩阵运算之间的对应上, 我们可以给出如

下的定理. 

定理 2 向量组 1 2: , , tB β β β" 可由向量组 1 2: , , sA α α α"  线性表示的充分必要

条件是 ( ) ( , )R A R A B= . 

证明 首先若向量组 1 2: , , tB β β β" 可由向量组 1 2: , , sA α α α" ,线性表示, 即

有 (*) 式成立, 经对应着 (*) 式施行列变换, 有 

( , ) ( ,0)A B A∼ , 

故 ( , ) ( )R A B R A= .   

其次若 ( ) ( , )R A R A B= , 则也有 ( ) ( , ),  1iR A R A i tβ= ≤ ≤ , 故线性方程组解的

存在性可知 iβ 可由向量组 1 2: , , sA α α α"  线性表示出来.                     

在上面的证明中, 同时我们还得到 ( ) ( )R B R A≤ , 也就是证明了下面的结论. 
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推论 1 若向量组 1 2: , , tB β β β" 可由向量组 1 2: , , sA α α α" 线性表示, 则有 

( ) ( )R B R A≤ . 

推论 2 若B AK= , 则 ( ) ( )R B R A≤ 且 ( ) ( )R B R K≤ . 

推论 3 若向量组 1 2: , , tB β β β" 与向量组 1 2: , , sA α α α"  等价, 则 

( ) ( ) ( , )R A R B R A B= = . 

总结: 问一个向量组 B 能否由 A线性表示的问题等价于 AX B= 解的存在性

问题, 我们建立在矩阵秩的基础上来判断. 我们还可以继续问, 具体怎么把向量

组B 用 A线性表示出来的, 也就是矩阵方程 

AX B=  

具体怎么求解问题. 我们用一个具体的例子来解决这个问题. 

例 2 设 

1 2 3 1 2

1 3 2 1 3
1 1 0 1 1

, , , ,
1 1 1 0 2
1 3 1 2 0

α α α β β

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟− −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟= = = = =
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟−⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

证明向量组 1 2 3, ,α α α 与向量组 1 2,β β 等价, 并把向量组用向量组表示出来. 

证明 记 1 2 3 1 2( , , ), ( , )A Bα α α β β= = , 由 

1 3 2 1 3
0 2 1 1 1

( , )
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

A B

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

∼ , 

可得 ( ) ( ) ( , ) 2R A R B R A B= = = , 故向量组 1 2 3, ,α α α 与向量组 1 2,β β 等价.  

进一步做初等变换, 有 

1 1 31 0
2 2 2
1 1 10 1( , )
2 2 2

0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

A B

⎛ ⎞−⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

∼ , 

于是可得 
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1 1 2 3
1 1 0
2 2

β α α α= − + + , 2 1 2 3
3 1 0
2 2

β α α α= + + . 

 

§4.2 向量组的线性相关性 

定义 1 设有向量组 1 2: , , mA α α α" , 若存在一组不合为 0 的实数 1 2, , mk k k" ,

使得 

1 1 2 2 0m mk k kα α α+ + + =" , 

则称向量组 1 2: , , mA α α α" 线性相关, 否则称向量组 1 2: , , mA α α α" 线性无关. 

所谓线性无关, 也就是说若 1 1 2 2 0m mk k kα α α+ + + =" , 则必定 1 2, , mk k k" 全为 0, 

如下例. 

例 1 证明向量组 1 2 3

1 1 1
0 , 2 , 2
2 2 0

α α α
−⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞

⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟= = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟−⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

线性无关. 

例 2 已知向量组 1 2 3, ,α α α 线性无关 , 并且 1 1 2 3β α α α= + + , 2 1 2β α α= + 以及

3 2 3β α α= + , 试判断向量组的线性相关性. 

联系上一节的概念, 我们立即有如下结论. 

定理 1 向量组 1 2, , mα α α"  线性相关的充分必要条件是存在一个向量可由其

它 1m − 个向量线性表示. 

向量组 1 2: , , mA α α α"  是否线性相关的问题直接联系齐次线性方程有没有非0解

的问题. 

11 1 12 2 1

21 1 22 2 2

1 1 2 2

0
0

      
0

n n

n n

m n mn n

a x a x a x
a x a x a x

a x a x a x

+ + + =⎧
⎪ + + + =⎪
⎨
⎪
⎪ + + + =⎩

"
"

"" "" ""
"

, 

联系于系数矩阵的秩, 故有如下结论. 

定理 2 向量组 1 2: , , mA α α α"  线性相关的充分必要条件是 ( )R A m< . 

由该定理, 我们可以利用初等变换来判断一个向量组的线性相关性. 
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例 3 判断向量组 1 2 3 4

1 2 2 11
1 2 3 14

, , ,
3 1 1 3
2 5 5 28

α α α α

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟− −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟= = = =
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

的线性无关性. 

解 设  

1 2 3 4

1 2 2 11
1 2 3 14

( , , , )
3 1 1 3
2 5 5 28

A α α α α

⎛ ⎞
⎜ ⎟− −⎜ ⎟= =
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

而 

1 2 2 11 1 2 2 11
1 2 3 14 0 1 1 6
3 1 1 3 0 0 5 25
2 5 5 28 0 0 0 0

A

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟− −⎜ ⎟ ⎜ ⎟=
⎜ ⎟ ⎜ ⎟− −
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∼ , 

故 ( )R A =3, 所以向量组线性相关． 

追加问题: 判断向量组 1 2 3 4 5

1 2 2 11 1
1 2 3 14 4

, , , ,
3 1 1 3 3
2 5 5 28 8

α α α α α

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟− − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟= = = = =
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

的

线性无关性. 由此说明两个问题: a) 线性相关的向量组再增加向量必线性相关; b) 
向量组中向量的个数大于向量的维数, 则该向量组必线性相关. 

定理 3 设向量组 A由m 个n 维向量构成, 若n m< , 则向量组 A线性无关. 

在n 维空间 nR 中,单位向量组 1 2, , , ne e e"  线性无关,而由定理 3, 任取 1n + 个

向量一定线性相关. 若另有n 个向量 1 2, , nα α α" 线性无关, 则由于 

1 2( , , , )n iR e nα α α =" , 

于是可知 1 2, , , ne e e" 与 1 2, , nα α α" 等价. 

定理 4 设向量组 1 2: , , mA α α α"  线性相关, 则 1 2 1: , , ,m mB α α α α +" 线性相关. 

定理 5 (第 5 版没有该定理)设向量组 1 2: , , mA α α α" 线性无关, 这里 
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1

2 ,    1,2, ,

j

j
j

nj

a
a

j m

a

α

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟= =
⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

"
#

. 

设 

1

( 1)

,    1,2, ,

j

j
nj

n j

a

j m
a

a

β

+

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟= =
⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

#
" , 

则向量组 1 2: , , mB β β β" 线性相关. 

初等变换与线性相关性: 矩阵 A进行初等行变换到B ，则 A与B 的行向量组

等价，而列向量保持相同的线性相关性. 

§4.3 向量组的秩 

我们已经知道, 在 n 维空间 nR 中,单位向量组 1 2, , , ne e e" 线性无关,而由上节

定理 3, 任取 1n + 个向量一定线性相关. 这意味着任一个向量可由 1 2, , , ne e e" 线

性表示出来, 也就是说 1 2, , , ne e e" 是有代表性的 n 个向量. 我们正是在此意义下

给出如下的定义. 

定义 1 设有向量组 A , 若 

(1) 其中 r 个向量构成的向量组 0 1 2: , , rA α α α" 线性无关; 

(2) 任意 1r + 个向量构成的向量组线性相关, 

则称向量组 0 1 2: , , rA α α α" 为向量组 A的最大线性无关组(或称极大线性无关组), 

并称否则称向量组 A的秩为 r ,记作 AR r= . 

注 1) 向量组0的秩为 0; 

2) 基本逻辑:若向量组 A的秩为 r ,则任意的向量个数大于 r 的向量组都线性

相关. 

n 维空间 nR 的秩为n . 

A的行(列)秩: A中行(列)向量组构成的秩. 

定理 5 矩阵的秩等于它的行秩和列秩. 

证 因 ( ) ( )TR A R A= ,故只需证明矩阵的秩等于它的行秩,这可以由前面给出
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的线性相关性的判断方法很容易地得到.                                 

    我们有如下等价定义. 

定义 1` 设有向量组 A , 若 

(1) 其中 r 个向量构成的向量组 0 1 2: , , rA α α α" 线性无关; 

(2) 任取 A中一向量可由向量组 0 1 2: , , rA α α α" 线性表示, 

则称向量组 0 1 2: , , rA α α α" 为向量组 A的最大线性无关组(或称极大线性无关组), 

并称否则称向量组 A的秩为 r . 

    注意, A中任一向量可由向量组 0 1 2: , , rA α α α" 唯一地线性表示. 

把这里的概念运用于齐次线性方程组, 例如 

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

2 3 0
3 5 3 0
2 2 2 0

x x x x
x x x x
x x x x

− + − =⎧
⎪ − + − =⎨
⎪ + + − =⎩

 

通解为 

1

2
1 2

3

4

7
15

4 0
5 0
1 1
0

x
x

C C
x
x

⎛ ⎞−⎜ ⎟⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟= +⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

则意味着, 该方程组的解向量组的秩为 2, 和自由未知量的个数一样, 那么和系

数矩阵的秩有什么关系? 

联系于上一节的定理 2 及其推论, 我们有 

定理 1 若向量组 1 2: , , tB β β β" 可由向量组 1 2: , , sA α α α" 线性表示, 则有 

B AR R≤ . 

推论 1 若向量组 1 2: , , tB β β β" 与向量组 1 2: , , sA α α α" 等价, 则有 

B AR R= . 

例 1 设有列向量组构成的矩阵为 

1 2 3 4 5

1 2 3 1 2
( , , , , ) 3 2 1 1 4

1 2 5 1 0
A α α α α α

−⎛ ⎞
⎜ ⎟= = −⎜ ⎟
⎜ ⎟− −⎝ ⎠

, 

求它的最大线性无关组, 并把其它向量用最大线性无关组表示出来. 
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解 由 

1 0 1 0 11 2 3 1 2
1 13 2 1 1 4 0 1 2
2 2

1 2 5 1 0 0 0 0 0 0

A

−⎛ ⎞−⎛ ⎞ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟= − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟− − ⎜ ⎟⎝ ⎠

⎝ ⎠

∼  

故它的最大线性无关组可取为 1 2,α α , 而其中 3 1 22α α α= − + . 

再进一步地理解初等变换与线性相关性: 矩阵 A进行初等行变换到B ，则 A
与B 的行向量组等价，而列向量保持相同的线性相关性. 

§4.4 线性方程组解的结构 

在一节的例中, 我们已经看到一个齐次线性方程组的解向量组有一个清晰

的线性相关性结构, 其实对任一个齐次线性方程组都有类似的结构, 而非齐次线

性方程组的结构与此相关, 但又有不同的地方. 这些问题正是本节要讨论的线性

方程组解的结构问题, 我们将对此问题做一个一般的阐述. 

一. 齐次线性方程组解的结构 

齐次线性方程组 

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

=+++

=+++
=+++

0

0
0

2211

2222121

1212111

nmnmm

nn

nn

xaxaxa

xaxaxa
xaxaxa

"
""""""""""""

"
"

 

简记作 0Ax = ．立即可得如下结论. 

性质 1 若向量 1ξ 和 2ξ 都是齐次线性方程组 0Ax = 的解,则 1 2ξ ξ+ 也是 0Ax =

的解. 

性质 2 若向量 1ξ 是齐次线性方程组 0Ax = 的解, 则 1kξ 也是 0Ax = 的解. 

那么若 1 2, , , sξ ξ ξ" 是 0Ax = 的任一组解, 则 1 2, , , sξ ξ ξ" 也有 

1 1 2 2 s sk k kξ ξ ξ+ + +"  

也是 0Ax = 的解.但这里的向量都是 n 维的,故最多只有 n 个线性无关的向量构

成最大无关组, 不妨还是设为 1 2, , , sξ ξ ξ" ,那么由性质 1,2,可知 

1 1 2 2 s sx k k kξ ξ ξ= + + +"  

是 0Ax = 的通解.我们称这里的 1 2, , , sξ ξ ξ" 是 0Ax = 的基础解系, 而所有的解构

成的集合为解空间. 
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利用矩阵的实行变换可以看到: 

( )s n R A n r= − = − . 

定理 1 若齐次线性方程组 0Ax = 系数矩阵的秩 ( )R A 为 r ,则 

( )s n R A n r= − = − . 

例 1 解齐次线性方程组 0Ax = , 这里 

1 2 3 1 2
3 2 1 1 4
1 2 5 1 0

A
−⎛ ⎞

⎜ ⎟= −⎜ ⎟
⎜ ⎟− −⎝ ⎠

. 

注意 

1 0 1 0 11 2 3 1 2
1 13 2 1 1 4 0 1 2
2 2

1 2 5 1 0 0 0 0 0 0

A

−⎛ ⎞−⎛ ⎞ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟= − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟− − ⎜ ⎟⎝ ⎠

⎝ ⎠

∼ . 

二. 齐次线性方程组解的结构 

非齐次线性方程组 

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

=+++

=+++
=+++

mnmnmm

nn

nn

bxaxaxa

bxaxaxa
bxaxaxa

"
""""""""""""

"
"

2211

22222121

11212111

 ， 

可表示为 Ax b= ． 

性质 1 若向量 1ξ 和 2ξ 都是非齐次线性方程组 Ax b= 的解,则 1 2ξ ξ− 是齐次方

程组组 0Ax = 的解. 

性质 2 若向量ξ 是齐次线性方程组 0Ax = 的解,而向量 *ξ 是非齐次线性方程

组 Ax b= 的解,则 *ξ ξ+ 是非齐次方程组组 Ax b= 的解. 

结合齐次方程组解的结构, 则非齐次线性方程组 Ax b= 的通解为 

*
1 1 2 2 s sx k k kξ ξ ξ ξ= + + + +" . 

例 2 讨论线性方程组
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=+−−
=−++
=−++

052
423
232

4321

4321

4321

xxxx
xxxx
xxxx

的解． 

解  
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1 0 1 0 11 2 3 1 2
1 13 2 1 1 4 0 1 2
2 2

1 2 5 1 0 0 0 0 0 0

B

−⎛ ⎞−⎛ ⎞ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟= − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟− − ⎜ ⎟⎝ ⎠

⎝ ⎠

∼  

则有同解方程组 

1 3

2 3 4

1
1 12
2 2

x x

x x x

= +⎧
⎪
⎨ = − +⎪⎩

． 

自由未知量为 3 4,x x . 分别在对应的齐次方程中取 3

4

1 0
,

0 1
x
x

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞=⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

, 在非齐次方程

里取 3

4

0
0

x
x

⎛ ⎞ ⎛ ⎞=⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠

, 则得通解为 

1

2
1 2

3

4

0 11
1 12
2 2

1 0 0
0 1 0

x
x

C C
x
x

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟−⎜ ⎟ ⎜ ⎟= + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

. 

注意, 本节涉及的理论在证明中有广泛的应用. 

例 3 设四元非齐次线性方程组的系数矩阵的秩为 3，已知 1 2 3, ,η η η 是它的三

个解向量．且 

1

2
3
4
5

η

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

， 2 3

1
2
3
4

η η

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟+ =
⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

求该方程组的通解． 

解  由于矩阵的秩为 3， 4 3 1n r− = − = ，故其对应的齐次线性方程组的基础

解系含有一个向量，且由于 1 2 3, ,η η η 均为方程组的解，由非齐次线性方程组解的

结构性质得齐次方程组的解 

1 2 3 1 2 1 2

3
4

2 ( ) ( ) ( )
5
6

η η η η η η η

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟− + = − + − =
⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠
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为其基础解系，故此方程组的通解： 

3 2
4 3
5 4
6 5

x k

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟= +
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

， ( )k R∈ . 

例 4 设n 阶矩阵 A满足 2A A= , E 为n 阶单位矩阵,证明 

( ) ( )R A R A E n+ − = . 

证 因 

2( ) 0A A E A A A A− = − = − = , 

故知 ( ) ( )R A R A E n+ − ≤  (这是利用了命题:若有 0AB = , 则 ( ) ( )R A R B n+ ≤ . 

可在此简证)．又 ( ) ( )R A E R E A− = − ，则  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )R A R A E R A R E A R A E A R E n+ − = + − ≥ + − = = ， 

(这是利用了命题: ( ) ( ) ( )R A B R A R B+ ≤ + ) 

所以 ( ) ( )R A R A E n+ − = ． 

例 5 设m n× 的矩阵 A对任意 n 维列向量 x 都有 0Ax = , 证明 A为零矩阵． 

证：因矩阵 A对任意 n 维列向量 x 都有 0Ax = , 

故取 n维空间 nR 的任一组线性无关的向量组 1 2, , n"，ξ ξ ξ , 不妨设 

1 2

1 0 0
0 1 0

, ,

0 0 1

n

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟= = =
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

"
# # #

，ξ ξ ξ ， 

有 1 0, , 0nA Aξ ξ= =" ．令矩阵 1 2( , , )， nB ξ ξ ξ= " ，则 0AB = ，且B 可逆．那么 

10 0AB B−= = ，即 A为零矩阵，得证． 

例 6 设m n× 的矩阵 A满足 ( ) ( )TR A A R A= ． 

  注意, 本章可以处理很多证明题, 需要我们写出完整的推理过程，遵循由条

件出发，依据定义、基本定理或性质，得出明确的结论． 

§4.5 向量空间 

我们称 nR 为 n 维向量空间, 但向量空间的形式不仅如此, 本节将把此概念
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推广到更一般情形. 例如, 我们称齐次线性方程组的解构成了解空间, 之所以有

这种称谓, 主要的原因是其线性运算具有封闭性. 

定义 1 设 nS ⊂ R , 若满足: 

(1) 任取 ,x y S∈ , 则 x y S+ ∈ (加法封闭性); 

(2) 任取 x S∈ , k ∈ R , 则 kx S∈ (数乘封闭性); 

则称 S 为向量空间 (线性空间). 

例如, nR 本身是向量空间, 齐次线性方程组 0Ax = 的解构成向量空间, 即
所谓解空间, 但非齐次线性方程组 Ax b= 的解不构成解空间. 

例 1  0 2{ (0, , , ), }n iV x x x x x= = ∈ R"  是向量空间. 

例 2  1 2{ (1, , , ), }n iV x x x x x= = ∈R"  不是向量空间.这里  

2 10 (1, , , ) ( 0,0, ,0 )n Vξ ξ⋅ = ∉" " , 

即数乘运算不封闭． 

例 3  给定n 维向量组 1, , ( 1)m mα α ≥" , 验证 

              1 1{ , }m m iV k k kα α α α= = + + ∈R"  

是向量空间．称之为由向量组 1, , mα α" 生成的向量空间, 记作 1span{ , , }mα α" . 

如果在上例中, 我们还要求 1, , mα α" 线性无关, 则 1, , mα α" 是V 中的一个最

大无关组, V 中任一向量可由 1, , mα α" 唯一地线性表示.我们在任一向量空间中

专门给出相应的概念. 

定义 2 设 S 是向量空间, 若 S 中的向量组 0 1 2: , , rA α α α" 满足: 

(1) 0 1 2: , , rA α α α" 线性无关; 

(2) 任取 S 中一向量可由向量组 0 1 2: , , rA α α α" 线性表示, 

则称向量组 0 1 2: , , rA α α α" 为向量空间 S 的基, 并称 r 为向量空间 S 的维数. 

注 1. 显然向量空间 S 的基和维数也就是它作为一个向量组的最大无关组

和秩. 但一般的向量组并不能保证最大无关组的线性组合还在这个向量组中, 也
就是说它不一定有线性运算的封闭性. 

2. 当确定了向量空间 S 的基 0 1 2: , , rA α α α" , 那么向量空间可以表示为 

1 1{ , }r r iS k k kα α α α= = + + ∈R" . 

我们称 1 2, , , rk k k" 为向量α 关于基 0 1 2: , , rA α α α" 的坐标. 

3. 若向量空间 S 的维数为 r , 则中任意个线性无关的向量都是它基. 
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4. 齐次线性方程组 0Ax = 的基础解系也就是解空间的一组基, 它的维数也

就是n r− . 

例 4  设有向量空间 S 的一组基 

           1 2 3(1,1,1,1) , (1,1, 1,1) , (1, 1, 1,1)T T Tα α α= = − = − − ,  

试求 (1,2,1,1)Tα = 在该基下的坐标． 

解 设 1 1 2 2 3 3x x xα α α α= + + , 它等价于下面求方程组的解 

1

2

3

1 1 1 1
1 1 1 2
1 1 1 1
1 1 1 1

x
x
x

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎛ ⎞⎜ ⎟ ⎜ ⎟− ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟=⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟− − ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠

⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

解得 

1

2

3

1
1 2
1 2

x
x
x

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟=⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟−⎝ ⎠ ⎝ ⎠

. 
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第五章  矩阵特征值与相似变换 

§5.1 向量的内积及正交性 

   引子: 三维向量空间
3R 上的向量及其运算有明确的几何意义, 前面内容只涉及线性运

算, 并没有涉及向量的夹角, 长度, 内积和正交这些几何概念. 本章将一般的 n 维向量空间

nR 上来讨论这些概念. 

定义 1 设有向量 1 2( , , , )T
na a aα = " , 1 2( , , , )T

nb b bβ = " , 则称 

1 1 2 2[ , ] T
n na b a b a bα β α β= + + + ="  

为α 与β 的内积． 

  内积的性质: 

设 , ,α β γ 是向量, k ∈ R , 则 

(1) 任取向量α , 有[ , ] 0α α ≥ ；当[ , ] 0α α = 时, 0α = ． 

(2) [ , ] [ , ]α β β α=  

    (3) [ , ] [ , ]k kα β α β=   （k为常数） 

    (4) [ , ] [ , ] [ , ]α β γ α γ β γ+ = +  

    柯西－施瓦兹不等式: 

2[ , ] [ , ] [ , ]α β α α β β≤ ⋅ . 

证 t∀ ∈ R , 由[ , ] 0t tα β α β+ + ≥ , 可得 

           2[ , ] 2[ , ] [ , ] 0t tα α α β β β+ + ≥ . 

 由判别公式, 可得 

24[ , ] 4[ , ] [ , ] 0α β α α β β− ⋅ ≤  

即有 

                2[ , ] [ , ] [ , ]α β α α β β≤ ⋅ . 

定义 2 设α 是向量, 称实数 [ , ]α α α= 为α 的范数． 

范数的性质:  
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设α 是向量, k ∈ R  

(1) 0α ≥ ；当 0α = 时, 0α = . 

    (2) k kα α= ⋅   

    (3) α β α β+ ≤ +  

    (4) α β α β− ≤ −  

    证 (3) 
2 [ , ] [ , ] 2[ , ] [ , ]α β α β α β α α α β β β+ = + + = + +  

                 ( )22 22α α β β α β≤ + + = +  

       (4) 设γ α β= − , 则 , ( )α β γ β α γ= + = + − , 由此可得 

α β γ α β γ≤ + ⇒ − ≤ , 

β α γ α β γ≤ + ⇒ − ≥ − . 

单位化：若 0α ≠ , 称 0
1α α
α

= 为与α  (同方向) 的单位向量． 

定义 3 设向量 0α ≠ , 0β ≠ , 称 
[ , ]arccos α βϕ
α β

=  (0 )ϕ π≤ ≤ 为α 与β 之间的夹

角.  

    若[ , ] 0α β = , 则称α 与β 正交, 记作α β⊥ ．并且 

    (1) 当 0α ≠ , 0β ≠ 时, α β⊥
2
πϕ⇔ = ； 

    (2) α θ= 或 β θ= 时, α β⊥ , 而ϕ 无意义或理解成可以取任意值． 

勾股定理: 若α β⊥ ，则 

2 2 2α β α β+ = + . 

定理 1 若 1 2, , , rα α α" 一组两两正交的非 0 向量, 则向量组 1 2, , , rα α α" 线性无关. 

证  令 

1 1 2 2 0r rk k kα α α+ + + =" . 

则两边同时做内积, 有 

1 1 1 2 2 1 1[ , ] [ ] [ ] 0r rk k kα α α α α α+ + + ="  

因 1 2, , , rα α α" 两两正交，故 1 0k = , 同理可得对所有的 i , 有 0ik = . 因此向量组



 67

1 2, , , rα α α" 线性无关.                                              

定义 4 设 nS ⊂ R 是向量空间，若 1 2, ,... mα α α 是 S 中的一组基且两两正交, 则称

1 2, ,... mα α α 是 S 中的一组正交基; 若 1 2, ,... mα α α 还都是单位向量, 则称 1 2, ,... mα α α 是 S 中

的一组规范正交基. 

例 1 在欧氏空间
nR 中，自然基 1 2, ,..., ne e e 是一组规范正交基. 

若
nS ⊂ R 是向量空间， 1 2, ,... mα α α 是 S 中的一组规范正交基, 则任取一向量α ,它在

1 2, ,... mα α α 下的坐标为[ , ],  1,2, , .i i mα α = "  

问题:从向量空间 S 的任一组线性无关的向量组 1 2, ,... mα α α 出发,如何构造出一个两两

正交向量组呢？比如在
2R 或

3R 中有两个向量 ,a b ,我们可以用如下的几何方法得到两个正

交的向量 1 2,b b : 

 

在此, 我们给出施密特正交化方法: 已知 1 2, ,... mα α α 线性无关 

 正交化：令 

1 1β α=  

2 1
2 2 1

1 1

( , )
( , )
α ββ α β
β β

= −  

3 1 3 2
3 3 1 2

1 1 2 2

( , ) ( , )
( , ) ( , )
α β α ββ α β β
β β β β

= − −  

… … 

1 2 1
1 2 1

1 1 2 2 1 1

( , ) ( , ) ( , )
( , ) ( , ) ( , )

m m m m
m m m

m m

α β α β α ββ α β β β
β β β β β β

−
−

− −

= − − − −"  

 单位化： 

1   ( 1,2, , )j j
j

j mη β
β

= = " . 

例 2 将向量组 

1 2 3(1, 1,0) , (1,0,1) , (1, 1,1)T T Tα α α= − = = −  

正交单位化. 

a(a1) b1 

b 
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解 令 

1 1β α= , 

2 1
2 2 1

1 1

( , ) 1 1 1(1,0,1) (1, 1,0) ( , ,1)
( , ) 2 2 2
α ββ α β
β β

= − = − − = , 

3 2 3 1
3 3 2 1

2 2 1 1

( , ) ( , )
( , ) ( , )

2 1 1 1 1 1(1, 1,1) ( , ,1) (1, 1,0) ( , , ).
3 2 2 3 3 3

α β α ββ α β β
β β β β

= − −

= − − − − = − −  

 

再将 1 2 3, ,β β β 单位化得规范正交基： 

1
1

1

1 1( , ,0),
2 2

βη
β

= = −  

2
2

2

1 1 2( , , ),
6 6 6

βη
β

= =  

3
3

3

1 1 1( , , )
3 3 3

βη
β

− −= = . 

在上例中, 如果我们构造矩阵 1 2 3( , , )A η η η= , 则立即可得
TA A E= , 由此我们导出

正交矩阵的概念. 

定义 5  n 阶实矩阵 A称为正交矩阵，如果
TA A E=  . 

注: A为 n 阶正交矩阵的充要条件是: A的列向量组是
nR 的一组规范正交基. 一般地, 

设 1 2, ,... nα α α  是 nR 的一组规范正交基, 那么设 

( )1 2 nA α α α= "  

则有 

( )
1 1 1 2 11

2 1 2 2 21
1 2

1 11

.

T T TT
n

T T TT
T n

n

T T TT
n n n n

a a a a a a
a a a a a a

A A I

a a a a a a

α
α α α α

α

⎛ ⎞⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟= = =
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠

"
"

"
" " " "#

"

 

 

定理 2  设 A为正交矩阵,我们称 y Ax= 为正交变换.并且正交交换保持向量的内积、长

度及向量间的夹角都保持不变，即任取向量 , nx y ∈ R , 有 

( , ) ( , ),   Ax Ay x y Ax x= = . 
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§5.2 特征值与特征向量 

定义 1 设 A为n 阶方阵, 若有数λ 和非 0 向量 x , 使得 

Ax xλ= , 

则称λ 为 A的特征值, 并称 x 为属于特征值λ 的特征向量．  

基本问题: 怎么求特征值和特征向量? 

从 Ax xλ= 出发, 可得 

( ) 0A E xλ− = 或者 ( ) 0E A xλ − = . 

我们知道, ( ) 0A E xλ− = 有非零解等价于det( ) 0A Eλ− = . 具体的, 

11 12 1

21 22 2

1 2

det( )

n

n

n n nn

a a a
a a a

A E

a a a

λ
λ

λ

λ

−
−

− =

−

"
"

# # % #
"

. 

我们称 ( )=det( )A Eϕ λ λ− 为矩阵 A的特征多项式, 而称 A Eλ− 为矩阵 A的特征矩阵. 计

算可得特征多项式为 

1
0 1 1 0( )=det( ) ,  ( 1)n n n

n nA E a a a a aϕ λ λ λ λ λ−
−− = + + + + = −"  

由多项式根与系数的关系立即可得 

定理 1  设矩阵 ( )ij n nA a ×= 的特征值 1 2, , , nλ λ λ" , 则 

     (1) 1 2 11 22n nntrA a a aλ λ λ= + + + = + + +" " ； 

     (2) 1 2 nA λ λ λ= " . 

证 由特征值的定义可得 

     

11 12 1

21 22 2

1 2

det( )

n

n

n n nn

a a a
a a a

A E

a a a

λ
λ

λ

λ

−
−

− =

−

"
"

# # % #
"

 

         11 22 2( )( ) ( ) ( )nn na a a fλ λ λ λ−= − − − +"  

         1 1
11 22 2 2( 1) ( 1) ( ) ( ) ( )n n n n

nn n na a a g fλ λ λ λ− −
− −= − + − + + + + +"  

   其中 2 2( ), ( )n ng fλ λ− − 都是次数不超过 2n − 的多项式．由题设, 又有 

       1 2( ) det( ) ( )( ) ( )nA Eϕ λ λ λ λ λ λ λ λ= − = − − −"  
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          1 1
1 2 1 2( 1) ( 1) ( )n n n n

n nλ λ λ λ λ λ λ λ− −= − + − + + + + +" " "  

     比较多项式同次幂的系数可得 

            11 22 1 2nn na a a λ λ λ+ + + = + + +" "  

            1 2(0) nA ϕ λ λ λ= = "  

推论 1  det 0A =  等价于 0 是 A的特征值． 

例 1  求

1 2 2
2 1 2
2 2 1

A
⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 的特征值与特征向量． 

    解  特征多项式为 

2

1 2 2
( ) 2 1 2 (5 )( 1)

2 2 1

λ
ϕ λ λ λ λ

λ

−
= − = − +

−
 

得特征值 1 2 35, 1λ λ λ= = = −  

     当 1 5λ = 时, 解特征向量： 

          

4 2 2 1 0 1
5 2 4 2 0 1 1

2 2 4 0 0 0
A E

− −⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟− = − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟−⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∼
1 0 1
0 1 1
0 0 0

−⎛ ⎞
⎜ ⎟−⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

,  

解得 1

1
1
1

p
⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

, 即 1 5λ = 时所有的特征向量为 

1 1 1 ( 0).x k p k= ≠  

当 2 3 1λ λ= = − 时, 解特征向量： 

        

2 2 2 1 1 1
( 1) 2 2 2 0 0 0

2 2 2 0 0 0
A E

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟− − = ∼⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

解得 2

1
1
0

p
−⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

, 3

1
0
1

p
−⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

,即 2 3 1λ λ= = − 时所有的特征向量为 

2 2 3 3x k p k p= +   ( 2 3,k k 不同时为 0). 
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  例 2  求

1 1 0
4 3 0
1 0 2

A
−⎛ ⎞

⎜ ⎟= −⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 的特征值与特征向量． 

  解  特征多项式为 

2

1 1 0
( ) 4 3 0 (2 )( 1)

1 0 2

λ
ϕ λ λ λ λ

λ

− −
= − − = − −

−
 

得特征值为 1 2 32, 1λ λ λ= = = . 

      当 1 2λ = 时, 解特征向量： 

3 1 0 1 0 0
2 4 1 0 0 1 0

1 0 0 0 0 0
A E

−⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟− = −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∼  

解得 1

0
0
1

p
⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

, 即得 1 2λ = 时所有的特征向量为 

1 1 1 ( 0)x k p k= ≠ . 

     当 2 3 1λ λ= = − 时, 解特征向量：  

2 1 0 1 0 1
1 4 2 0 0 1 2

1 0 1 0 0 0
A E

−⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟− = −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∼ , 

解得 2

1
2
1

p
−⎛ ⎞

⎜ ⎟= −⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

, 即 2 3 1λ λ= = − 时所有的特征向量为 

2 2 2 ( 0)x k p k= ≠ . 

注 在例 1 中, 对应 2 重特征值 1λ = − 有两个线性无关的特征向量；在例 2 中, 对应 2

重特征值 1λ = 只有一个线性无关的特征向量． 

一般结论：对应 r 重特征值λ 的线性无关的特征向量的个数 k r≤ ． 

定理 2  设 ( 0)Ax x xλ= ≠ , 则 

     (1) k kA x xλ= ； 

     (2) ( ) ( )f A x f xλ=  
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     (3) 若 A可逆, 则 1 1A x x
λ

− = ． 

例 3  设 3A 有特征值 1 2 31, 2, 3λ λ λ= = = − , 求 3 3A A E− + 的特征值 ,并求 A 和 

3det( 3 )A A E− + ． 

解  设 3( ) 3 1f t t t= − + , 则 3( ) 3f A A A E= − + 的特征值为 

             1 2 3( ) 1, ( ) 3, ( ) 17f f fλ λ λ= − = = −  

而 

1 2 ( 3) 6A = × × − = − ,  3det( 3 ) ( 1) 3 ( 17) 51A A E− + = − × × − = . 

定理 3  设 A有互异特征值 1 2, , , mλ λ λ" , 对应的特征向量为 1 2, , , mp p p" , 则向量组

1 2, , , mp p p" 线性无关． 

证 设数组 1, , mk k" 使得  

1 1 0m mk p k p+ + ="  

     左乘 A , 利用 ,  1, ,i i iAp p i mλ= = " ,可得  

1 1 1 0m m mk p k pλ λ+ + ="  

在上式中再左乘 A ,依次下来可构造一个范德蒙形式的系数行列式, 结论成立． 

§5.3 相似矩阵 

定义 1 设有方阵 A和 B , 若有可逆矩阵 P 使得
1P AP B− = , 则称 B 是 A的相似矩阵, 

称可逆矩阵 P 为相似变换阵, 并称 B 与 A相似, 记作 ~A B .  

显然, 相似是一种等价关系. 联系于特征值理论, 我们有 

定理 1 若矩阵 A与 B 相似, 则 A与 B 有相同的特征多项式和特征值. 

证  由 1P AP B− = , 可得 

1B E P A E P A Eλ λ λ−− = − = − . 

对角矩阵: 

1

n

λ
Λ

λ

⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

% . 

相似对角化：方阵 A与一个对角矩阵相似, 称 A可对角化. 也就是存在可逆矩阵 P 使得
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1P AP Λ− = .  

注意, 若矩阵 A 可对角化, 则对角阵对角线上的元素正好就是矩阵 A 所有的特殊值, 
并且有 

1
1

( )
( )

( )n

f
P f A P

f

λ

λ

−

⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

% . 

    问题: 是不是任何一个方阵可以对角化? 以及怎么对角化? 

定理 2  n 阶方阵 A可对角化的充分必要条件是 A有n 个线性无关的特征向量. 

证 充分性．设 1, , np p" 线性无关, 且满足 ( 1,2, , )i i iAp p i nλ= = " ,  

      则 ( )1 2, , , nP p p p= " 为可逆矩阵, 那么 

( ) ( ) ( )1 2 1 1 2 2 1 2, , , , , , , , ,n n n nAP Ap Ap Ap p p p p p pλ λ λ Λ= = =" " "  

必要性由充分性的反向过程立即可证．                             

推论 1  若 nA 有n 个互异特征值,则 nA 可对角化． 

  例 1  判断下列矩阵可否对角化： 

     (1)

0 1 0
0 0 1
6 11 6

A
⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟− − −⎝ ⎠

,  (2)

1 2 2
2 1 2
2 2 1

A
⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

,  (3)

1 1 0
4 3 0
1 0 2

A
−⎛ ⎞

⎜ ⎟= −⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

解  (1) 特征多项式为  ( ) ( 1)( 2)( 3)ϕ λ λ λ λ= − + + + , 则 A 有 3 个互异特征值

1 2 31, 2, 3λ λ λ= − = − = − , 故 A可对角化. 对应于三个特征值的特征向量依次为 

1

1
1
1

p
⎛ ⎞
⎜ ⎟= −⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

, 2

1
2
4

p
⎛ ⎞
⎜ ⎟= −⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

, 3

1
3
9

p
⎛ ⎞
⎜ ⎟= −⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

构造矩阵 

1 1 1
1 2 3
1 4 9

P
⎛ ⎞
⎜ ⎟= − − −⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

, 

1
2

3
Λ

−⎛ ⎞
⎜ ⎟= −⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎝ ⎠

, 则有 

1P AP Λ− = ． 

 

(2) 特征多项式为 2( ) ( 5)( 1)ϕ λ λ λ= − − + , 故有特征值 1 2 35, 1λ λ λ= = = − ,解得相

应的特征向量依次为 



 74

1

1
1
1

p
⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

, 2

1
1
0

p
−⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

, 3

1
0
1

p
−⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

   故构造矩阵 

1 1 1
1 1 0
1 0 1

P
− −⎛ ⎞

⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

A可对角化  

1

5
1

1
P AP Λ−

⎛ ⎞
⎜ ⎟= = −⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎝ ⎠

． 

  (3)  2( ) ( 2)( 1)ϕ λ λ λ= − − − , 在上节例 2 求得, 2 3 1λ λ= = 只对应于 1 个线性无关的特

征向量, 故 A不可对角化． 

注意, 设 nnA × 的全体互异特征值为 1 2, , , mλ λ λ" , 重数依次为 1 2, , , mr r r" ,若对应于每

个特征值 ( 1, , )i i mλ = " 的线性无关的特征向量正好是 ir 个,则 A可对角化． 

例 2  设

1 2 2
2 1 2
2 2 1

A
⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

, 求 10A ． 

  解  在上例中求得  

1 1 1
1 1 0
1 0 1

P
− −⎛ ⎞

⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

, 

5
1

1
Λ

⎛ ⎞
⎜ ⎟= −⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎝ ⎠

, 

使得
1P AP Λ− = , 故有

1A P PΛ −= 以及
1k kA P PΛ −= ,那么 

10

10

1 1 1 5 1 1 1
1 1 0 1 1 2 1
1 0 1 1 1 1 2

A
⎛ ⎞− −⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟= − −⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ − −⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

 

                  

10 10 101 1 1 5 5 5
1 1 0 1 2 1
1 0 1 1 1 2

⎛ ⎞− −⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟= − −⎜ ⎟⎜ ⎟

⎜ ⎟⎜ ⎟− −⎝ ⎠⎝ ⎠
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§5.4 实对称矩阵的对角化 

通过上一节的例子, 我们可以看到一个矩阵 A 不一定可以经相似变换对角化, 但如果

A是实对称矩阵( TA A= , A A= , 这意味着
TA A= ), 我们可以证明 A可以对角化. 

定理 1 实对称阵所有的特征值是实数.  

证  设 ( 0)Ax x xλ= ≠ , 1 2( , , , )T
nx a a a= " , 则有 

( )( ) ( ) ( ) ( )
TT T T T T Tx x x x x Ax x A x Ax x x xλ λ λ= = = = =  

故  

( ) ( ) 0Tx xλ λ− =  

 由于
2 2 2T

1 2 0nx x a a a= + + + >" , 所以有λ λ= , 即λ 为实数． 

注 ( ) 0A E xλ− = 的解向量可取为实向量, 故约定：实对称矩阵的特征向量为实向量． 

定理 2 实对称阵 A的特征值 1 2λ λ≠ ,对应特征向量依次为 1 2,p p ,则 1p 与 2p 正交． 

证  即证 1 2 0Tp p = . 由 1 1 1,Ap pλ= 2 2 2Ap pλ= , 可得 

( ) ( )1 1 2 1 1 2 1 2 1 2 1 2 2 1 2( ) ( )
T TT T T T Tp p p p Ap p p A p p Ap p pλ λ λ= = = = = . 

则 

( )1 2 1 2( ) 0Tp pλ λ− = . 

因 1 2λ λ≠ ,故 1 2 0Tp p = , 则 1p 与 2p 正交． 

    定理 3  设 TA A= , 若λ 是 A的 r重特征值, 则对应于特征值λ 一定有 r 个线性无关

的特征向量．（证略） 

定理 4 设 A为实对称阵, 则存在正交矩阵Q , 使得
TQ AQ Λ= ． 

例 1  对下列矩阵 A , 求正交矩阵 P , 使得
TP AP Λ= ： 

    (1)

1 0 1
0 1 1
1 1 2

A
⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

,    (2) 

1 2 2
2 1 2
2 2 1

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

． 

解 (1) 特征多项式为 ( ) ( 1)( 3)f λ λ λ λ= − − − , 故特征值为 1 0λ = , 2 1λ = , 3 3λ = , 

对应的特征向量依次为 
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1

1
1
1

p
−⎛ ⎞
⎜ ⎟= −⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

, 2

1
1
0

p
−⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

, 3

1
1
2

p
⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

定理保证它们两两正交. 构造正交矩阵 P 和对角矩阵Λ ： 

1 3 1 2 1 6

1 3 1 2 1 6

1 3 0 2 6

P

⎛ ⎞− −
⎜ ⎟

= −⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

, 

0
1

3
Λ

⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

则有 TP AP Λ= ． 

(2) 特征多项式为 2( ) ( 5)( 1)ϕ λ λ λ= − − + , 则特征值为 1 5λ = ,  

2 3 1λ λ= = − . 

1 5λ = 对应有特征向量为 1

1
1
1

p
⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

． 

2 3 1λ λ= = − 对应有两个线性无关的特征向量： 

2 3

1 1
1 ,    0
0 1

ξ ξ
− −⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟= =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

     正交化, 得 

2

1
1
0

p
−⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

,    3

1
1
2

p
⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎝ ⎠

. 

构造正交矩阵 

             

1 3 1 2 1 6

1 3 1 2 1 6

1 3 0 2 6

Q

⎛ ⎞−
⎜ ⎟

= ⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟−⎝ ⎠

,  

则有  

TP AP Λ= , 这里 

5
1

1
Λ

⎛ ⎞
⎜ ⎟= −⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎝ ⎠

 

例 2  设实对称矩阵 3A 的特征值 1 2 31, 3, 3λ λ λ= = = − , 属于 1 2,λ λ 的       特征向量
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依次为 1

1
1
0

p
⎛ ⎞
⎜ ⎟= −⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

, 2

1
1
1

p
⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

, 求 A． 

  解  设
1

3 2

3

x
p x

x

⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

, 由 1 3p p⊥ , 2 3p p⊥  可得 1 2

1 2 3

0
0

x x
x x x

− =⎧
⎨ + + =⎩

 

      该齐次方程组的一个非零解为 3

1
1
2

p
⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎝ ⎠

． 

      令 1 2 3

1 1 1
( , , ) 1 1 1

0 1 2
P p p p

⎛ ⎞
⎜ ⎟= = −⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎝ ⎠

, 

1
3

3
Λ

⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎝ ⎠

 

      则有 1 1

1 0 2
0 1 2
2 2 1

P AP A P PΛ Λ− −

⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⇒ = = ⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎝ ⎠

. 

§5.5 二次型及其标准形 

 (实)二次型:  
2

1 2 11 1 12 1 2 13 1 3 1 1
2

22 2 23 2 3 2 2

2

( , , , ) 2 2 2

                           2 2
                           
                           

n n n

n n

nn n

f x x x a x a x x a x x a x x

a x a x x a x x

a x

= + + + +

+ + + +
+
+

" "
"

"""""
 

矩阵表示: 设 

11 12 1

21 22 2

1 2

n

n

n n nn

a a a
a a a

A

a a a

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

"
"

# # #
"

 , 

1

2

n

x
x

x

x

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

#
. 

则 

1 2( , , , ) T
nf x x x x Ax=" . 

这里
TA A= , 1 2( , , , )nf x x x" 与 A是一一对应关系, 称 A为 f 的矩阵, 称 f 为 A对应的二

次型, 并称 A的秩为 f 的秩． 

核心工作: 化二次型为标准形, 即找一个可逆线性变换 x Cy= , 0C ≠ , 使得 
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2 2 2
1 2 1 1 2 2( , , , )n n nf x x x d y d y d y= + + +" " . 

     将二次型 1 2( , , , )nf x x x" 的标准形写为矩阵形式 

                 Tf y Dy= , 
1

n

d
D

d

⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

% . 

矩阵描述：                  

T T T T( ) ( ) ( )f x Ax Cy A Cy y C AC y= = =  

等价于对实对称矩阵 A , 找可逆矩阵C , 使得
TC AC D= ． 

合 同 矩 阵 : 设 A , B 为 n 阶 方 阵 ,  若 有 可 逆 矩 阵 C 使 得
TC AC B= , 则               

称 A合同于 B ． 

注 合同是一种等价关系. 

注意到 A是实对称阵, 记特征值为 1 2, , , nλ λ λ" , 则由上一节的理论, 存在正交矩阵 P , 

使得 

                     
1

T

n

P AP
λ

Λ
λ

⎛ ⎞
⎜ ⎟= = ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

% . 

那么作正交变换 x Py= , 可得 

         ( ) ( ) ( )T T T T Tf x Ax Qy A Qy y Q AQ y y yΛ= = = =  

           2 2 2
1 1 2 2 n ny y yλ λ λ= + + +" . 

例 1 设 2 2 2
1 2 3 1 2 3 1 2 1 3 2 3( , , ) 2 5 5 4 4 8f x x x x x x x x x x x x= + + + − − ,用正交变换化 f 为标

准形,并求 f 的秩． 

      解  f 的矩阵  

2 2 2
2 5 4
2 4 5

A
−⎛ ⎞

⎜ ⎟= −⎜ ⎟
⎜ ⎟− −⎝ ⎠

. 

A的特征多项式 2( ) ( 1) ( 10)f λ λ λ= − − − ,则特征值为 1 2 1λ λ= = , 3 10λ = . 

      1 2 1λ λ= = 的特征向量有 

2
1
0

−⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

,  

2
0
1

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 
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正交化后得两个正交的特征向量  

1

0
1
1

p
⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

, 2

4
1
1

p
⎛ ⎞
⎜ ⎟= −⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

      3 10λ = 的特征向量 3

1
2
2

p
⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎝ ⎠

. 

构造正交矩阵  

0 4 3 2 1 3

1 2 1 3 2 2 3

1 2 1 3 2 2 3

P

⎛ ⎞
⎜ ⎟

= −⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟−⎝ ⎠

. 

由正交变换 x Py= ,得标准形 

2 2 2
1 2 310f y y y= + + . 

f 的秩为 2. 

§5.6 配方法化二次型为标准形 

两个例子即可. 

例 1 2 2 2
1 2 3 1 2 3 1 2 1 3 2 3( , , ) 2 5 5 4 4 8f x x x x x x x x x x x x= + + + − − . 

解 2 2 2
1 2 3 2 2 3 32( ) 3 4 3f x x x x x x x= + − + − +  

         2 2 2
1 2 3 2 3 3

2 52( ) 3( )
3 3

x x x x x x= + − + − +  

令  

1 1 2 3

2 2 3

1 3

(2 3)
y x x x
y x x
y x

= + −⎧
⎪ = −⎨
⎪ =⎩

 , 

则 

1 1 2 3

2 2 3

3 3

(1 3)
(2 3)

x y y y
x y y
x y

= − +⎧
⎪ = +⎨
⎪ =⎩

 

即得可逆变换  
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x Cy= ： 

1 1 1 3
0 1 2 3
0 0 1

C
−⎛ ⎞

⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

标准形为    

2 2 2
1 2 3

52 3
3

f y y y= + + . 

注 本例得到的标准形和上一节例 1 正交变换法得到的结果不同,说明标准形不唯一,而
正交变换法是更具几何意义的方法. 

例 2 1 2 3 1 2 1 3 2 3( , , ) 2 2 6f x x x x x x x x x= + − . 

解 先凑平方项 

令 

1 1 2

2 1 2

3 3

x y y
x y y
x y

= +⎧
⎪ = −⎨
⎪ =⎩

 , 

即  

1x C y= ： 1

1 1 0
1 1 0
0 0 1

C
⎛ ⎞
⎜ ⎟= −⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

则  

2 2
1 2 1 3 2 3 1 3 2 32 2 2 2 6 6f y y y y y y y y y y= − + + − +  

           2 2 2
1 3 2 2 3 32( ) 2 8 2y y y y y y= − − + −  

           2 2 2
1 3 2 3 32( ) 2( 2 ) 6y y y y y= − − − +  

      令  

1 1 3

2 2 3

3 3

2
z y y
z y y
z y

= −⎧
⎪ = −⎨
⎪ =⎩

, 

则  

1 1 3

2 2 3

3 3

2
y z z
y z z
y z

= +⎧
⎪ = +⎨
⎪ =⎩

. 

即  



 81

2y C z= ： 2

1 0 1
0 1 2
0 0 1

C
⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

       

于是经可逆变换  

1 1 2x C y C C z= = ,  1 2

1 1 3
1 1 1
0 0 1

C C C
⎛ ⎞
⎜ ⎟= = − −⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

得标准形为    

2 2 2
1 2 32 2 6f z z z= − + . 

§5.7 正定性 

通过前面的例子可以看到, 用不同的方法得到的标准形可能不一样, 但是标准形中所含

非 0 系数是确定的(即为秩), 并且正系数的个数也是确定的. 我们有 

    定理 1  设 Tf x Ax= 的秩为 r , 则在 f 的标准形中 

(1) 系数不为 0 的平方项的个数一定是 r （因 ( ) ( )TR C AC R A= ）；    

(2) 正项个数 p 一定, 称为 f 的正惯性指数；（证明略去） 

那么负项个数 r p− 也一定, 称为 f 的负惯性指数．  

正定二次型：
T0, 0x f x Ax∀ ≠ = > , 称 f 为正定二次型(椭圆型), A为正定矩阵． 

负定二次型：
T0, 0x f x Ax∀ ≠ = < , 称 f 为负定二次型(双曲型), A为负定矩阵． 

定理 5  Tf x Ax= 为正定二次型的充分必要条件是 f 的正惯性指数为n ． 

推论 1 A为正定矩阵的充分必要条件是 A的特征值全为正数． 

    定理 6  A为正定矩阵的充分必要条件是 A的顺序主子式全为正数. 

例 1 判断下列二次型的正定性： 

(1) 2 2 2
1 2 3 1 2 3 1 2 1 3 2 3( , , ) 5 5 4 8 4f x x x x x x x x x x x x= + + + − −  

(2) 2 2 2
1 2 3 1 2 3 1 2 1 3( , , ) 5 6 4 4 4f x x x x x x x x x x= − − − + +  

     解 (1) 

5 2 4
2 1 2
4 2 5

A
−⎛ ⎞

⎜ ⎟= −⎜ ⎟
⎜ ⎟− −⎝ ⎠
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         5 0> , 
5 2

1 0
2 1

= > , 1 0A = >   

故 A为正定矩阵, f 为正定二次型． 

     (2) 

5 2 2
2 6 0
2 0 4

A
−⎛ ⎞
⎜ ⎟= −⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎝ ⎠

 

         5 0− < , 
5 2

26 0
2 6

−
= >

−
, 80 0A = − <   

         故 A为负定矩阵, f 为负定二次型．  

 

 


