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BRSSP SIRERR
FAVRILUE HER IR R S B IR, B

o REANAGEERECAI XS R T2 SRR AN BRREf (x), SEBAILNIRT, SHAEHHER (UdEE) x, RZRHE
h(x) BEST BIrEEES (x)
EPRFBERI R FEIEEPNEERx € X
BRI FhATEIR, BIR(x) # f(x). T8, XBREALEN, WT—5£Ea
VGBI R FhARRIERS, BDA(x) = f(x)
MBS AR N BRI R F 2 S P MEIEED = { (x5, ‘i/il ¥ES
f(xn)

Hit, EHAEE, NRNEBAmMEX, BRIEIASHEE (id) , BPAREBEMINESER[A(X,) # Y], FATLUERTRIREEL
hEBANHUIRE LESEHE[R(x) # f(x)]. MRICAYEREIENEIER (HANERE) HE,, SELIEDER (HAR
HIRER) BB, MEH



B () = Zv:l[[h(xn) 4yl

By () = xp[h(x) # f(0)]
FEEERMHoeffdingNER, ENEBANIERT, Ein (h)FEw (h) ZEHEEBS IR
Pl[Bi (k) — o () > < 2exp(~26N)

BIBATLARhATHEA PIEIRER KIREAS HR TEEAIMERE, Ey(h) = Euyw(h). BEit, MRAGEANERERN, EEAS
BREBARRAR, ExSHRBELHMPFERNRIRT, TLRh =~ f. BBA, MREEABRBNHPEEET By, BB/0\MIh, HIR
Eg, BRAFAIRERNg ~ f? WRNEENR, By, B%/)\, MEARBLZMgRE, BiAg = fEPACH. ERMRARKSIE
T, TREEMNABIBRESEREIMERY, BAE,, (h) BSHEEHARENN, ity # IRMZPACH., XBEHEHRIENFIFZ
ILAREIEER, MERBLAERTEAHPER, MEXEHT—MSENREE, BIELUSH RIS RE P ERRm SEEuEE
BEMRFTERL, EXZ ENEZRIINE,

EER5RIEFIMNEAR

HIERZEIidiES, BIIFERE— T hRE, MREEH = {hy, ..., Ay PHHIEE, BIKET— b E)I5E ERIRLE
H, RENZTEEFENg?

FAZBXNIA. BRE150MA, BIRE—HIEHOR, MRE— M ALGESIHHNEE, PAXEEEREXMIED R
DR EREFTEE., ENBLETINS, BIS0ABARSR, EOE—MANHEESANETOBEREL — ()10 > 99, B4R

ERIARIBIF, XEREh, EMEE)ISE L LY, BRERETHMLETNN T (TRAREBRES) . RIRSERE, B BELL
AHIEURFRS TIFRORAE", FTLABRI SRR, BRTRIFIRE (BNLRERRHRAIBREERA) .

B, BAILUBE:, (h)fEw (h) EEASBIANVEHRFRAD TIFHEEE". TR Hoeffding NEml REHFIE BRI RFAIEE HIHE
RRERKA, BXLE, 80 hBEENNN—LEIED A FFOEdE . flanTx

D, D, e D1126 e Dsgrs
h; | BAD BAD
ha BAD
h3 BAD BAD BAD
hy | BAD BAD

MERALEER, SHAXNESIERE, RAESM26ZR IR, ERIBSSLLARAERMM. FTRNTRE, MRWES
HUED;, REFEh; € HEEDZh, TFHEHE", IBFRZEUEN SR, BBAXIED, MREEARRE B HEREE,
WEEE L NFaIEE SiEaER B LR

ZREBN. ERSHHIBERNASN, BRH| = M, TILMIITES

Pp[BAD D
=PpBAD D for h; or BAD D for hy or ... or BAD D for h,,]

<2exp(—2€2N) + 2 exp(—2€’N) + ... + 2 exp(—2¢2N)
=2M exp(—2€2N)

AERREHAERE, BEEEBNERT, SMhERREN, BTCAWEE, HRENGERREEn(9) = Eou (9)2PACH.,
AL, SRIRMMASIERE:, (h,,) 9B MBIRRERE g

BRI MAERARS, WAERHERFEIRATH? XNEREBER TRANFEPER
ZEAIE, EANBEFIRNOE—NEBOELIPER. X—EDHRIENRAIBIEEIS S IR0
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ﬁi&E in l—aE out

LEIRE), MRERBSMIRERITTELERNEIE, MEHEERE, BATRETEIN, BNERREHNEREERN, B8
M, MEEHAEBNEHBA, PBAHEEEEALLFENg, BEEEw(9) ~ Ey(9). BHEEE, RAKZINGHEET

Ey(g9) = 0, BBABPACHE, (9) ~ 0, HEiRRENFISTEN, TEITENE, SERMLETI%ILE, (9) ~ 02RE5
H, AEELSRKEYNIRSITERYT. EERTSYISFENSAETEHERERMNLSIE L —HRNET, At EE
BRI EREERE Fy ~ Eow.

XEBRE— T 2R L HHZSAIRR:

. BHTERRE, BIFENBEEIERI— SRR ERRAS. XN BFTIURE A,y (9) ~ 0.

. BETHIANE, WESH— g, #5E,(9) =0

o ETEINT—ANEHERM, DEEHOMGE, BEENToKEE

. SBIGHNKESERIGEER. HAREBIERT, BEw(9) ~ Bn(g). SRS N TIET U BAEISE R B

SEfR B OB R MARE

o EREo: (9)F1En (9)2FREA. MREREREN, BAF WS HNNSHIIEERE
« BEESILE, (9)RaTee

BAIH| = MEBXFENIREHAXRR? AILASTRMERITIE:

o MUB/NGRHE, S—NIEEBHE, BAREE REER (BE, ME, FMEEAER) B ER2M exp(—2€°N),
MINSRELEFN, BIE, M Eo ABDER TR, (BRIHEEEEAR, REKREI—MLE, A0/,
o MECBARRIEHE, BTHEEBIEE, RWATLEEgLE, RE/), BRAEFERENRRSAKIEN, WRERLVEEL

MEMXALE, BAM = coRAR—HFBIRTFNE? BRWSASHATR? BMZAIE, 1By, AMEmX—SH RN ER, B
P|Ew(9) — Eout(9)| > € < 2M exp(—2¢°N)
XEAILUSTIB RS KM B A— M EHNEmyEE, B
P[|Ein(9) — Eout(9)] > € <* 2my exp(—2¢°N)
WERIESTLAEZ BRI BRIBARAL, BRAR AT AR B 5 Imy SRERTSSHIM . X e LUEBBE IR RIS E EESIaI T, 75
Z AR B NE R IE R BRIR SR SIS
Bkt EBHHE

EHEIR— T ERRA,, ME RS X—EXRE. WRWDEEER,B| B (hm) — Bouw (hm)| > €, BFRARSEHGE,, 2KRE.
HFRIZERILRK, ATILEEARBHRIEE, FEUHEEAEHRENEER, BIKEP[B, or Byor ... or By LR, &
INERT, 8B, BAEHERE, MUBRSMHOREERERE, §

P[ByorByor ... or By < P[By] + P[By] + ...+ P[By]

HM = oolf, ATRAMSMEREN, ELX N ERBUREELRANE, ELSR—MREAE, SXT1, LU ERE
RBXLIENXT.

[EREHTER) Le? B ERERTEE EROFRME, BAIEFEHEARE, EEX M ISKAESANHEHNREPRELI. Bk, 33
THLERIRZh, ~ ha, HEo ZHEUE, MXABLSDEEZRE,, 2BF. LIS EEZ ARG FHRIERX NS
8. T ERRIRAHL, MNRGERIEES TR —R, MABE— MBI, XA NBATR SR ThettaFR el
MXEFRIREHARNDRER, MATXEXEAFRE/), DPHIESFEXEXKBEENHRESIFREN. BHRER, ZREEHAMHR
KR ERBHIDMEITTTH. A, BTk, HERHXEREEEENEE

—MERARER, EEIEHTREMAME—NEE, EOMEBIRT. MR® LHFFE%H, REEARSHETEY, ERTUS %
Wie

RE—1MIER
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MRIERAE—, BAREXx RE—, PARELEERSE, BELPKHRFBED MM h SK09248x, FINIER,
ho 2ER9EEIEx #IATRB, NERTR

BMANRBE—NEIERN, BFmARED P

AR RS
SIRBANEEBM, EEAIUD AR, XA EEEN S RERAT LI N ERR

O X O X
O X X O

BMANRERMUER, DE[F—FHEIM
BENMER

RBAEBEE=A, KBRERT, AELILUSA/\E. EEFEIFNE, SMERFRSEMIN! NREANEAE=RH
&, BABEDRERED M X (HPEREBRELMEAT S, NTERFTR)



O X

X O
X O

B=MEAAERTRRER. FTXHNRMEREERT S

AR

WRBAREEIA, FESRSTUS I UANBLENETRHIRE, HERBOMERSTL) |
MR EMEGRRIET, RITIEE R R K

B

ZHIFERAF, KR ERIEH T NN AREREAX, Xa, . . ., Xy, FEOTFOEMDERRSTLUD A, KR HIERE
M HEERIENE (effective number of lines) , AILAES Heffective(N)., N € {1,2,3,4}d, effective(N)IIRA2, 4. 8.
14, AILIEH—MREZGS: NEMtEDRSR, B

effective(N) < 2V

SR, AN TR RER? THEAHKEMEFRRN, EENERIAAN, EEMEMED KBNS Reffective(N) 2GRN,

BRATEZ BiHoeffding A& shsi A LA Feffective( V) REMX M, iXEATLIERI—MEIRM LR, 55000, MRIFEEHE

effective(N) << 2V, BBAHoeffding RE&E=AY_ERETIABRA), TIEEREMESD LENHBHLTEMR/. XIHPIMERRER

TohREE, FIBErTEER

ERENBEIKRNMSREIKEL

EEEIEZAIER, BIDREAR— MRS RSB, MRS ERMEEESEX], X2, . .., Xy ERVERREERE x 8o, AP
h(x1>x27 cee 7XN) = (h(xl)7 h(x2)a ceey h(xN)) € {Xa O}’N

BBAFRhZR—1N"5i% (dichotomy) 733E88. HMNEBEHNR—MRUREHALMES DI RBN0iEnReE, ILUSHRBE
X1, Xy, . . ., XN LEEIFTERRN 550 KR ARMMESTTHM (X1, X2, . . ., Xy ). B0, MBRHER® LFBNEL, BAY



N =488, H(xq,X9,...,xy5)2F{o000,000x,00 XX,... IXHENES. ETREHNE, BEEH
|H(x1, X, . . ., Xy ) [BUXZBTHoeffding REX BRI M

RMXBE—RAZ, HE(H (%1, X2, ..., Xy) SRR XRER, fln, EREZFET—FBHAENGF, BN =3, HA
R® FRORTEELAT, MRMASSH1LE, WH(x1, X0, ..., xy)| = 6, MREELL, =ZBEZ, WH(x1,Xs,...,Xn)| =&
ATEREIIRMANKE, TUANERRBARTER, EHEKRN| H (X, X2, ..., xN)[E, TEAMy(N), #E

my(N) = max |[H(x1,Xs,...,%Xy)|
X1,X92s- - .,xNEX

SRR Emgy (N) E— A EFNREE, EhNESANSNINL, MEEFE—HOGT, TG HRIDXRIER Tmy (V)R L
Sai—iftheffective(N), BANEXMNELR— N EERNEE, WHMEHILES (grow function) , RIS HIRMEFE, 2
EFR2N (NAMEASANETREVE) .

WAERIRE, REENKRSEMENEZEEEAR. NREZRIBANMNEMA, IBAFWERKRFNENERREN. B2
TRATLAE—LEABRS B BRI F -
IES34% (Positive Rays) RIRKIREREN
INRMAME—HELH, BIX = R, RREEEHTNENEBEENL—NHEe, HHEFEN
h(z) = sign(z — a)
TSN —HN B S — M —HRRIR RS

RIANAEIEaEREINERE—FE, EEUNBRARN, 28N +1) < 2V

IEX[E (Positive Interval) BIREIKELL

BTR, MARE, SHHEMEIEEN: RNELATENREMFREcEEs A1, EEIN—NLRr, B8z € [(,7)D7
+1, BOERIXSh € HB

h(z) = +1iff x € [{,r), —1 otherwise

AT, NASERAILIE—RELTIRN + IMNFENRE, MR EFEERRNXE, BA—EScRinm+, B—Eain
Jo-1. REEORraEEstE (V1) . FE—RER, MEAIrSEER—XE, HRFFECBARRi-1. BTIRENH,

HR KT
may(N) = (N2+1> +1

1 1
=—-N>4+=-N+1
T
R, MRBNRART, my(N) < 2N

DR SRIRLIKEE]

BT, FR—VEMERANER, EASEX € R?, 3gh € H, NRxE—NIEAR (AUEHETFEE EINSH
) . Wh(x) = +1, BWA(x) = —1, HEHAIRRKERE

AJLAGRERRIRRIER, BIFEX1, X, . . ., XNEBE— M ARIEL L. LR, (HARTBERI =050 KRB LUBT A R 5iAEE:
HEFBERCA+1R, FrEESHNR (BIeMdEnafx) DEEE, XHESEE— 020k, OS0FE (RERER) RI=ER
R+, HIMYREMRCH-1. TESHET—MIF



CERHIRIK EREL

Eit, TICMNKNBSKA, SELUHERH LSBT HiES%E, Bttidmy (N) = 2V, HETRZ NS LRRIRESHITER
(shatter)

{£1E5 (break point)

EEISEFaREmy (N)BR, 2797 HoeffdingNE= ERFPHIME, NBIEARTETIARIR, BKEEERIERE: —/
RUEFEANENZIAERE, —MRUNESHRIEHERE. BTRENAFA LREE—MEERRNEEI, FELtn
RRKRHR ST, PPABENIIEX, EHNEANEETRTRIKREISKINEE, FTLMRENRANRIRE:, (9)5

Equ (9) EBEERARIISREIN0. (BINEMIKRERISHN, MREXEAIMER

BBARFINAIRIKREZ FRY (ZIMAERE) B2 TEFR (FBHERE) Ve? IEAEBAE A, NIXBLH— T
A, ERIENSH, AILUSM, REEIEMUERMN, REMHSBSES LR, FEmy(N)ReET2 Y, FHEmAES
IEBEERRIKREL. B, XIEMDKEE, LMAREIEAINNARS, Falskit2! = 16 ARNEMEDEBRTLR OGS
M (REEEE147) . MRIXERIRIUEMELES, BD

MREBENMANBIBARHITE, MAREAHNELR, BIELEHNELS, HE
my(k—1) =281 my (k) < 2F

XERETREILAIENE. ERIUEMES KNG, REZHIGIFESEN = 30, MR=SHL, hTERT2S = Shkis
KeR, (ERMAFEIMARHITHIER (ZRfHE) . BEEEmy(3) = 8, BIFREHAYZIER

EEBNERT, JUEEBCAHHANELER") . RIEZRIINEA

o IESHERAYEIERID2

o EXERNFIERA3

o THEPERBFINAYEIER94
- DESIRBELR

M EEREL BT, BRMMSEELSR, my(N) =2V, BECFFE— MR, REMEHWELLSRE, BARTES
my (N) = O(N*1)? XN AISRER 5 FRAGER2IERA,

NTUML 6. —fZ{LIRit
o AM{EF: Tingxun Shi
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WMRNTEANH, HiFlbRk = 2, XEETHARR? XEHKRESN = 1K, ALERf 0D R, my = 2; BRS

1. E— MRS, Bxq, Xo, X3P BIFRE A0, 0, 0, XNMDEEBREGEN. RATEENE I x; RE—FES, RERHITE, #FT
LSRR
2. FETADRERC o, o, X, tBEIX
3. BENDREEIRC A0, X, 0, BREE
4. FEUNDEERS, WRIED, WIRIRE A0, X, X, BALSRIHCEENDERE, WREx EiR, Exx; B5HER, e
B{o,0}. {o, x}. {x,0} {x, x}UFER, ELMXFEMINBHITH. FHXENORETH T ELEROMR, BIEEN. &£
S HTEI RSB N 2KEE REERIS I}, 0, 0
5. ERANDHKE, WRRE=/EE (BHo, X, xBEEL—S$HEART) , TLUE ELR
o TRIBAX, 0, XBATH, EAHITE 7 xHx;s
o FRIBAX, X, oR2ATH, EAHITE T X701,
o FRBAX, X, XERMMTH, EAHERITE T x; fx,

BIEN = 30, REF-EMDRRR. BEWHEANTLWIEEEI—MES, MRERMTELLRE, SREXaN > MImArIEERImm
K@My (V) EINT —LEBRH, X LUSH—MEE

my (N)
< maximum possible m (N) given k
<poly(N)

AR EIATENEETEHAERE, MEmy LB Hoeffding A& ERFIM, BBARFINEZH T8

EIREFE: BEFER

HRIETS, ERKREIIEME, FTLAEN—LERR&EE (bounding function) B(N, k), FrHELLRAEERARIEE
my(N)E. ATLABE— NEHMSRAHE SRR LREEIIE: RIRRAAE—MEANS, HofxERMME, WNRRE
FEKERLNTFEREIEGRITE (NHEEKEALNIFHE, BRLHIMXWE2" hES) , WX NEESSES M

e?

MXNMARH THSRATFLRE, HRUEABFEHNERTE. fitl, TeHRIEREERZVERA, ENNEILLRERS, Bttt
PRERESERZB(NV, 3)

AT LIRRSNENNE, BV
B(N, k) < poly(N)
B5, RES—THihe, &
B(2,2) = 3,B(3,2) = 4
S, HRIERI—T&REFun timef9/NT, &
B(N,1) =1
BR, WRN < k, BBALAARSEISA0R, TIEELIHITE, Hit
B(N,k) =2V for N < k
8IS, RN = k, REENFE2" HOLBIME—  HESHESLE AR, Eit
B(N,k) =2~ —1for N =k
FE, BRE_HEAhERWAELESE = 4, N = 40K SEEMy (4) %14, TB(4,4) = 15, Eit FIRRHSIRE
HEE— DM LR

LIREAL: HEFERGES

N > kBE # INERgRES. NILENEE, UFB(4,3)58(3, 7)BBER: IEEBIUITREE—, SERREERIS G
—, A EERL.



EHEERUE, RIB(4,3) = 11, ERXMEIEASEI—THEKRENRE? FTLUSB(4, 3)MRENREE, |IAME, NTEMR

X1 Xo X3 Xy X1 Xo X3 | X4
01 o o o o 01 o o o o
02 x o o o 05| o o o | x
03| o x o o 02| x o o | o
04 | o o X o 08 || x o o X
05| o o o X 03| o x o | o
06 || x x o x :> 10| o X o | X
07 || x o x o 04 || o o X | o
08 || x o o x 11 o o X | X
09 || o x x o 06 || x x o | x
10| o x o X 07 || x o x| o
11 o o X X 09| o x x| o

B(4,3)&iEn RIS E S 32E

Ho g @E o HRRERE BN xS 89, BI(1,5), (2,8),
o "

( (3,10), (4, M)IXEDRB[RARNIXxBIDERR. MROEPDHIEENT TR
R, SEHEESTULN. MRICESESoHHER2a

1 (4
. REFDHHERL, BAEKTLZAEERIB(4,3) =11 =2a +

s, NmAEREEx LG, JLERa + AT niEnKes. HERRHPSHETHN, BRRRESHIELERAS, TR
ENFESEITH=MOARRRRE, o + SEARRIZITEOX=MaA. BEEALISEISE—MES

a+ B < B(3,3)

BETR, WEBHBINDREEREX,, BEIEEEEX, X2, X3 ENEENES. MRXMESENENDREFEEBBEEHD
x;, X ARAMNFTE, WRFELFRERS, Mx, AU Ememn2’ = 2ARENSRER, BUATIEX;, x;, X478, SHE
LEREA3X—RigEE. BEttiXaMDREREEFTRERER M, BD
a < B(3,2)
6 LERESASHHHET, LIRSS
B(N,k) =2a+
a+ 8 < B(N-1,k)
a<B(N—-1,k—1)
= B(N,k) < B(N —1,k) + B(N — 1,k —1)

BNEET LRREREAY EIR. SRIGRTLARHAITAIRE

K
B(N. k) | 1 2 38 4 5 6
T 5 2 2 2 2
o |1 3 4 4 4 4
3 |1 4 7 8 8 8
N4 |1 <5 11 15 16 16
5 1 <6 <16 <26 31 32
6 |1 <7 <22 <42 <57 63
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M ERAGOFIERBES, B

k=1 /a7
B(N <
o<y (7)
MASRNELEBTAN L, Eit, WRSEAH, MREFERLEAEENE, WERKES M, (V) LR EIREE
B(N, k)ksE, HIRESE HRE—MSIREHBO(N 1 )kE, SEAA, MRSIEAIFE, Nmy(N) 2SR, ShRE, &
ALGERB(N, k) > SV (Y), s ziaeEs

Heh“RiER" & 4= _E RAIER

AT KRB RZIMAERENE, — 1 ERRERICAREEERFHHoefldingAENAM, BifisM., AMSBELIR EHAR
RS, BEERBRNEREAGN. REWL, RE2ILUGE—WXAEFSHLER, IENEBANERT. &

P[3h € Hs.t. |Ey(h) — Eqw(h)] > € < 2-2my(2N) - exp(—2 . %662]\[)

BTk, SH—MRZRDEE, TERH—ESHRNEHR IR ER:

Bk, ERESEN, B RENE, BERL, FhIEEmANIEEIR, RIE, (h)CEERY. BRE,. HELR,
AR R B AR TR B TR ARE, MIRERE N EEE,, 18?7 BOBEREES A4 IR S, ST
SeHHThE, FTLUERREE N/ SHIRAIEED , (i E] , BT By, Bl MO TeRO%Es FEIEA By MOES S, BUSE
MBI R Ey IR E o 28R, BAGRANIESE (KF112) EE, BE, tbR5, FAFLME., #5E,, . #EE, 5
(BRI

%P[Hh € Hs.t. [By(h) — By () > < PBh € Hs.t. [By(h) = B, ()] > 5]
BT, BFE,Bmy(N)R, B tamy, (N, EEsatEsk, —itEmy(2N)MESRseEEn, R
WER, B
BAD < 2my,(2N)P[3h € H s.t. |E, (k) — E! ()| > g]
BB LATERP PR, FRERMT RN RTERT, RATHHEFE2NA, SHEEN NSRS
SRR N MR AR 2 28], BT IR aT L PR B SO EA IR B R A E /8T, S
BRI, BEEUTXR

E, + E!
B~ Bl > - ¢ |Ba - 2

5 & (B~

V

£
4

HepralLIEME— MR, B ERATLAAHoeffding A&k (REERXERLRLMERHoeffding~E) | B

P[3h € Hs.t. |Eyn(h) — EL(h)| > <] < 2exp

2
_2(5 N
2 4

VR
N~~~

2= FEMA, IEBATVC (Vapnik-Chervonenkis) 5, B
P[3h € Hs.t. |Ey(h) — Egt (h)] > €] < 4my(2N) - exp (—%GZN)
REEZIBANEL, BT _4HAREWAELS A4, Bitmy (N)2O(N)H, SHESRE. BNEXES, mqy (V)69

REE/NTIEHREMRRIERE, B L REEREMEARERN). NSRBI EAEH T E, &/\Hg, XM gthaBR
NS E,y  IXEWERZFSIATHER
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HirEssmak, BANN > MY, RKESOEHE ERESB(N, AR, ZasT> ) (), ERsmANt 2 NSt
g, TIMERB(N, k)MEZRAN HofERE, RSN > 2,k > 388, B(N, k)HMESENFN 17, BtALUSsImKS
H—ANEBHANER, B

my(N) < B(N, k) = kz_i <N) < Nk

i

HFNBEFIEFARERDSERH—MERY, AL MEREBIREE (BB (9) — Eow (9) [HBX) HIBERSENFHPE
BE—MREEAEE ASEIE IR, SRANREERNVC EFRMBIKRHRI LR, Wait LRBAAEIREDMEE
g=A(D) € H, Ek > 35 (BABLRTDEBKX, EESEENEBEKX, BIN > 2)

PD HEln(g) - Eout (g)| > 6]
<Pp[3h € Hs.t. |Ey(h) — Ey (h)| > €]

1
<4my(2N) exp (— §62N>

<4(2N)*lexp (—%EZN) (if k exists)
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B=oiE, ME—Fherselt. e BRREaTRf(x) = P(+1]x) € [0, 19
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Logisticl)ja1E, {RIRBHFRALogisticlRiz. EFZ=H
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h(x) = sign(s) h(x) = s h(x) = 6(s)
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BREBXMEAES

P(x1)h(x1) x P(%5)(1 — h(x3)) % ... x P(xy)(1 — h(xy))
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ERIUE T ANBRT LN TR R. HPvREFEEHNAR, nKEEK
%t =0,1,...

Wil < Wy £V
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RTF KR IHRE
ZRIREINS R IRREERT s — W oX NRESRITIES
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SEINENER, SRERIIESRENAO0(1), M, LogistcBIANERERSBMNSURED LG =, BIrEEUR=IIE
EEER, RMLUSEHSBE, BE=4Ew, . B, LogisticERA&RIERNINESZERO(N)
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FHREREFNNEERENO(1), FERMBEERIER: 8%, HAVAMZENARS, BMZEV ~ —VE,(w;). X2
EAHAENES, XNSEBENRNERRN. B, FEHEVRRBE— 1 R(%0, Yn), BAREXEARENESRE.
AL, R PRSI —E BRI A AR

HMETESERANRAI? SEEERFHE— N~ N e FILMREASE SRS RITER: WIS BT T n K
EIEERHE, MNZEXHFTE. ROSRRENR— R, X REEEEEREEREE, A LABRRIIANTRE. XY
ESBEHIEE T (SGD) , BEANBEEFREHINE TR (G L) BENEE, B
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o T—HRIREN0.1

{EALogisticEAMZ o3

EAEXEDREEMUATLUML AR (TTmR) |, LSRR (Z5K)  RRESHEFBRM XX, M.
o, AT, FOZEAM? AILMER&MD RBENEHARBBTXIIE, fitl, HEEFEARENUN, ATLRERIFELR.,
RIT =32 <8I, LU

FEREIERT, XMTTEEEMERERER. EEEMMERTRFER—LFE: H—, WEEHER, FJseERm (8kit) 7
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GYSLURSIZ.
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WIRREE . BEB B Eoy . XK NEIRFERINNDHHEL. X, [RIGA/NINBIEIRER DR T EAMERIIRIMES: K
AN — K, S RRMINGEIEED i TN K, S IFARMEIERVIIEEED 1. AT RIED o AOEEEYE, REEED ramiEit
BIEA, B IGEEFIMIEENER, 1ICBTXMESEINRMBRI g, KHAEEHNAERK, B

Eout(9m) < Bva(gm) + O Q/@)

m* = arg IIllIl(Em = Lral (A'm (Dtrain)))

1<m<M

Eitt, #HEEENTER

ERXEE—RFEIR: WSS HERESFEREIIGER/. HZRFIMERTH, FREDHEIGHRRE, B
Eow &K, B, GEEHERICRm  MAEEESE (MERHREENA, FF) , ARBANDBEEZER)%G—E
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validation: g,
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0.45F .
op_tlmal

5 15 25
Validation Set Size, K
JIFEER/NSHEREEEoutZ [AIRIR R
XSRS B/
o FBSER, FNEREL RMERE, BERSMEE By . ICREEAg
o FBREL (RETURSZWEMRE) , FRER e FEE, SENGRNEENE (CERRLZE(FET)

o 058, RNERDganllls, Dy MREUEESEINSMEENI By . 1ICIXIEELAG,,
o s, JNERDpawlllfs, Dy MiREERE, REBIERIEEAD)IG—EERIRMEERI B,y . ICIXER N

A IESEE S B RIRAY, FIIIEEEAIESEIR T2 A

ERA LA MBEAINTREN KRR, ELRRIGEEAIEIREZ/N, FLEERBAGT T . X BATE ISR/ IR
[RESCEM RS MRBEEE (9) = B (97), HRBEKRNAYF, BAERBSHSIRE]IGEE; mER
Eot(97) = Eva(97), MBBEKRAZIF, EAXEARRBEIARNER, i, EERK = N/5

B—3XERIIE
SHF LFERIETRE, EE—MisER: K = L X, ¢ MgRIEER, BREw(97) ~ Fw.(9 ) MREEHET, RE5—%
HURRUE FSIREER, BISXSMIEESENEEE, 1
D) = {(%n, yn)}
E)(gi) = err(gn (%a),9n) = €n
X—5ke, BATBETES, RIPBUEEIE (9) (FXL, MRERANE— N THORTE, FR—RIEEIINREERTEEE

0FE1, FHEER—NZFRE) . BR, MRWINTREESNE, RORINE—FEUERFEAKIEE, BE(lile, CR FREEHTFY,
BEIRFIRERTBEEN B — MRIFANAI. IEXMIENBE—RIGE, NIZIISFERS oy AL

1 & 1 &
BEiooev(H, A) = N Zen = N Zerr(gﬁ(xn),yn)
n=1 n=1

HETRREEER, B8 Foocy (K, A) ~ Eoy(9). BIRREHFEEAETREIRE LMY, IR E0REBE—5Y
gﬁiﬁiiﬁyﬂgDEloocv(H7 A) o
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gDEloocv (Ha A) =

S

gDng(xmyn) €rr (g; (xn ) ) yn )

5DnEout (g; )

(1= 1= I[]= 1[)=

Eout (N - 1) = Eout (N - 1)

3
Il
_

BEE— 3 NI B RENARES By (9 ) ERRENFREIRAIN, TUBERE, (9) /I ELmENEIT
TELAH T B IR — N

(.03

.02

Error

5 10 15 20
# Features Used

BRI, EEHARHIERE, NENIREE

ALEH, RRGIEANREMZANE,, IFFER, BIESSERTERIREN Eoy — MRIFAIMGLT. XKEIBXIER, S2AHERSH
TS, FHHIEERT

VIR3E ESIE

B—R YU BAR LMRIF G By, (ERFEZENNEAS : SXERAN — 1580814, EENR. EHERIEFENIER (B
BRETRNER) |, AUB—SXIXEIEAKAT. L, XMETEAERERRER. TIUERR—TRERE., MZERa0, i)
HABRENREZWRATREN, AAREAENLRIRHNZ SHHEE., &/
BEER—RXGEASIETLRI, tHEETANTEERERZACEIEEIEAR, WIEEA/NER 7itEEEM. Bitt—N K
HAUTTERE, RIERREIRE W/ LA, IXFITAMME Y s IE: [RInsREDWBEN DRV (7, MAREXERV — 15
IR IGAREL, 1pEIERARIIE. XERXRIIEANREN
1 vV (v), —
E(H,A) = v ZEval (90)
v=1
RS, (3242
m* = argmin(E,, = Eo,(Hm, An))
1<m<M

Sk, VIBRIRA10

gt

1ICv=R
S, MRTERIFNE, —RERERVITRIIGIE, MACREENSERIGIE, MESTRXIGIESE 1032 IR MAE
T, IRDEMEE S IIE

GREREEEEEMRIRE LMEE, ARER, MEANEEENEPEHREREHIREE, AREER. FBIR
R, REAEEHNSEIRE RURINERERSHERERN. MHERAREEEN, FAERANIESREIRIA
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o AM{EF: Tingxun Shi
o AMNHEE: http://txshi-mt.com/2017/09/14/NTUML-16-Three-Learning-Principles/

o IRINFSEE: AEEREXERERIFEIN, 195K CC BY-NC-SA 3.0 FATNY, IS ERRHAL!

BE-RUgRIT0

Entia non sunt multiplicanda praeter necessitatem
—-William of Occam (1287-1347)

ZH T ESHRFEN NTHE, B, BENSRFEINGME, SHRENSIRREEMISEEEERFN. FIXEEGHNT
A R MR ERERHARR, 2 HIVEAREME ST

fEISRAGIREY

ZRTHRIISH AR BRORIR . MR—MRRhER, BEENEREQ(M)FE, FEENHNSHD. B, HREEHA

R ERNRIE . MR—MRRERR, CEANEHRIRAS, MRRKRAEKIRIE. XBPEXFAIR: RE—MRIREHR
B2MBIR, BLABTENEMIRARABE(MUESHEEA, El, XHEZENERR,

small Q(h) < small Q(H)
Eitt, siEEAEPARE, SEFRENCEIIBRRR, XEFMSIIREEERIIRRE
[
BREZEAIER, EiBE - EEEFERAEERRAERNMEF. RZERT —MERIMEEH, BPATRIBIKERE
my (N)FRSLRN, BRIKEERIE. X, MREREMEEAHNEEURE (BURRSHBI=E) |, BPAXMERBRRARTREEEMEE

= (ﬁ%%k’fﬂ%z%%) o Rk, MREESIHIERMEIEREL, NRBXMISHEREEEEMN, KEMZETTE. MmiX
MECERIMRELERRERAIN, BN TERIE, MRETLHERNARY, AR MEREEEEMN

ELt, 7EsCignt, ESTRiinzERLIHEE, MEERREEEI R EBEENISR

BV {RE

FTRENE. 1948FEELSRE, RERIREARMHE), HANRNUEMHE. REERGE, EREHT T RBIERA, F
EitESR. MEERE, 57 (MREMAED) iRE

M, KPR L, REERIEMED)! ERXNRENRR, FREEAREFE, BARESAT, MERNEERSR, MLAHEZIEE
BN, SFEFEHRARMBIRES, EXHREZEHMRERIAELS. XEFFE)

NREEMEERR, FIEINEREEER

EfESYIESVC LR, DEULKIREIRMEZ —H2) ISR ESIRRIZRER— D7, RiR)ISEEERE Py (x, y) i
SHIERET P, # P, VCEEHARMYT. BGEEM— M FEANEFITHY, DMERESRhREUSH AR ESE—H—
HERNEVE

B—MIFRETHITRZEIMAARZR: EHNetlixARBIEFRSN, FOHTRNRERRERETH0%HA 1005 RETUE,
MEIDIRATE— MREEIOIESS ERURT T 13%00EmR, XEAHARR? RRETMHEIEERERERBENEEE, LR
EERERZRRER AR VRIS TR AENEXS B NERER AT, BIHEAIIEEN S HERARRER. XMRRAVERER
IR, ETRENRAE, #mibISGRREURMRREEE. XNTRIZARGIF, ISR LRI ERREENEE X, FE
FRIEERIEEMISIESE

ZRIMMERYERRAUEX—=FISChr EthARFAIRR: BNSRNERFEREERLEHERETIRTEERA TERFIME, B
FERHAE SR T —BDTHE. MNRXLEIEAHTEEHNARIIGRE, RSN, RACHBNMEEHASZEMELE T
—EWRRGEIENIINE, MEEXERENRI RN ST TS

SEER
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BIESARY, MRAIRME TR, RERITHRAERELVCHRR, BRELFR EMNREER AN MINAERERE", VCHS
AARE. B, EMESRERPR, FNIZIRRIFREE

ARSI S H SRt RIEMR AR 2. sk, FEICHE
FICHURERN T FITREFHI—F, FIERRMEERBERIINAS

RREZ TRMEDSFINCERER, FEMCERNESHITIN (RREAIF20RAGCERERTNE21REGCRER) . —MER
BIRSERERRIRI O RICRICEREURERIIGE, R2FROEIRIEANIRNE, TJLIEHR, XE— M EIFERE

SRZIERARS, N T BRI ESIEREEEARHEENSAIN, ERENEIE R — 8 (scale) . IEERIERT, RIZER)I%k
RN SR D B FAERURIE. (BRNBRXMELERE RSN, BB BYD, SRTAER?
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no sSnooping
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HEFIRIREUE AR

ALIEH, REERFNEEREERSS)I4G, ERMAAMREEREFETHN. RAERERARIR, 1)I4GEiECERa e T
HAEN—LRIHER (IR XE. &IVE. 19E. EESS)

FARARPHERUEERRINSR. —RIARK, BB —MIESIEED. RIRAFTHIEARLE T —MEEH, £D ERIRYF, 3P
LRERENE., BAMBME T, RBENHLH, BlF, B2RERYE. RIRENAMETm MRR, SThR DZEER—AiRIE
BENTERIARE—T, EAHAZERNVCEEERdyc(U,, Hn). BHBRRRINE LRSS S

MRAE—MEAS LEAEA, taplilSZEH
M. STEERHERREIEER, RERDEIFIUTILR

o FEWMBIRHE, AMERHER. SeE/IVOMERIGIES
o MEBEIEELUEBRERMARHE
o BRRRE—EIRREZ O

=H=5
FREEAIE (EHENRIFIEGR) HOREEARE =FX, &Ek—eRE—T

o ZIUERM=EFIBE RS #BISE. ATEemitE

o =KIEBS{RIE: Hoeffding, Multi-Bin Hoeffding, VC

o SMLEMIREY: PLA/pocket (FA0/MIRE) . &MEIE (EFAFHIRE) FMLogisticE)q ((FRARXMERE)
 =HEENTIH: RHIEZR, IENL. B

o =HRBEDIT: BRBHT). W RE. SRR

o ZRFKRELR HBRFIKERNAD) - FBONTHESE. BEFENENNGE BMRSEIELR
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o AIHEE: hitp://txshi-mt.com/2017/09/18/NTUML-17-Linear-SVM/
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BIEENM AR, BERELE HKRaIRI A
h(x) = sign(w'x)
EHE_HETRRNAI—FESL, E-@HTERNA— 1 FE, EnE=EEERED I — 1, RMEEFE

RAMMEEG— MM D H0EIES, BREEI—NETEBES . M, BASHIERT, XMEFEHERSMTRRENE. FIa0T
Bl

MEFRNNR, EQE=FELALMSEIST. PLARZRIEEZMENAY, RIASIEETERLEER. MAMVCERE, X=F
ghigttoE=5. BAR

Eout (W) S Ein (W) + Q(H)
WIX=%E%, #EE,(w) =0, MEEWNREESHImESIBESREVCHEN, . = d + 1. FIAEIINE.: LIREBEZH

NS, WABDAFRSR, FIREEPRIEE =R NEFRI— 10K, NEERR, RIRFEREIE X, WiiiEx, BTRENT
£, Bx = x,. FINETIRERENTEI LRI LRGN FEIRIT AR, MTETEHNE="5%:E, BAES
FTEIMEREMRIT, FILRMEXMRELRK, BHREMEERNSE. MERHE, UEARLD, ARERCHDRFTRIFN
BARETE (AR RSEREZ AT LSEIERITARE) , =RELSBENRFREN TEFR

DERBEATAIFHIRKNIRECE, LKBEERT

HER, D KRERANDLBIRAXE], HEMNRENBSLZEBARE. #iEx, BOEHFRT, EENHRENSRENS.
TIFRRIERGHE, WEREREFH—F, BWEENSRENSPERS, EWEEINEFNAZENS. XENEFNFERSH
TETSRI—AERE, FIEEIEFNERERS, HASEHRIEEE, a2 0lE. TEEBTRERIIRBKL, il
aNERRMNRERERER, BNCBSEREINSERET

AIEAHARN REIELIER XM AEHE. AJLIRMRE, BEENBLEIRER XMEHABHALEE. RELEIRAEE
BHA, BABELEMLESTEELY (BERMEISRRINEAMESR) , HABsiiEEmER, JLnXFELM H . =%E
HLEENHE N TERR



BIR=ND K300 R

Elt, SRR EH, EEBCRANEERX, BEEA, SEibilr. BMNNEREHER T ESHEHSBETE. RREIES
REMADH, BPIARBRIRMIIARATLUERN AT SANESime

max fatness(w)
W

subject to  w classifies every (x,, y, ) correctly
fatness(w) = min distance(x,,w)
Xk, XANREE (fatness) BEFRAMM (margin)  (BSGHHRTBEHERK) . B, “SREHEREW X, 5y, FS,
tRENEMEANEyY, W' x,, > 0, Eit FENSHEEERIUSHE,

max margin(w)
w

subject to  every yanxn >0

margin(w) = n_rlnin distance(x,,, w)
Ly ey

ERER B T . EREIRARIRS S

oz :8)- PN L
B E—BROEENEY, TUEREEE—RESHAX, SwZIENES. FASEERRNETEE, X NESMZTT
. EEX RN RN RS W SEERERNR W, . . ., wa RS TFHEN, B

b= Wo
‘ wq ‘ X1
W — . ) X —
‘ (%] ‘ Tq

FHPRRIRRE A EAT
h(x) = sign(w'x + b)
R EREDRETLAE N
HEBTEW X' + b= 0, KiEEdistance(x, b, w)

Bigx', x" SRFE BN S, BEENRT, EAEw X = —bw'x’ = —b, BEER, Bw'(x" —x') =0,
x" — X EBTAEL— A8, WSXAEEATN0, HBwSXNBREES. EHaSaREE—axaiB T aEEmhe
x — X EWHHENEE, B

1

= |w'x + b|
[wl

wT
distance(x, b, w) = ’W(x —x')
w

NEANNERRIETEESSETH, SRR, EERESHTANERT, SERTENIEETE e
Un (WX, +b) > 0By, = +1. RIFMER, IESOHEARYATIUSH

distance(xy, b, w) = ﬁyn (w'x,, +b)

REEBEIFE EA—REBFRNETAR, W x + b= 03w x + 3b =0, EHLRHEILIRSE. NREERBEIIHE
min,_1, .y yn(W'x, +b) = 1, RAZSTHEERBOSHAIDEHORFSEL, HiEmargin(b, w) = i| EtizaR iR

|w



EHEUS R
1
max T
wb |w]

subject to  every y,w'x, > 0

n=IRi.riNyn (WTxn + b) =1

MEBFADTT, MIREFEPE-DRMLEE TS, ATLARTLASELE

1
max ——
wh  [w]
subject to  min _y, (wix, +b) =1

ENREREAE, TIREIKHENEE/IVE, FEAKITR. EEREISHTLUH—ENE, REEHTY, (W' x, +b) > 15
L, XERBEOERESEY, (WX, +b) > 1H9ER, EAMBXMMERRE, BigEy,(W'x, +b) >C,C > 1, B4
3 (b, w) 4R, 18EI(b/C, w/C), NEATLGERY, (WX, + b) > 1, BEERAWHEER T — AT 1RIESS, lttﬁ%ﬁ .5
HORRLL (b, w) EVSHUBMEELF, ERFE. BE, BM—aEnnte, SRR LRERNEEA

min —w'w
w,b

subject to  y,(W'x, +b) > 1foralln

ZIFEEN (SVM)

LFEEFRXNTRBEERRERDR, XN ENgEETRASZFEENL (Support Vector Machine, SVM) , SVMASEIRZ
X BESTE—BFRGF, TUARISENERES BETYEE HEZBVYERANREN, HERMENSIREFRERE, X3
ENBTFENERSETEIN, XERETHENEESHETENABEFERAZGRE, BSVMNREMEERISREFS
HERAGEFE
SVMARR—MREZF LHEHEEA. BFREFMNFE, ERBE TEOARSE, MNIXNIRERIVURIR—PMWHIZIX
BREY, PREIFZMGNEBR Wb —R, EXMNIMESLROAERERN RMKIE (BFRQPERR)  FTRE@EME, Wi
EXMNRAEENE R DEARER R, RRTENu, EOXRRHAQ, —XINEE p", REISMHIE—INEREN
al,, BENc,, NWIXLEERER SIS R
optimal u < QP(Q, p, A, c)
min %uTQu—I—pTu

subject to anu>c,,form=1,2,..., M

[

IBWRISEECAd, NIXIREREINT

Q:[o odT]
0; I4
P =041
al:yn[l XI]
c, =1
M=N

EL AT LIS R et iR RfR S s R B EE N

0 0]

Od Id

2 [b] + QP(Q,p,A,c)
A%

3. BHIIwWIRE A ggvum

HQEQ:[ ];pzﬂdﬂ;al:yn[l x5y 56, =1

XA R S eSS ML BN E RS S EETE, A ERERORRANx, MESHIEEMSVM, RE
B, = B (x, AT



EXARESSEEASERIRE

BE, RE—TSVMERIRTLUSIFAIRIONRRE: SYMATLUBRIENILINER: ENNS/IVUIRE,, BERHITW w < C, M
SVMEB/IMYIIRW W, [REIZHEE, = 0 (SRAREHEEN, AEXBEEEEHE) . REMENSIVLEIFIIREISEERT
i, (ERFULUANREMRSEEEEREN, LR EMEBIERGSEEEEE, BELUESVMEIER—FIEN

B—HREEMNVCHIAES. RIVEER—F KNIREE A, , MREER N gEmargin(g) > p, MXAMEZKREG, BUHRE
=, Ay (SCREFEPLA) AILUTH=ATTE, BEMRERA, 85A) FTEROSIRR A —Ea9A, TEL BISVMAIVCHEE/N,
—RRIEE R

UM LHES A, RIVCHE, SERIAIVCHHRI TSR, XBRRXER’ LE, MR = 0, FEREUAEHIN,

dyo = 3. {BR%5p > LI8), WETEITRERMAN, dyo < 3. BENKN, BRAE—DEEARNERAE, 5

2
dvc(A4,) < min (%,d) +1<d+1
P

ZENREHAMSE IR TR, BYERIRERA, BR2OFRRESR, M 7 RvE FEiRIREEEIRE
K, FTLAFRBEMER, XBEMEREIREENER: BRREFAARHEE, BAdvc ek, BT, BRERDEYF
E, EAXREE, TN 2R, XRMPAAAEIFHRE, ERSVMIISINEESXAMFAEETREE—MEERERAE (BISVMAIR
REF/)N) . XMREFRAIELMESVM, BEREESVMAIERAER, (BRSXTEUEM— LSRR

NTUML 18. ¥H{EZIFm=

o AN{EFE: Tingxun Shi
o AIHEE: hitp://txshi-mt.com/2017/09/18/NTUML-18-Dual-SVM/

o WRINASER: AEEFTEXERSHIAERS, 195RA CC BY-NC-SA 3.0 ¥FAlthil. HimERHAL!

2 IHBSVMESEIHN
IR SVMAT RS SHRIERFHES ISR, REESINIESIHSITREHATIL, 3INUGHIEEEAY
1t

min @ —w'w
w,b 2
subject to  y,(w' z, +b)>1forn=1,2,...,N
~~
2 (xp)

IREMERE AR S VMAYEL ER A LASIE 2

0 ot
1.1REQ = d1ip=0;, a1 =y [1 2150, =1
0; 1 ’

2 { ’ ] ~ QP(Q,p, A, <)
W -~
3. b € Rftw € R*REHgsvm (x) = sign(w' ®(x) + b)

IFEEIERERSVMAVBEERIGS VMR (BfRA, BVCHHE, BEIR) MRERIRAINR (RBIAMIFEIEITAR) Sait
X, ERXEGNIR: xEPIFLMHHRIIE, REEF=RESNZERERIES. ICRNERERER A, NIKEQP
RREEXd + INZEMNMERIFEG. B, FERR—MTEHESSVMAEKE

RTEOROERS, BERRNAMEE (Bd + INTRMNMRHRY) BRA— M SN TOIEE (BN SR
N + 1P IRBISM) . XAEAIRIREHRAR /0 RIAS VMAYRI BRI

EERER 14 MBIENILRS, ERBIFIRARDES T — M REISM. SREERIHT Y -2k, BkBg—NERE, &
A EKRRERIRMAAME, BN NMAREFE— N FNRER:

min By, (w) s.t. w'w < C < min B, (W) = By, (W) + %WTW

XEARINTEMARIEERRF, iR\, MERIERFAFRMRE—, BNREKENNTFE, Xi, ATUEHEREIFEG
FEHCH— YN, EREERE AL ARKRERIARIFEMEERSVM, FEEMMNESHMERTR: HIHXLAHSEE 78
SWEME—NRE, ZRRXNZEEXIHBEE. M MEHFEEHSEYN— M AgBEETRT, BRESENIRAOA


http://txshi-mt.com/2017/09/18/NTUML-18-Dual-SVM/
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/3.0/

AL, SB—EHAIMERIRRE IR PFRMGRS. X—PLIBESINMSEARF (XBEABICHA, MEICHa) MENXAMNE
BB AR, XERIAASE B RE

N
L(b,w,0) = swTw + D (1= y(w'z, 1)

n=1

N constraint
objective

AT ANSE A REE X B GERY? TENEH TR RENEEESENT

SVM = min ( max L(b,w, a))

byw \all ap>0
XML FIIERE

o SEERFEINw., MTAENMIIw, SHAETRENN N EGRN,, BRELEANaZERNa
o XK, XFRELIIwW, EEEREITIIEHMEINLHNGERE. EXERXEF, K— M RIME. BEXNRIMENOIwHEEHR
b¥0w

BBAIRK T, AFAXNENRAFAE? XL, WAERbHIw, STLISARE:

o T, BREERT () REISMHFIW (violate) . PREISHERyY, (W'z, +b) > 1, MRHHE
1 -y, (W'x, +b) < 0, MNBXAIWIER TIREIELE, BAREEL — y, (W' x, +b) > 0. SEHNERRE AR
B, RNIPEED—THREISHRSRNELR. Sk, ERIMETRNIN M e, BELRA. BTFBRRNESE
), REIIEEED—NES, EIREREIE A EAIRA RS AT AT TR IR AL . BIEERT,
maX,| a,>0 £(b, W, a) = +00

. FRY, RS TLEREIZMNbIIW (feasible) . EXFMERT, HiKEIRRETERITEBREIEES. HTiLLRATE
X, BSEOERBILFB, = 0, ZMHEmax,) ,,>0 L(b, W, o) = 2w w, BIXEbMWKESNGL, HSHEx
KA W w, IRERERBRIIEE—H

RRR, FREPREIFMGISREE 7 RENRAREE. B

SVM = min < max L(b, w, a)) = min (oo if violate; %WTW if feasible)

byw \all ap>0 b,w

RItEBAEYIHESVM
PUERIAEE, Wi magss. BTRRE— MRANEY, RIEREEN (Yo, > 0), EFE

min ( max L(b,w, a)> > rilin L(b,w,a’)

b,w all ap>0

EAHIRSNEAESEHEAREESHNNEEXR, #—2Hi, FELALEHANXFIREEAEN, 5&FEF (BT
o (MESHE, LB’ BRaE)

min ( max L(b, w,a)) > max (minﬁ(b, w,a))

byw \all ap>0 allap>0 \ bw

(REFHNERAMER, RAGEAEFARHERTENERNRE, SEAN LREEKREMMEXR. RNIIXELR EEmax-minA
Fil. WRAWKIEASERI T, FJLASESRANIER

Define g(z) = min f(z, y)
y

=g(z) < f(z,y),Yz,y
= max g(z) < max f(z,y), Vy

= maxmin f(z,y) < max f(z,y), Yy
T Yy z

= maxmin f(z,y) < minmax f(z,y) W

BHXIN T RIEEE EILRISEILL D K")

XAFSEPR EXX 12 T minfimaxBIliE, SZEIREFARZREERSRE , MHMEEMERRARNFEN TR, FXE, >'2
—NEXIBXRR, REAMBIIRNFEEFE, XA NIRAAEEGEMERR. WF ORI, MRBRUT=AEKM (RFRILR
wiE) , WHESHaL:



 RAREENEY
o JRIEERZFTER
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. avg (S(gt g) ) BENg SR ZBREEMEIE, TRIEBFE (variance) . FTEEE T g, NEHYRELIEE"

MR GRS IELRE R ERITE, EIEERERIEIEE
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SZMHREEIIOREGEEER L, 810 INEFTEEE, MESEE T /FANESZE, A
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G(x) = sign <Z oy 'gt(x)> yap > 0
t=1

HIUES, EL#HEg, (x)HT—MMES, XEREAMRSEXNEIERD. XESZONENE TN &F. — M8
BEEENRERRE, SFoBSEREEL &), BI#Emin,, o By, (o). MRAMRKERS (LAEIREREEG)])

N T

2
1
min ; (yn ;atgt (Xn)>



EAMEHERRE R GG R+ ST TS, KENGISRSVMEREE, EARNRSE IS ERE: $—55¥Itg,, B
CEBREHmEEI o, RLEERATLIRMRN TEANTRE: SMAR— MEMER, 10, BIEESTHATH, REEMLE
e, > 0. EEETRESHUSEARE? MBL/NFOg,, REERIRAEHT, Mayg (x) = |oy|(—g:(x)) SCEHEE=
TTRHR, 99%HIEIRRLRHE0%MIERE) . FILEEIEFRR, BEEBIREIRMt:

FEPISC R, Xig, BERKETFRROBRES, B9 € Hi, 00 € Ha, ..., gr € Hp —NEMMERBAIERTRIIRRE
&, EENES HBRAIE, BIVMg,, BEITRAEE, ERE NIRRT, FSRENEQESEESE— EITH
IRIZEE (FRubest of best) , EEMIESREELEyC (UtT:1 ’Ht), TE B EHOEE NORIRIE, TAIERA SR — M)
BT, XPr B MSIERANRE, SREE> dye (UL ’Ht) (B best of best REASHITIE) . EHIETHHARE
WAE, FtiE, HESELE, S0, MRS g, BRMIIGEEIg,

FTLL, X ERHEFROMIE S

° ﬁﬁﬁﬂll%ﬁﬂlﬁpmmn%ﬂgf, g;a s 797:
o MIRIFED, ., PHEEMIEHEIEEE(2, = 2 (X,),¥n), HFE (x) = (9, (%), ..., 97(x))

PRI EIRYIRREIE, SAEREEIH (2,, v ) IEAEEEUSEIRM MO, REREIG NG (X) Bo 5 (x) PIRIIEAEER,
REP(x) = (91(x),- -+, 97r(x))

R, REFIUFL SR T AR, B EATAMER, B NTERVERRAE, REFMEE (stacking) . B
BT = Any({(2n, yn)}), BIEEECANys (X) = §(B(x)). BEFEENER, S P TAEIRINRERAE (B
BRESE)  BROESSINE
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Bagging

AIEHASRSREN S EEAEEASEg, LRI PR, BABIRETR—0F g, DK ENREER? Bk, HREYIRS
BRE—TRHE, BERAENXBERGq OIFEAR—H. XMSHEHEMNITR? JLEXAAE:

. gtEEEHZZ:ﬁE’\JEﬁE%é, Blg, € Hl,gz € 7‘[2, ..o, 97 € HT

o 9 RETE—MREESHNAREESH, FIMGDEHREFIZEn = 0.001,0.01,...,10
- BIEARSEREIM, HlERARRRIBEN T FRSEAREAIPLA

- BIEASEARIME, FINRIGIEREEIRENg,

BoamREIRH—F, RIERE—HEEE, MXOEERIN—LEIE, XAERy  MENERSAENg? RREIEHZIAR
E-REZBNXR, THARN R WERERA(D)ERE, ERANESRBEMEHMIEED,. b, g-NTRS g™
&, XNTIRBATEELR, B, FEMHTZD: ERERSEREBANT, LRRER—MDFEN~ET D RREIES.
MNFEE, ERFIRHE E—1EENITERE—bootstrapping (EI¥AKNE, ERFNBEE) , ERUMEREBEIRGE
EEDHITEMEEE, SN KEIELA— D (N'FA—EEESETFN) . BTFERENaE, AEAND, pEHeER/LEEE
BEETE TR RRNEETEEEREHN

XK, HATLMSEI—bootstrappinglEBIBR ARNIE: X3t = 1,2,...,T, &idbootstrappingBEI—NANAN' SHRED, , EIX
MRS LETEIEAG . &E, WEENT g, BIHUIRENZIESEG. XMnHEE EUAEESFAZ ENEX) R
Bootstrap AGgregration, E5BAGging (FXFNEFENESISRERE)

MREEEXIBEN LU, BBAbaggingRIERELLERYTF

NTUML 24. BiEpiRHE L (Adaptive Boosting)

o AI{EFE: Tingxun Shi
o AIHEE: hitp://txshi-mt.com/2017/10/05/NTUML-24-Adaptive-Boosting/

- IRINFSEE: AEEFTEXERERIFEIN, 95 CC BY-NC-SA 3.0 FFAITNY, &5 ERRHAL!
AP RFEE —IR & AR boosting{ L&
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ICHRRAGEER, LALLSSHE

Boosting ELARIEARFIENBEIL EiAISTE: A—LRSEMIMREYy, (FMEREDRER) REER, WH—IERNG. XTMRENEEE
BUESEFRCIAEEN (CIEN) $ELE

NEEQERISHEFE

E%@EﬁZﬁﬁ#ﬁE'\Jbootstrapping7’5§£,~1E§i§}?ﬁté.‘§ﬁ)§$—;¥ﬁ4%§ﬁ)§, D = {(x1,41), (x2, (7] )y (X3,93), (X4,94)}, TESLE
FAbootstrapping75iA{SHRIEUREND, = {(x1,¥1), (X1,91), (X2, ¥2), (X4, y4) } WEETHED, £HY

By =15 oes Iy # R, (k0 u) ) REHETIR, (x5, ys) FRUWHE, AB—MEEESRNIE, LSRR
SRR AR R N (X, , v Ba s T — M E . SITFAB, Buy = 2,us = 1,uz = 0,uy = 1 HASE,, OIS
FEENTFHEE (h) = L0 ul) - [y, # hix,)] BREH, baggingExthaTLUREASHI=E— M MERTINENER,

4
ZH R g, BT BRIMEIIY (1ZEIE) HibootstrappingiRERF=ER RIS HKLER

S Z, TABENENEEEARTNE, B ERERIMY
1 N
U (h) = — . h
ZIORE D WRERICS)

SEEHESVME, BB IEETRE x O Y | u, ety FSEa, 0 L REEENCY, . SEEER ogisticH
B8, B2 o SN | unerrcp, MEA—REMEFRIUSETIESCD, HTHINENIN, B NEHS, HIESCOR R
MARETZEA, WEST /IS, SCORMZAMImTINATRIZEIE, KA AT B ERARIIREE) U LRI E
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BRI AR USHEEREEEN AR, FTRNDREAMBNAT SR Eu S gl —rly. RIERIARNDSHT, 8

N
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heH n=1

N
gt+1 <~ argmin <Z ungl) [[yn 7& h(xn)]]>

heH n=1

g, EERu Y RAERRGE, gy FOSIMUITIED, BIRRGZ%EElg,, RRGZSEIRg, RIGHIBISERE, Mg, fg,HIE

BRET. ATHER—SR, TUEEEE— Raut Y, eI g, RISMSIERIEE, B
S Vv £ gi(xa)] 1
Solyun Y 2

ZnNzl ug+1) [[yn # 9t (Xn)]] _
SN My # 9060 + 20wl Vg = g(x0)]

tEEiR, ity BTERAIEANSE, FTHRIEHDEKNOEFANSRERATLLT . RRAIENSNERe, RENSNERD, B
ALRIETLAD, EERACHAILUAZIEZNINER. 5&R, RiRg, EAPREIEIe,, NS MEENRNERSx (1 -¢), &
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BiEMiBoosting&i%
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=
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BMED SR SAINERLLS, , IEFRDERAINERRLL G, AR, XFMEAEE S LIRNIA RS INEREELE N, MEEET
FERIEEN . BB XK < %Ha‘, TE4 > 1. XEREBDOHEASHWICK, EfEASHSE)\. XEEBEMEAREX
(Adaboost) BEIEMA—Eg, U5 TE

XHRERTLAEE— MR ES ARG OERSY . B— BTt Ex AR IMbu® Imag0-11R2, AILEEIZSIE R Faiiitg,. R, &
A brgErate, Bu® @aultt) | ATF—IGMES. XEREm/MNaESER:

. ParuVEATKE
. REIMETRAXL, B2IG (x)

EANAFREE, BRETENE, B2, RESIEEAONES—ERTIL, Bul) = 1/N, SN NIEeEs—T
EMNEREE N g BRNEE, BRIME—E, ¢,ME, THEARET, ¢NE, THSHERE, ILXBIMEERENS KeEm
HEE, FAAT, ESESNERGERERE IS EEX, BETEE,

TEHEITERE M4 g, R BREIER H o, FIEIE. ES g, I OBERENTFHIg, B, BEX, B8, NE o, B/
ol g, BiF9g, B? RBEAR, E, 8/\Ng, MaZidly, Blite Mzt ily, B¢, iz, XUHERE, oNiZEe¢ 0
BiF (18) R, XEFERT o, = In(¢,)KEE, MEBSMMIFIRTLE SRR RENGELE:

o W%Re; = é TBALLRX g, HSLHR SRS, XN, = 1, oy = 0, FHXANDRIRAIEEN
« WRe = 0, WA g, MEEBEXMEIEER, EXIRAIS; = 00, ay = oo, BREREE—]

Hit, REFEIXNEE, HRABEMboosting (AdaBoost) Hik, HLBET=ERAVHERMMS

. REBHIBEDEEEA
o RIMHOEREF ¢,
.« HEREMES RS

AdaBoostELERYRFE AT EIEIN T

matu®) = | ]

z|=

1 1

N7 N, AR )
st =1,2,...,T
1. @2 A(D, u®)i83g,, EhARER/ ) IIAL01iRE

2. RN TEEu Egul

[Yn # 9:(xn)] : ull ™

—u
[n = g¢(x,)] s ull™ «— )/ @, (correct examples)

1—
.t:\/_et
€t

SN ul v, # 90(x0)]
Zfzle u(nt)

Y (incorrect examples)
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n

€t —

3. it8oy = In(#)
EEG(x) = sign (Zle gy (x))

AdaBoosttt RS IAXERIMT R, BFE—MRSHRIE, NRERENRSEEG, &

Eun(@) < Bn(6)+ O (| 0dve(#)  Thog7) - 252 )

N

JRSTIERA, WNREERIES e < € < % WEEIT = O(log N)#geB En (G) = 0, Wil EXp ERNE—IRTLEERN. &
EREZIRF, O(dyc(H) - T'log T)LFR@EFETREGHIVCHE, BETHISKEIGKILRIE, RLE_MBRRN., XEHRE,

EMERXRIENA, REESREBF, BIARETF—=, TAdaBoostiIER TREMNGHITLUERE (Ey = 0B E R/
BiEMiBoosting3Ekk

FBREFEER, E—H—_BEEHIE TR 2hayRR R decision stump, X MEEEIZ OEER R EAREMUK T/ EEL]
i, MEERESNL: MREIEENANAN, LB, WX MEREIESZENAO0(d - Nlog N). &f5, AdaBoosti®
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NTUML 25. ;REEH

o AI{EFE: Tingxun Shi
o AIHEE: hitp://txshi-mt.com/2017/10/07/NTUML-25-Decision-Tree/

- WRIRFSER: AEEFECEIRISEIES, 1R CC BY-NC-SA 3.0 Wathil, HsisEmatsL!
FRERHRIR

BRERGERHERMER. —MEREESE, IECENMEERLERES KSR LUEHMRE, RRRGEINEEG, B—EER
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A, ZREEMSEARNERS, MUMEREMHRE. RRNHME—MESRIISTIMAHREIFINGE, BHT AKMRRRIIE
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18 RELIkIIEL Bagging
E[32]) A=k AdaBoost
=4 HEE IR

TESHT —MERRRNRERSFIMOOCIRIENIGIF
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N Y N Y N

FERREREEREFSIMOOCIERE
MEFETEN, MWRRRIRITIRE AR, HEEE— I HF Rl REE— N SEBA RRIITE
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XENERR AIMRRFPREE— TR (HFER) MRS, BEE—MEH. &iq (x)RLEPRBENEEL, TSR
[is x on path t], BPFIMMAREERRKEGE L. BERKIEE (MEEIL) SERSERIORE (FELEREHNRERT R
Fr) o AUEH, MRENHEHAER (BAESTAMIHFERIRERASESR) | RENOSA M RIERERMAIRES

BUEIRS R H RO RULE 7RI HIAE. NXTMREEMNE, REMIRIREEILS

T
G(x) = Z[[x on path ¢] - leaf;(x)
=1
BRTHREERAGBNE, EETLASERIFRIAEIHERRRN, Wh, REMERT R, DRFEAIFRRIIRL. IHAREEAIR
R
c
G(x) =) [b(x) = ] - G (%)
c=1

XE, CRAZRTRSHIFRNE, BRIZTANDIRRME. G(x) REERYRARIRRL, b(x)BOWEMN, G.(x)2%
NIRRT FA

IRERTENMEIR T — MIURRANTRE, MERANBLESRM. BT REXMAIERE, SR 2 NAERIAET TRAIEE S
reh. RRRASEZNTNEARRE, BESHE, REEWEISGFEIEIEEESE, RS EEREMNE—MREEAMR

B, BRERRNIEASEICER, EPREEANEREER. RRNIIROEEZRE—EREANEE, TRSIUFEREIKZ,

MERE—MEEERERMENEE

RRMEE

M EERIAREE X ARERRISRS, TUSH—MNERREREE, ISRNSIEAD = {(x,, v,) ), &
DecisionTree(D) WEARBE: IRERMHBBLLLRM, MREEERERSG, (x), BURISHMTLES

1. BISOEERAED(x)
2. BEURED D ACANEES, Do = {(Xn,¥n) : b(x,) = ¢}
3. WENMDREMHEEFNG, «— DecisionTree(D,)

4 BEG(x) = Y0, [b(x) = ] - Ge(x)

BERMMCEAR, BRSRRRNELRN, FEISEEIIBNNKER, 81

. B—EHDRE
o DREM

. ZBIFRMG

o BERIZEL

XEEHIARNELRC&RTHEL (Classification & Regression Tree, MEXE, EE AMANNBZFRIZE/ECARTER) . EiZ
Bixh, BFANSIAEERR

o REWEER—SHORMMETR, BIC = 2 (REME—IR-IN)
- BRIREHY; (x) R—MELL RIHEL

o YDA (FEF0RERE) | RENy, JHSHE

o YRR (ERFHIRERE) , BRE{y, HFYE

C&RTED AT REIERRIRRRIMER L SFE—MHAE, XL SR RUDEIRI T L, —FHAENER, S—FH
ENRH. BRANMITREEATRIFVE? BiAER T —FIl SR RIS, BTCARTREFMFIR (BHEE 1 g:) &
EREE— B, BERAXNMTRESHMERERyY, EAHEN (bHEEENEN)  BRRIRMIMRESF. ELoRsEs
(EE=N) i W)

2
b(x) =  argmin Z |D, with h| - impurity (D, with h)

decision stumps h(x) c—=1
FHORNETLARRE ), XIFERIRERIE (BN RRIMESSRXILA 7 —MFHE) |, FIEERZR RIS SRR D ARG, &1

FHEETEERNIME, FEEREN (EHRAERSM) RRNEAREEHNS S, XBEREImpurity REFERHIER ML
FEENANE, BESENX. FAEEAINENZEIRENAN



ETRREFFZONERD, RIEIRENAENTEN. BT AERNERRN T ERRRERMIIIIFEL, FERERERNEIHFER
TMFNEMBERRE T HEESERTE. EFEE, AMENEILUBRXNMERNE, REE. XYTEFEE, RAEERIENEM
TH¥ERE
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inpurity(D) = 5 > (v, )"
n=1

Hepy 2{y, JTE
T OEERE, AR, BALENXSN

N

inpurity(D) = [yn # y7]
-

€
N

n

Hepy* B{y, JHSHE. FINTFHEER, JUHE—ED1: NRERASKIRE, BMNESLRERS[y, = kMSREm, K2
REANRERBT K. R, DRRETUEN

BMERBEE = ' IR BEEERN. H—2, NREFEHAEE, TSR NVEERAEENRE, ~
K N - 2
1— Z Zn:l[[yn — k]]
k=1 N

ZENFRAGINTEE. LhrL, EMRRNEEN, WREHRSKAE, BEAGNHEALE, WREERETEE, EEHEEA
IREFRFIEAAE

&E, FREXENELE, FLE, BEEUTHEG THAEL

o By, B, WIXNFHIEESEATTELNE, g,(X) = yn
o FrEx, B, WARZHRRME

(ERXMERIESRAERIRICERTIRIRN, MRA—RTELAHICERTIRRRS

C&RTREATX

B BRI KR BN EZIRRIIEAEAELR S, HEEE— MU RNTEREE. ERXNEEEE— AR WRAE
X, AR, XRNMEZERE, BAR0. XEREXNMEZENVCHIFEX, REZEINGHEK. THRBESKAIRN, BiRat
TR, RRN T IRAOEERESCRR Eil)>, XA T TG RENTRENE, FEFERXNMERMA—LIENTT

R EF—MRERAENTUE IR T i — M R%, BPQ(G) = NumberOfLeaves(G). X#, HHERNTHIRSE
WERARI B RREEE S

argmin E, (G) + A\Q(G)

all possible G
XS RIRIIFRIE E LT AIRRI
BRIRETRMBERERAETEAIG, XMERTAELIRIIE — LR, EFREM BN, ALRRERTER

. RRERHNGO)
« G = argming By, (G), HEFGEMNG V) hEE—RHFERIN (LFt, REESHUESSAFERIN)

IATSERRESE RS EA N EG Q) ht P s E ., ENRRHMBASHRIEER
RERHAG —LEE S, ZRPE RN A EMEE, SRR RSERE
b(x)=[z; <0]+1, R

BREEETIFR, TRSBIIARERESENFHE, FIanRI={5, ). MTIXMUHE, SMHERBEFREEREE, MRRNFAS
FRFE, AFEEN— TR BREIRMEEENR., —iSkif, JSBIHEERIER SR ERREFE

b(x) =[z; € S]+1, Sc{L,2,...,K}



(#F—RIREEREREIRT. WTEANFE, EERLMREANER, BERD AR HEHTIRRE, Bl S—PRKizmEss
FERESFNE, 8 (EEFUN— I RHINERE, Flil EEMRIX—I, BEINA1, BLXIMAN0, L, KRS
FHEB KMA—HAEE, BBARRE—MREANKNREK. WE8NEMNE, RREES—SHRRmEH
i,i €{0,1,..., K — 1}, BXAMKPEETRA0, EREHTURA1. X, MREAFHRX—FIER S, EHREZA]
MERIXEP D HIRERIZZIO, 1], WMRE 'R, MELZZ(1, 0])

—_— =

CE&RTHIZERASLMETA RN G ERI TR, RIRE—IMDRMRD(x) = [weight < 50kg], (ERFLAAGERIENRER
BiME, MzZEAN? 1E)lI4hS, CARTEIASER—MIMENDHL" (surrogate branch) BYFiE, BIERTH—LSUAISRIARE
EMRORFIET, FINERREREREERE/NTET155cmBHIMAERES/NTET50kg, MENFHERERBETE) ISR
JE, HRER, BD10(x), b (x) FEND R MZ IR D HEE I
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NTUML 26. BEEHFRF
o AM{EF: Tingxun Shi

o AIEHEE: hitp://txshi-mt.com/2017/10/07/NTUML-26-Random-Forest/
o WRBER: KIEEREXERISHIFERSN, 195 CC BY-NC-SA 3.0 FatiNy, #EiiEiEaaHak!
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HEANBEALUFTIET. MERRMEDIGSERRS, BLUETFRHIFERN. ZEEA R T RENEEMRNREN, EE79ER
baggingMPFHR T 75%E, IR T TR2ERKNREMIRR. HZE, BISFME— N EEERoEE
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Gy (x) = average(gs, gr). LU, WEB—RKEIRE(x,, yn), HALWGEHRIXA—NFEEG, , BREMERGHoobiRE

FMALEL TRIHE

1 N
Eoob(G) = N Z err(yn, Gn (xn))
n=1

BlbaggingEiZAMSHER, BRIGEHEED LANECHIMERINE, RACHLUET By, Ki— 1 BERGIE, MESHHITERE. 528
RYSRIETSiEABEL, BT OOBEWEM Eoo, MA/E, BRARREIRES IMD GUEEM)I%4E) | BARBEREFESELURENIS
wRET

FHIEERE
OOBYIEM T AL GHIE, FEBINME. WF—HRENIERIEX = (21,22, .., 7,) XETTRELERIIPRIE:

o TURIFE, HINEIEERTRERRE i MR I
o FHEREHE, PINMEERERTROSIER AR EREE—I, MX—IXIHITE S EEEA 2 ER

AT HEERNERE, BEIGNE, BEERFHIENE. REXEEEE ETUFIER, BERIPAFZEBETES
HIRAEIRG, BABEFEI— MITFENERS (X) = (Ti), Ty, ..., ¢y), d < d AEFRSISIEREDg,
BDEEITAL, EECINERERITIR, MEHET — dTRS, BIETIINANTEY. B, Wd IS HESHTILE
PSRN L, IRSERTREN, EENE—MEEE, HOERESSERNGR. SEEE— M EATE, EERMEANT
TETIRES SFREUMIIE, DR, MSHEEETEIT, THRTMMSSHTNES, BEERORE (REO REERIEENRE
BEESH) . Eit, XRESISEOSHENIEIUSITRE ] SRITE, R0, RENAS O — L DERTIE
(BN ETE IR B AT ST S B SER)

BIERY, FHEERARE—MFHAGER. BEE, MaBESBIFAREN. BBANERERXFTRMENRE, FETEE? —
MLEREANBEEARE LR, TUESRITES MHINEEEEinportant (i) for i = 1,2,...,d, MNRXNMEEEEEBITESN

K, BARBES] NEEEERAIRHEL, i2, . . ., /ML XMERNSNESMHERTREZLI, BAETEREILURE
BRENEREWHDE|w; RN, |w;|MX, FHMINEREEREX, MwNFIREE, BREH. A, IFEMHERSRTIER



THAZANRE, FHIIEEHRFINERSERS. BTN ASI—EAS, FEEERN T —FMREDMIHEERIAFE MR

it

ERRENAMEEHEERNEARIER, MRHEIREE, BAEXMHALEEN—LIES, RENRNEERTE. BATE
B, WIEEMHEMA—LEMEIVE? FEEENRMNISDDMEE S HRIRERE, EARIREIETRERRMXFRIS T, ERTEIIA
EAFIAD IR SEREURES I MEE LS P (;) . XEFIF T Zbootstrappingi75i%: AT WIERMHENEEM, X7
{zn ) | EFER— P (permutation) , iX¥f, EUREZIS EMDTRP (v, MASEHATNT . ICEAFIST CRRELG
ERIEEEADY), BFEEHRTLIRETAT FRAHEZIMNR permutation test) ff—iaRKfHIt

importance(i) = performance(D) — performance(D?))

X8, skperformance(D))WEEAEAFISHEIRESIGAWEER, NMINTFHEIZK, TUREWENEE, $FH00B
AL, BZE, ALAERIGG, MEtBO0BHISEMHEM—NEHE, B
importance(i) = E,;,(G) — E?)

oob

(@)

Heh, EHE B (G)RY, MNRESDKEEg(t) BRI THI M T (), BEVLEER g, A— N OOBRUBMAISE MHHTR (XEHZEIEE
a25)1%) , RTEREDR)(G)

BEHFRRSCRE

AoEY—ELH— P RR TSRS R ENNHERBSHER T, BEIARMAITLIZEINEE, MERRURKERRIZR.
mE, BENARMERIGRS RSy, e L, BRRSENETUZE—MEEEG, BRSINRRETINEIIXMER

NTUML 27. #EIRHRER (GBDT)

o AI{EFE: Tingxun Shi
o AIHEE: hitp://txshi-mt.com/2017/10/14/NTUML-27-GBDT/

o WRINFSHR: AEZERTENERSRIERESN, 195K CC BY-NC-SA 3.0 AN, HHigEAHAL!

AdaBoostREERT

FENBAdaBoost R Z A, SEEI— 2RI AIBEHARM. BENAMETZOE, B—LREN (KE) [FHAbaggingt75i% (b
B) BEkek, NRBRFMFIAdaBoostEIAEGIER, APARISEIT AdaBoostiREN, (BERBE—RFEELE: AdaBoostEAEEK
HEAT) G eeE S ANNE, BRZEICARTE EAHRES MEANNEMERE, ALIERXENREENNRENEL
eSS, FEHATLUSSHANNG, EEMERIR—HNg, , BELI—MIRASRERE LD Tree(D, u®)

IMEEAT DR, ERERENESRERENEMINE,, . ELEXINAIERI IR

- BRENERZEFRAR ERHEMMENE,  RREZEINEXNENMIERIE. FIsISVMF, FEIIMhinge lossHIEB
7. BRARNBZEZINEEREBEAAEE, MRENDFWBIIRE, BX, BT

- BEENERZEFRRSR, BENEZREIEMEZN. BB 2T bootstrappinghdfEiA, HSLR a7 NERIMS: NE
BIEE, HLmEZEESEHMy; NERTRIENE, HpBnEuESH M. B4, HN 2, MEANBEZREENENTS
S RAREHORAORE MR, XEE, MATMBEI—EANAN' MFSIEED,, HhEMEuEMtAIEL Fu, BHAHAIINE
HISINE

B, AdaBoostREEIRILENAIE, HRESIEEDRB O ik, AEERIERITSIRED, KR REI R4,
FSHXBEE—AFE: AdaBoostBEEE—LLLYREESKE, MRAANAENEEIREERNELNK, EIEEskAdaBoostE
BMEHRBONE (BH) o, SHEIMUERERE, B, = Ine = In /(1 — &) /e, MBRERgIEHAX, LEREK, B
EBIEFRE, BARLBEE, (g,) = 0, BWED () = ¢ = 0, Bla, = oo, BT —MktE!

£T FERIES, Ei8AdaBoostHILRIR, AT ER EIRKRNAE, RRFEEDKFHEBSSS. IHEDKSR (XBERRRN)
TRIESSRITTE B

o JIRRNGHITEOR:, SUREHINERTTE. SE—MRERERIIDERRHNISE
- FENLEEIE, FERNERESINRET S Rz« ul)

A ETES, AIIEE): AdaBoostREEH = AdaBoost + EHEEEx ult) + BIRATHIRERD Tree(D; )

XIHEIRARIRIERE, WIRES 1. FRZEHINREN (C&RTEZX) , MEMBHRE— DR, EBURFMIIDRE
HEX, HEHHRBIEAFRSENAEEREIERMER). MRAEENENATITHRRE, IPASLR LLETRRIGRCNK
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T—NRENE. BIRIEREIRIAdaBoost R RN ZAdaBoost R RIMAI— TR IA B

BiititAESAdaBoost
ZETfHEAdaBoostly, BEIR HId AN ERIEFEN

LD { uq(f) - ¢, if incorrect
/¥

if correct

A FAILMEH—SAE: BRZAIREN, MRy, € {1, +1}, BBABDEERIERT, BY.9:(x,) = 1, BN
Y9t (x,) = —1, Bt EXALAES R

LD ug) . ‘t—ynyt(xn)

n =

WG = e, aILISE!

ul = ul) - exp(—ynaug, (x,))

B iEHERT, B

t=1

T
ul Y = Hexp(*ynatgt (xn)) = exp( Yn Zatgt Xn )

FEREIEMEE RO T LI T AdaBoost IR RIREEG (x) : G(x) = sign (Zt 1atgt(x)) LGS | opge (X)iBH
{g: } TEX ER9IREESS (voting score)

BIEIARY, AdaBoostSChr ER—MAMRSRITE: BIEERREAEERNRAEIEN— %R, AREEREN=EEFES
H—NMEMRE, XANMEMHEEEIRIE T 81N g R0/1E, MREERIRREIERTR, (x,) 50 (X,), BB g NEHEIN

(w Tp(x
BT w;, BARTUEPHAINES AL, wigi(x,). EIFZBHESIRISVMEIBIEY, margin = 0000 s /g

XA FPROEEED, NG/ || w || FIRsRAM A HRFEER— M REE— Ny, . EOBow' ¢(x,, ) HsLiEis
NRREEFEESOMS. B, y, - voting scorethix LMEHFFSHRIRBMITIENAIER, HIIFEXNMAREE—E

E’?ach’JIE%SI BESRUNL, BRAexp(—y, (voting score))shingiNvetF, o'F Y thRrizid/)\iktF, ThFL, AdaBoostBRETERII

SN uy, BEARGESISERTEEMEANEREA. BRI, TEH/IME
Yoy 1
SRS Dot E o)
n=1

BRI BHRE RS RIS s — 3L | cngs(x,), LR BHESIN0MRER S erro /1 (s, y) = [ys < 0] WS LEH
AR FEERAdaBoostERIE Y B/ NIRRT, 86T aps, BPATETAps = exp(—ys) FROISHIRETH) e
erro/ BILR, EUAILIE, AdaBoosttBEIER/NOMIBESHEIN LIR, HTHASETS LT

TR, BEBAAdaBoostEIARIRRILUR/NETT App . IXMIEBITFRRMIF ZRIREINIBE FHEE (GD) , RANIGDEEHKEI—1E
EviFATIESR, TAdaBoost2EHEI—MERE g, (FA TSR, BMESIAL, ATIHEMEg,, HEERE

mln EADA % Z exp( Yn (z_: OéTg.,-(Xn) + nh(xn)>>

BERRF, fAu) = L - exp(—y, 7 gy (%)), T4

xp (—yn (2 orgr (%) + nh(xn>)>

Xp (yn 2 aTgT(xn)> - exp(—ynnh(x,))
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ug) eXp(fynnh(xn))

mgn Eppa =
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aD D
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3
I
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3
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B L EERMHAMZRERIT, A5
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o5 ()
Eaps = n —ypnh(x,
min Eypa § un’ exp(—y,nh(x,))

n=1

N
~ 3 a1 - gnhx,)
n=1
N N
= > ul) = ully,h(x,)

EELBICD min s Eu (e 1) = Fi () TV B (w, JORRT ! B, XEY, un RAOR, BRI
SEMEY N u (—ynh(x,)).

RTXEEBIRTTHREA, Bity, € {-1,+1}, h(x,) € {-1,+1} FRRME, BAERIMUIKT, &

S ul) ) = 3l { 1 o = hia)
2 IR = 2 1 ity # h(xa)
N N
_ (t) t){O if y, = h(x,)
= — Up” + Un
,; n; 2 ify, # h(x,)
N N
==Y ul? 2wl [y, # hix,)]
n=1 n=1

e, ERMY L u(—yh(x,)), TREHESSIMEEL(R), THXIERAdaBoostyEE AMIE! BIAKET—A
FRORE NIRRT g, = h

HRIE LEAHES, AdaBoostBIBEMSIMEE \py = SV, ull) exp(— yn () BREEI—MBROE R g, = h, BBATERE]g, A

n=1

5, B \iﬁEﬂ%F%GDﬁBﬁ@RE'%%?JIE%E’\J—/J\in MRESBMEEsps = Y0, ul)) exp(—yang: (x,)), H—B
matmt UE—PEEA A MEKARNIER: MRSLTER, By, = 9.(x,), MERHRI— 78 gu! exp(—n); 4058

KR, *Jl‘:%ﬁyn # 9:(Xn), ERAAE— TR exp(+n). BRI DHFHNGNEXL, B

N N
Zuﬁf) exp(—ynng: (x,)) = Z (u%t) [yn = g:(xs)] exp(—n) + uy! [yn = 9:(xn)] exp(—l—n))
n=1

n=1

N N oLOn N — i}
= exp(_n) . Zug) . Zn:l Up [[yn gt( n)]] 4 eXp(+7]) ) Zug) . Zn:l Uy [[yn #* gt( n)]

n=1 ZnN U (t) n=1 ZnN 11U (t)
N (t) - (t)
— eXp(f’n) . Zun . (]. — Gt) + eXp(+77) . ZUTL * €t
n=1 n=1
N
= > ul - (1 — &) exp(—1) + e exp(+n))
n=1

KR aEADAf ORTLMEZIS Y, , T

@Zun- (1~ &) exp(—n) + e exp(+7)) = 0

(1 —€) + e exp(+2n) =0
s

sexp(+2n) = -
t
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<:>17:1n\/ Et:at
€t

LR ERmiA, AdaBoost2inELUREHHEE (HTRARREMAREE) , BRNS M T RAERER TR

Eitk, *atZEEtSfEF f‘i‘kﬂg’fh
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X E—TATHRIREM— G, BlEAdaBoostE—EHRER/IMUIERIRE: B—SHEI—MERg:, REREEESZIT, XNE
By

Bf#AAdaBoostsEfn FE—SHEER/IMUENRERE, BBATENEHRTT B, tEE—SHHANRERMAILIZZ Al HIAIERL
IRERH? EREEEN, ¥ RIEBEINEERABERAEE (Gradient Boosting) , 24

t—1
— h
min min Zerr <;afgr(xn)+n (%), )
FEIXMEZRT, SELAERARBERAE SBoosting, FRRARAIEIRE

g, AREERBoosting/TERBETE, 531" a.g,(x,)Bhs,, BAREREHMZETHRE,
err(s,y) = (s — y)% M EXRERSNOEE, ESAHEDET, &

N 1 derr (s, y,)
m}}n — ; err(s, + nh(x,),yn) =~ IIllIl ~ Z err(sn, Yn) + N Znh(xn)T s=sn
n &
= min constants + N ; h(x,) - 2(s, — yn)
HTFE—MEIMURE, RELhiINGF, R s, — y, NIE, BBARFIRIZASG; BNAREIZAE. ERXEIRBRE, Fitit
FHBEL(x,) = —00 - (Sy — Yn). ATFEMPRESHK—NAE, BWXEATLL (BEIZ) FhRIRIME—NRE, hAIKINRnSR

R, BEMAIERE Z‘ZEAFEJ‘S(jhE’JjC/J\M—ABE%J, Blgn||h|| = 1, EEERESMIDTEREERLBMRN. B—MEik 6%
RIHERA B RFANLLIENMLAIRBAR, EhEIR/IMERESIIRIAZERFNEES, B
(2h(xn)(sn - yn) + (h(xn))z)

min constants +
h

= constants + (constant + (h(x,) — (y, — sn))2)

2l ==
1= 1=

I
—

n

NRE EXrEEHImE LE (HEFESEATNER) , BBAELHEEKmin,, ZnN:1(h(xn) — (yp — 8n))?%, TOXANAIBELFR
i‘{%{’l‘@ﬁ@ﬂﬂ. RN IR BfMEMNy, B T % EY, — s,. ELARSEPSERAMSEENFHEMED, KRN
EETRINALE, ETRMEEKRBERMLIN. XMUKIERELUE A
1 N
min — ;(Sn + 0 (%4) — n)?
1 N

= min N ;((yn - Sn) - ngt(xn))2

"
HIRE—RTENEMEREE, MARET g, THSHFEIRBAN, WHEEET
B EARBTEESE—R, MAUGEIBERRASRNEL (GBDT)

S1=8 =...=sy=0

Mt =1,2,...,T

1. ERA{ (X0, Yn — sn) })TRBg; . HPAR— S/ GRENEIREE, BERFEEIIHNCERTIREN
2. 1t8a; = OneVarLinearReg({(9: (X1), Yn — Sn)})
3. B#fis, < sp + 19:(xy,)

BEG(x) = 27 (%)
GBDT2AdaBoost- 25 FIS kiR R T aRpy%RE", ELkPIEEER

(£E&F: GBDTHIRMEB ZHILIIXGBoostFILightGBMtE BT AR KRS KR, sklearnti&5GBDTClassifier)
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Eit, FERAGREENATE, XEWNE()—ER
- BRREEL, REGIS I RN LNEHRE, 2A—T=fEEAN

o WHREG: 81qREER, BXRERNERTE

o IFISRE: LR LMENMAED g, M— 12, REIIG— MR, HIERIRERNERME, ERFEIVOE
A, BlEIlE

o FMRE: SITREGEN, RATIRFEIGNRIFEMRE, XM75XBENIRAEEREEE (stacking) . HIBKKY

ORISR

. ERNFTE, BN¥Tg,—NERE. XETNTE
Bagging AdaBoost Decision Tree
diverse g; by diverse g; diverse g;
bootstrapping; by reweighting; by data splitting;
uniform vote linear vote conditional vote
by nothing :-) ) by steepest search | by branching
Random Forest AdaBoost-DTree
randomized bagging | AdaBoost
+ ‘strong’ DTree + ‘weak’ DTree

GradientBoost

diverse g;

by residual fitting;
linear vote

by steepest search

GBDT

GradientBoost
+ ‘weak’ DTree

HehEH# M. AdaBoost-DTreefIGBDTHELERF FIRIIREY

BRRSEN T LUEENFHERIEHER, SEREHFING (x)RE, BRTRIGHIEE, BrIRTLIEZIENCAER, ERE155
BG (x) NMrAE, BRTINANER. B2, EXNEERE (BRI NRESensemble) , HJLUSEIEIFHIIR

NTUML 28. {hEZRILE

o AXIEE: Tingxun Shi
o AIHEE: hitp://txshi-mt.com/2017/10/19/NTUML-28-Neural-Network/
o WRINFEIR: AEEREXERSRIFERIN, $95RA CC BY-NC-SA 3.0 Fatiy, FHEiEEH!

)

FRERBEZRBIAE TRANAES, AiENHE TREREGHRS, BBABRE—MUIETLMSET N BAINEEIBE a5
Ratek? EAEAILR. RR—HEENRBAN, SPRBANIIGHRNRE W, , REER g, BEERMREENNE N,
NEREERINRSREGH

T
G(x) = sign Zatsign(ng)
gt(x
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ALEEIXMIEEERANE: F—Hw,ARKRE, FHyBAKILgRE. B, XEEGRANBRANERY, —EBHE81 g™~
&, —HBRRENGFE

BRANMRELUS, SJLASSHIRLMRREE. NELSH T ANDRERIGIF

01 g- AND(94,092)

15 REHANDH A E
EHIER T, R Mg RFHRAI0T, TRWCGHITA1, BURSFMTA-1. KFHLBETEIN, ABEHE
G(x) = sign(—1 + g1(x) + 92(x))

FMATLAF I H FEPRRZELFELANAR, AZIANDREAIZIR. FIE, ORFINOTHIRSRBAILARKRIRGE £, Eirt, F
BEHRANRGEIEEENIFEER, EIMBANEES (EROBEEHMVCERc, E—MEENRIBAMER) , thaLig
E—MFBRIAR, Fln— A EFA%LR

BR, BN EASFRETIXORRE, XE— M &ARIRG. EARRREZ, WMRICq Mo EFRFHEREER, NEHRI=(E
?(91(x), 92(x))Hh, BIHEIEAVERENATREMTHH

f

BRAEALREIN AR IETIIXOREEE? B AIFMAN, IF&MTSHEIRET BT EETEE M TS, X MEEE
BEMEER, BXORREES, B

XOR(g1,92) = OR(AND(—g1,92), AND(g1, —92))
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FTANDEREL AT AR (B G R B, ORFENATLARBAINEMERSRLM, FIET EEAYrS AR LA OB AT
PIXORTY, RAAEUIET—B. XERARREIRAS RN, CREmRERAEHE MR

SRR SCRR ERXSEM ST TRREAEN. XESPRBANBAILEFER—MHET, METiIREITLEMERETZE
BOER:, REEXEMNA, EHEER, METZEETER, PR T — WSS, RAOMENLSE . TS H T — NSRRI
ERTEE
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’ +1 +1
X1
i I | —
X2
i ul
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i
ZERHEWSETE

LEFSIREEBE— AN, FE CRATSRRM— N TR (XERsignRE), Tt EsignRENESR) , RE<ZEN
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ISR E— RN BB ENRSERN— ik, DR SRR, ETEREMMITRAe?, BiEA
FEERRABAW T EEMHERER, TENE W, NEMEREERs = w' ¢?) (W (x)). BTN, oMtz
FE—MEMRE, XMEMEE A LRIEERRIEUEEARRNEARSTIN, fIINEMEsSEE (BAO0FL) « ZeitmT8E Logistic
mR., XEANTERER, SEREERRMEHREMRE (IRE—SREBERLMERT )

B8, PIEARIAREME RIS D s BT R, WNRXNEIREMEPIREREL (Flg0sign) |, BBABMHETHE— MR, ATARTLUE
XA EHRRE B —EAZE? SEREMERELRAKIFHY, ENXFSERENNBROA— PRI (LRI S M AE R Rt
k) |, WINTHESRE, BEFEETRESRE. Lfrt, BTMHPRRSEEARL, AR, EEEERSTEL, T
HEWEEREtanh(z), EENA

ton() — ©0l) — exp(a)
exp(z) + exp(—)

HLMEEEERsignREAEIIRE, BRERSRMMN, MEEUTEY P ThTFRE
tanh RS 2 BIHEZIAYsigmoid REE A X :
tanh(z) = 20(2z) — 1
ZERGHES, ERIFEEM R A ERtanh R
BETSR, AT EFhE EEMERIRES, BENNERHINS METHSOHTEN. ST TE

Xo =1 +1 +1
X1

tanh —
Xo tanh

tanh

tanh
'

Xd 3}32) tanh ngz)

BENETEE (FRE)

Heh, LRETHEMESSNEN. MANECHSEE, $—STHRMASIE, LS, dYAmEhs(ERaannT s, &
ZRZSMEEEARE—MUE, ALERw, Bl < £ < IEREEESHER; 0 < i < dC VRS0 - IR
2, MOFHAIRE (OXMMSHEEIN, MERIE)  TUBERBARE, 1 < j < dY2HIEHETHFE, MFFHEIRE,
TEERBHRD]. BOER, o)) TR - RS METTRRIERE A S TTNE

BIEP, BINTREEETREHCBANE, B L—ERETRENIUSS R, iB?asy)o HAE—RIEX, &
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0= S wlfale

1=0

EESLITIREHEEINE (R = 0, NNNFREIERN—MSE) |
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L0 _ {tanh(sj ) if{ <L

sy) ifl=1

RPN NRAE (BRI, SRHERRECRNMAANE) | WeERERIEAHNEERESEE
x(ERMAEXD) , EihEaRSEN—RITEERXY , SEEnHENIEIEE Y e

MWYEREN LB, hiasEm R siEtE e (x),



a1 (1) (e-1)
ne (x) = tanh( |:Zi_0 Wi Z; :| )

Hr5wiEh (H7) B, wrAEEX, tanhfERBRAH. BOIER, WxSNEREWART CEINTE, BHEREEHRY
B-EHEMIRRE, XPEXRRSENEMSIEN

BRI ENEIETZEIEEN, T—OHMaNBRERNFEINE

HREMEFES

RIEHA TGRSR M) REATE, BA— MREAKTERE, DEFIHakn{w])}, &, (v )8
MRRE—MBEE, BMERERSBBAINORSEE, R ERRERF R ERRONE, ERNRE51EE
B, AEhYERANET, EREMERY, MFS—SRAX,, SHEREREIVS, TRORLRSRED, B8
NNet(x,,), WFEMSHAREHAE, MR, XEERTHREGE, MURERENe, = (4, — NNet(x,))?,

XMEBHEFIRAKE. BT HENEMNEHRS MEZ AFFELTHRER, Etﬂl&fr%%), TR LAE FRRIE I AR TN B
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i% (GD) EERBHBE TIEA (SGD) MEmiiit. FLUE TREMRITE, HEMAHE aae&)
w”‘

BAE—MREEOER: MHEREARE—ERONEY) , HSREZANAR. TERE—ERE— A, BitjEEnt.
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TESE—R SRR ENLE X — M s, FiEmhmesD . xe—k, TULEERRF, B

2
€n = (yn - NNet(xn))Z = (yn - SEL)>

Bt MTREREORINE, BUHE 0 (0 < i < dE), ALMEREERS", RN
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8671 aen a81 (L) (L-1)
= . = — 2 y’l’l — S . xl
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)

L

Oe,, Oe,, 585- )
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HepREETRES SRR, ), ESETRR EAE, BEEETRENS,, FENRTFTIUSH

(
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0= 0 o= '@i )
Bwij st Bwij

éj:LZ:lw,ELE%ﬁéﬁﬁm:42<%—wfvo%T%%E%ﬁ%ﬁ&ﬁ?%d
T SRR MR R AN A S MRS, EIATEER/MES RUTSMREN, EASSE5ES

sVLUE, SyEfdrstttanh, BEBANEL . XMBLTUT— RIS MEY, ", BENE—NE, BEPNE
—HERI T TR, B
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(¢) tanh (g w§k+ ) .
s; =, = (D) — = e,
k

Rl RR SR AN SR BB S s, XEARIEE (HRE—E—Had ) ER) . BtE, B



4(6+1) de, 63,2”” amﬁf)
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5([) _ noo_ .
! st kz‘f Bsgfﬂ) 8z s
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) (557) (s (4)

B, SORM0. LML + UR0s, i, BLEESITAER, RTLSHRERENEIEE, RIRMEERE, 28
pisiER

MEATEREY,
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        机器学习的概念


我们可以从人类的学习思维入手。人类的学习过程，是从观察出发，经过大脑内化以后，变成有用的技巧。机器学习，类似地，是我们希望能让电脑模拟类似的过程。这时，电脑的观察到的东西被称作是数据，而思考过程实际上是计算过程，技巧则是增强某一方面的表现。因此，



机器学习的过程是从数据出发，经过计算过程以后，最终获得某种表现上的增进





那么为什么需要机器学习呢？想象如下的例子，给定一张照片，判断照片里的物体是不是一棵（大自然中的）树。如果我们不使用机器学习算法，就需要对“什么是树”做一个回答，给出树的定义，并且动手将这个定义实现为程序。传统的做法是按照规则进行判断，而将规则表述出来是很难的。然而，我们认识树的方法其实也是通过观察，经过经验的积累判断这个是树或者不是，并不是教条地从长辈那里学习判断规则。类似地，我们也可以编写代码，让机器自己从数据中学习树的判断方法。因此，机器学习是构建复杂系统的另一种方法


机器学习在以下情况下尤其适用



		当我们不能提前想好各种情况，手工编码规则时。例如要让机器人在火星上导航，而我们不可能提前想到它在火星上会遇见什么样的情况


		当我们无法容易地定义问题的解决方案时。例如要做语音识别/视觉识别，而我们无法对音频信号做出准确定义


		当人们需要做出快速决策时。例如高频交易


		当要让机器服务于海量使用者时。例如做服务个性化定制





因此，我们可以从三个关键点进行判断，看是否适合使用机器学习



		问题应该是“可以学习的”，即存在一些潜在的模式，以及目标


		这些规则难以清晰定义


		手里掌握了对应的数据





机器学习的应用


机器学习目前在衣食住行四个方面都得到了广泛应用



		衣：Abu-Mostafa 2012利用销售数据和对用户的调研结果构建推荐系统给用户推荐穿搭


		食：Sadilek et al. 2013利用机器学习，以推特上的文本和地理位置信息为数据，判断餐厅的卫生状况


		住：Tsanas and Xifara 2012利用已有房间的特点和耗能，预测房屋的能源消耗


		行：Stallkamp et al. 2012利用交通标志照片和对应的意义，来提升认识交通标志的准确率





此外还有两个领域：教育和娱乐



		教育：系统根据学生的答题状况，有针对地提供题目让学生练习其薄弱的部分，同时将太难的题推后给出。即，给定一名学生的答题历史和一个题目，预测学生是否能作对这道题（KDDCup 2010）


		娱乐：系统根据用户的历史打分，预测用户对新电影的打分（KDDCup 2011）





机器学习的过程


问题背景


以银行信用卡发卡这一问题为例。假设银行收集了一些用户的基本信息，例如下表





		项目
		值






		年龄
		23岁




		性别
		女




		年薪
		20万人民币




		在所在地居住年数
		1




		工龄
		0.5




		负债额
		4万人民币







银行要解决的问题是，对于这样的客户，是否应该给她发放信用卡


问题的形式化描述


为了更加形式化地描述这个问题，我们需要定义一些符号：



		输入：\({\bf x} \in \mathcal{X}\)，例如上面的这些基本信息


		输出：\(y \in \mathcal{Y}\)，是我们期望得到的答案。例如在上面的问题中就是“发”或“不发”


		目标函数：\(f: \mathcal{X} \rightarrow \mathcal{Y}\)，是我们期望学到，但是目前不知道的东西。是最理想的公式


		数据：\(\mathcal{D} = \{({\bf x}_1, y_1), ({\bf x}_2, y_2), \ldots, ({\bf x}_n, y_n)\}\)，是之前积累的记录


		假设：\(g: \mathcal{X} \rightarrow \mathcal{Y}\)，是机器从数据中学到的函数。我们通常都希望\(g\)的表现足够好，即\(g \approx f\)。注意这里\(g\)不一定等于\(f\)（事实上，我们永远也不知道真正的\(f\)是什么样子，只知道由\(f\)产生的数据\(\mathcal{D}\)）


		机器学习算法：\(\mathcal{A}\)，是由\(\mathcal{D}\)产生\(g\)的算法，可以理解为\(\mathcal{A}\)会从各种不同假设\(h_k\)（这里\(h_k\)有好有坏）构成的集合\(\mathcal{H}\)中挑选出来一个最好的\(g\)，使得\(g\approx f\)。即\(\mathcal{A}\)以\(\mathcal{D}\)和\(\mathcal{H}\)为输入，以\(g\)为输出。





我们所讲的机器学习模型，指的就是\(\mathcal{A}\)和\(\mathcal{H}\)


在有了这些记号以后，我们可以重新给机器学习下一个定义



机器学习是使用数据计算假设\(g\)以逼近目标函数\(f\)的过程





机器学习与其它名词


机器学习与数据挖掘


数据挖掘的一个简单定义是使用海量数据中以找出一些有趣的现象或性质。这里，如果“有用的性质”就是“能够逼近目标函数的假设”，那么数据挖掘和机器学习是没有区别的。假如这两个概念只是有关联，那么这两者是相辅相成的关系


传统上的数据挖掘还关注如何在大的数据库中进行有效计算。不过现在已经很难将机器学习和数据挖掘这两个概念分开了


机器学习与人工智能


人工智能要求计算机呈现出一些智能的行为。由于机器学习逼近目标函数的过程就展现了一些智能，因此我们可以说，机器学习是实现人工智能的一种手段。


机器学习与统计学


统计学是要使用数据做出推论，推测一些我们本来不知道的事实。考虑到假设\(g\)是推论结果，\(f\)是不知道的事情，那么可以说统计是实现机器学习的一种方法。但是传统统计学从数学出发，很多工具是为数学假设提供证明和推论。而机器学习看重的是如何算出结果。总而言之，统计学为机器学习提供了很多有力的工具
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        感知机假设集合


上回说到机器学习的核心就是，使用算法\(\mathcal{A}\)接收数据\(\mathcal{D}\)，从假设集合（所有可能性）\(\mathcal{H}\)中选出一个\(g\)，希望\(g \approx f\)。那么我们现在最关心就是，\(\mathcal{H}\)应该是什么样的。


以之前提到的银行审核发放信用卡的场景为例，假设我们把每个使用者定义为向量\(\bf x\)，包含\(d\)个维度，例如\(x_1\)代表年龄，\(x_2\)代表年薪，等等。我们可以将这些维度（因素）综合起来给使用者一个整体分数。如果这个分数超过了某个标准，那就给ta发放；否则拒绝发放。这样，我们需要给每个\(x_i, i \in \{1, \ldots, d\}\)来赋一个系数\(w_i\)，如果特征对最后的影响是正面的，那么就给\(w_i\)正值，否则给负值。如果我们再规定一个阈值\(\rm threshold\)，那么我们的决策方法就可以写为，如果\(\sum_{i=1}^d w_ix_i > {\rm threshold}\)，就批准信用卡申请，否则就拒绝。


我们可以进一步地规定输出空间\(\mathcal{Y} \in \{-1, +1\}\)，其中\(y = -1\)时表示拒绝，\(y=1\)时表示许可。这样做的好处是我们可以直接使用\(\rm sign\)函数来求出\(y\)的值，具体地说，假设集合\(\mathcal{H}\)中的每个元素\(h \in \mathcal{H}\)都有如下形式 \[
h({\bf x}) = {\rm sign}\left(\left(\sum_{i=1}^d w_ix_i\right) - {\rm threshold}\right)
\] 其中\(\rm sign\)函数的定义为 \[
{\rm sign}(x) = \begin{cases} +1 & {\rm if\  } x > 0 \\ -1 & {\rm if\  }x < 0\end{cases}
\] 即对用户的所有属性做一个加权打分，看它是否超过阈值。如果超过，则批准；否则就拒绝（如果正好等于阈值，这种情况很少发生，甚至可以随机决定\(y\)是-1还是1）。


这里我们说\(\mathcal{H}\)是一个集合的原因是，不同的\(\bf w\)和\(\rm threshold\)都对应了不同的\(h\)，所有这些可能性对应的所有\(h\)构成了最后的假设集合\(\mathcal{H}\)。\(h\)这样的函数类型称为感知机（perceptron），其中\(\bf w\)称为权重。进一步地，假设我们把\(-\rm threshold\)看做是\((-{\rm threshold}) \cdot (+1)\)，然后把\(+1\)看作是\(x_0\)，那么前面的公式形式可以作进一步的简化，即 \[
\begin{align*}
h({\bf x}) &= {\rm sign}\left(\left(\sum_{i=1}^d w_ix_i\right) - {\rm threshold}\right) \\
&= {\rm sign}\left(\left(\sum_{i=1}^d w_ix_i\right) + \underbrace{(- {\rm threshold})}_{w_0}\cdot \underbrace{(+1)}_{x_0}\right) \\
&= {\rm sign}\left(\sum_{i=0}^d w_ix_i\right) \\
&= {\rm sign}({\bf w}^\mathsf{T}{\bf x})
\end{align*}
\] 这里\(\bf w\)和\(\bf x\)都看作是列向量，即维度为$ (d+1) 1$


我们可以来看一个图例来加强理解。假如我们顾客的特征数（也就是前面说的属性维度）为2，那么我们可以把任意输入\(\bf x\)画在一个平面\(\mathbb{R}^2\)上（类似的，如果特征数为\(d\)，那么每个输入\(\bf x\)都可以在\(\mathbb{R}^d\)空间表示，只是会对我们的可视化造成困难），每个输入对应平面上的一个点。这样，\(\mathbb{R}^2\)上的\(h\)都有如下形式： \[
h({\bf x}) = {\rm sign}(w_0 + w_1x_1 + w_2x_2)
\] 可以看出，每个\(h\)其实都对应了\(\mathbb{R}^2\)上的一条直线。感知机规定位于直线某一侧的样本都被判定为正例，另一侧的样本都被判定为负例。不同的权重会产生不同的直线，从而对顾客有不同的分类方式。假设我们用蓝色的圈o表示正例，红色的叉×表示负例，下图给出了两个不同感知机的图



[image: 感知机的例子]感知机的例子

可以看出右边的感知机在训练集上效果更好，因为它对所有例子做出了正确分类。而左侧的感知机在训练集上表现稍逊（一个正例被误判为负，两个负例被误判为正）


由于感知机都对应于一个超平面，因此它也被称为是线性分类器（\(\mathbb{R}^2\)的超平面是一条直线，\(\mathbb{R}^3\)的超平面是一个平面，以此类推）。


感知机学习算法


在我们知道了\(h \in \mathcal{H}\)的形态以后，接下来的问题是设计算法\(\mathcal{A}\)来选出最优的\(g\)来逼近理想的\(f\)。尽管我们不知道\(f\)具体应该是什么，但是我们知道数据\(\mathcal{D}\)是由\(f\)生成。因此我们有理由相信，好的\(g\)满足对所有我们已经收集到的数据，其输出与\(f\)的输出尽可能接近，即\(g({\bf x}_n) = f({\bf x}_n) = y_n\)。因此，我们可以先找一个超平面，至少能够对训练集中的数据正确分类。然而难度在于，\(\mathcal{H}\)的大小通常都是无限的。


一种解决方案是，我们可以先初始化一个超平面\(g_0\)（为了简单起见，将其以其权重\({\bf w}_0\)代表，称为初始权重）。我们允许这个超平面犯错，但是我们要设计算法，让超平面遇到\(\mathcal{D}\)中的错分样本以后可以修正自己。通常我们可以将\({\bf w}_0\)初始化为零向量\(\bf 0\)。然后，在每一步\(t\)，找到一个使\({\bf w}_t\)错分的样本\(({\bf x}_{n(t)}, y_{n(t)})\)。即有 \[
{\rm sign}({\bf w}_t^\mathsf{T}{\bf x}_{n(t)}) \not =y_{n(t)}
\] 接下来我们试着修正\({\bf w}_t\)。可以看到错分有两种情况：



		\(y\)本来应该是+1，但是模型判断出来是负值。也就是说此时\(\bf w\)与\(\bf x\)之间的角度太大，因此需要把\(\bf w\)往靠近\(\bf x\)的方向旋转使它们的角度变小。可以通过让\({\bf w}_{t+1} \leftarrow {\bf w}_t + y_{n(t)}{\bf x}_{n(t)}\)达到这个目的


		\(y\)本来应该是-1，但是模型判断出来是正值。也就是说此时\(\bf w\)与\(\bf x\)之间的角度太小，因此需要把\(\bf w\)往远离\(\bf x\)的方向旋转使它们的角度变大。考虑到符号，其实也可以通过让\({\bf w}_{t+1} \leftarrow {\bf w}_t + y_{n(t)}{\bf x}_{n(t)}\)达到这个目的





因此，在第\(t+1\)时刻，我们总可以通过下式来修正\({\bf w}_t\)，即 \[
{\bf w}_{t+1} \leftarrow {\bf w}_t + y_{n(t)}{\bf x}_{n(t)}
\] 下图给出了这两种情况的示例



[image: 感知机修正权重的示意图]感知机修正权重的示意图

感知机学习算法（Perceptron Learning Algorithm, PLA）就是重复上面的过程，直到没有错误发生为止。算法将最后得到的权重\(\bf w\)（记做\({\bf w}_{\rm PLA}\)）返回为\(g\)。完整的写法如下



感知机学习算法


对\(t = 0, 1, \ldots\)


1). 找到一个使\({\bf w}_t\)错分的样本\(({\bf x}_{n(t)}, y_{n(t)})\)。即有 \[
{\rm sign}({\bf w}_t^\mathsf{T}{\bf x}_{n(t)}) \not =y_{n(t)}
\]


2). 以如下方法修正\({\bf w}_t\)： \[
{\bf w}_{t+1} \leftarrow {\bf w}_t + y_{n(t)}{\bf x}_{n(t)}
\] 直到遍历了所有样本一遍以后都没有找到错误为止。





注意这里“遍历一遍”不一定非得顺序遍历，只要遍历过样本的一个全排列即可。例如假如样本中有4条数据，可以按照诸如2,3,4,1或者3,2,1,4这样的顺序遍历


讲到这里，我们可能会有以下问题：



		算法真的会停止吗？


		能否确定算法返回的\(g \approx f\)?





我们接下来会讨论这些问题。不过我在这里想首先对Fun time中的题目做一个详细解答。为了方便起见，简记\(y = y_{n(t)}, {\bf x} = {\bf x}_{n(t)}, {\bf w} = {\bf w}_t\)，代入\({\bf w}_{t+1} \leftarrow {\bf w}_t + y_{n(t)}{\bf x}_{n(t)}\)，有 \[
\begin{align*}
y{\bf w}_{t+1}^\mathsf{T}{\bf x} &= y({\bf w} + y{\bf x})^\mathsf{T}{\bf x} \\
&= (y{\bf w}^\mathsf{T} + y(y{\bf x})^\mathsf{T}){\bf x} \\
&= y{\bf w}^\mathsf{T}{\bf x} + y{\bf x}^\mathsf{T}y^\mathsf{T}{\bf x} \\
&=  y{\bf w}^\mathsf{T}{\bf x} + yy^\mathsf{T}{\bf x}^\mathsf{T}{\bf x} \hspace{3ex} (\because y {\rm\  is\  a\  scalar}) \\
&= y{\bf w}^\mathsf{T}{\bf x} + y^2|\!|{\bf x}|\!|_2^2 > y{\bf w}^\mathsf{T}{\bf x} 
\end{align*}
\]


感知机的有效性与确定终止性


回顾PLA算法的停止条件，它是在没有找到错误的时候才停止，这要求我们的数据可以用一条线将正例样本和负例样本分割开来（如果不存在这条线，PLA肯定是不可能停止的）。这种条件叫做线性可分条件。接下来，我们需要证明：如果数据集的确是线性可分的，感知机是否总能找到一个超平面把数据恰好分开。


假设数据集\(\mathcal{D}\)线性可分，我们先证明存在一个超平面\({\bf w}_f\)使得对任意\(i \in \{1, \ldots, n\}, y_i = {\rm sign}({\bf w}_f^\mathsf{T}{\bf x}_i)\)。这意味着对每个\({\bf x}_i\)，它与超平面都有一定距离，即 \[
\min_n y_n {\bf w}_f^\mathsf{T}{\bf x}_n > 0
\] 其中\({\bf w}_f^\mathsf{T}{\bf x}_n\)是点\({\bf x}_n\)到\({\bf w}_f\)的带符号的距离。如果它被放在了相对于超平面的正确一侧，那么这个值与其标签的乘积应该是正数，否则为负数。则在训练过程中遇到的所有错分点\(({\bf x}_{n(t)}, y_{n(t)})\)（假设在时刻\(t\)遇到），肯定有 \[
y_{n(t)}{\bf w}_f^\mathsf{T}{\bf x}_{n(t)} \ge \min_n y_n {\bf w}_f^\mathsf{T}{\bf x}_n > 0
\] 我们可以先证明，\({\bf w}_t\)被\(({\bf x}_{n(t)}, y_{n(t)})\)纠正以后更加接近\({\bf w}_f\)。我们可以通过两个向量的内积来判断它们是否接近：两个向量越接近，内积越大（可以理解为两向量\({\bf u}\)和\(\bf v\)越接近，其夹角\(\theta\)越小，那么\(\cos \theta\)越大，所以两者的内积\({\bf u} \cdot {\bf v} = |\!|{\bf u}|\!||\!|{\bf v}|\!|\cos \theta\)越大），则 \[
\begin{align*}
{\bf w}_f^\mathsf{T}{\bf w}_{t+1} &= {\bf w}_t^\mathsf{T}({\bf w}_t + y_{n(t)}{\bf x}_{n(t)}) \\
&\ge {\bf w}_f^\mathsf{T}{\bf w}_t + \min_n y_n {\bf w}_f^\mathsf{T}{\bf x}_n \\
&> {\bf w}_f^\mathsf{T}{\bf w}_t  + 0 = {\bf w}_f^\mathsf{T}{\bf w}_t\hspace{3ex}\blacksquare
\end{align*}
\] 但是这里有一个漏洞，即内积变大不一定说明两个向量接近，因为向量长度变大也会导致内积变大。因此接下来我们要证明，修正\({\bf w}_t\)以后，新的权重长度不会发生太大变化。这里要用到一个性质，即PLA仅在遇到错误的数据时才更新权重，即如果权重\({\bf w}_t\)被订正，意味着\({\rm sign}({\bf w}_t^\mathsf{T}{\bf x}_{n(t)}) \not= y_{n(t)}\)，也就是\(y_{n(t)}{\bf w}_t^\mathsf{T}{\bf x}_{n(t)} \le 0\)。考虑到\(y_{n(t)}\)是标量，且取值只可能为1或-1（即\(y_{n(t)}^2 = 1\)），\({\bf w}_t^\mathsf{T}{\bf x}_{n(t)}\)也是标量，因此 \[
\begin{align*}
|\!|{\bf w}_{t+1}|\!|^2 &= |\!|{\bf w}_t + y_{n(t)}{\bf x}_{n(t)}|\!|^2 
\end{align*}
\] 简记\(y = y_{n(t)}, {\bf x} = {\bf x}_{n(t)}, {\bf w} = {\bf w}_t\)，则 \[
\begin{align*}
|\!|{\bf w}_{t+1}|\!|^2 &= ({\bf w}+y{\bf x})^\mathsf{T}({\bf w}+y{\bf x}) \\
&= {\bf w}^\mathsf{T}{\bf w} + 2y{\bf w}^\mathsf{T}{\bf x} + {\bf x}^\mathsf{T}{\bf x} \\
&\le |\!|{\bf w}|\!|^2 + |\!|{\bf x}|\!|^2\hspace{3ex}(\because y{\bf w}^\mathsf{T}{\bf x} \le 0) \\
&\le |\!|{\bf w}|\!|^2 + \max_n |\!|{\bf x}_n|\!|^2
\end{align*}
\] 即权重经过修正以后，其长度最多增加\(\max_n |\!|{\bf x}_n|\!|^2\)


经由上面两个部分，假设权重的初始向量为\(\bf 0\)，我们可以求出经过\(T\)步更新最后得到的权重\({\bf w}_T\)与\({\bf w}_f\)之间的夹角余弦值的下界。为了求这个值，只需求两个权重归一化以后内积的下界即可，即 \[
\inf \left(\frac{ {\bf w}_f^\mathsf{T}}{|\!|{\bf w}_f|\!|} \cdot \frac{ {\bf w}_T}{|\!|{\bf w}_T|\!|} \right)
\] 先看分子。由于初始\({\bf w}_0 = {\bf 0}\)，因此由之前第一个证明的中间步骤，我们可以写出第一次更新、第二次更新……后分子的下界，即 \[
\begin{align*}
{\bf w}_f^\mathsf{T}{\bf w}_1 &\ge {\bf w}_f^\mathsf{T}\cdot {\bf 0} + \min_n y_n{\bf w}_f^\mathsf{T}{\bf x}_n \\
{\bf w}_f^\mathsf{T}{\bf w}_2 &\ge {\bf w}_f^\mathsf{T}\cdot {\bf w}_1 + \min_n y_n{\bf w}_f^\mathsf{T}{\bf x}_n \ge {\bf w}_f^\mathsf{T}\cdot {\bf 0} + 2\min_n y_n{\bf w}_f^\mathsf{T}{\bf x}_n \\
&\vdots \\
{\bf w}_f^\mathsf{T}{\bf w}_T &\ge T \min_n y_n{\bf w}_f^\mathsf{T}{\bf x}_n
\end{align*}
\] 类似地，对分母有 \[
|\!|{\bf w}_T|\!|^2 \le T\max_n|\!|{\bf x}_n|\!|^2
\] 因此， \[
\begin{align*}
\frac{ {\bf w}_f^\mathsf{T}}{|\!|{\bf w}_f|\!|} \cdot \frac{ {\bf w}_T}{|\!|{\bf w}_T|\!|} &\ge \frac{T\min_n y_n{\bf w}_f^\mathsf{T}{\bf x}_n}{|\!|{\bf w}_f|\!|\sqrt{T\max_n|\!|{\bf x}_n|\!|^2}} \\
&= \sqrt{T}\cdot \frac{\min_n y_n{\bf w}_f^\mathsf{T}{\bf x}_n}{|\!|{\bf w}_f|\!|\sqrt{\max_n|\!|{\bf x}_n|\!|^2}}
\end{align*}
\] 按照Fun Time中的记法，记\(R^2 = \max_n |\!|{\bf x}_n|\!|^2, \rho = \min_n y_n \frac{ {\bf w}_f^\mathsf{T}}{|\!|{\bf w}_f|\!|} {\bf x}_n\)，则 \[
\frac{ {\bf w}_f^\mathsf{T}}{|\!|{\bf w}_f|\!|} \cdot \frac{ {\bf w}_T}{|\!|{\bf w}_T|\!|} \ge \sqrt{T}\cdot\frac{\rho}{R}
\] 由于向量除以其长度得到的是单位向量，长度为1，在这种情况下，两者内积越大一定意味着两者的夹角越小，距离越近。但是这里需要注意的是，两者的距离不会无限接近，到\(\cos \theta=1​\)时就会停止。换一个角度看，因为两个单位向量的内积最大值为1，因此从上面的不等式可推出 \[
\sqrt{T} \cdot \frac{\rho}{R} \le 1 \Rightarrow T \le \frac{R^2}{\rho^2}
\] 即算法至多更新\(\frac{R^2}{\rho^2}\)步后一定会停止


感知机在线性不可分数据上的应用


由上面的证明，假设数据集是线性可分的，那么PLA算法最后肯定会停止，而且（对训练集）给出正确的分类。该算法非常容易实现，而且结束很快，适用于任意\(\mathbb{R}^d\)空间。但是这个算法最大的问题是，它要提前假设训练集是训练可分的，而且我们不知道算法什么时候会终止（因为上面给出的上限中用到了\({\bf w}_f\)，而我们不知道它是多少——甚至不知道是否存在！（在线性不可分的时候该向量不存在））


那么我们来考虑一个最坏的情况，即数据若的确是线性不可分的话，应该如何应对。由于数据产生的过程中可能会混入噪声，这使得原本线性可分的数据也可能因为噪声的存在而不可分。但是，一般情况下，噪声应该是一小部分，即我们可以退而求其次，不去寻找一个完美的超平面，而是去寻找一个犯错误最少的超平面，即 \[
{\bf w}_g \leftarrow \mathop{ {\rm arg}\min}_{\bf w} \sum_{n=1}^N [\![ y_n \not= {\rm sign}({\bf w}^\mathsf{T}{\bf x}_n)]\!]
\] 然而，求解这个问题被证明是NP难的，只能采用近似算法求解。例如，我们可以保存一个最好的权重，该权重到目前为止错分的数量最少。该算法称为“口袋法”，其完整细节如下



设定初始权重\(\hat{\bf w}\)


对时刻\(t = 0, 1, \cdots\)



		随机寻找一个\({\bf w}_t\)错分的样本\(({\bf x}_{n(t)}, y_{n(t)})\)




		试图通过如下方法修正\({\bf w}_t\) \[
{\bf w}_{t+1} \leftarrow {\bf w}_t + y_{n(t)}{\bf x}_{n(t)}
\]




		如果\({\bf w}_{t+1}\)犯的错误比\(\hat{\bf w}\)少，那么将\(\hat{\bf w}\)替换为\({\bf w}_{t+1}\)







直到足够多次迭代完成。我们将\(\hat{\bf w}\)（称为\({\bf w}_{\rm pocket}\)）返回为\(g\)





注意在线性可分集合上也可以使用口袋法，算法也可以返回一个无训练误差的解。但是由于每次更新权重以后，都要在所有数据上使用新旧权重各跑一遍，来计算错分数量，因此口袋法的执行时间通常比原始PLA的计算时间长很多
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        根据输出空间\(\mathcal{Y}\)分类


二元分类问题


重新回顾一下“是非题”的形式。为了解决这个问题，需要我们提供一批训练数据\(\mathcal{D}\)，其中我们要指出对哪些用户发放信用卡，哪些不发。像这样答案只有两种可能性（“要”或“不要”）的问题称为二元分类问题，其输出空间\(\mathcal{Y}\)通常用集合\(\{-1, +1\}\)表示，类似于“判断题”。这种问题类型的例子有很多，包括



		要不要发信用卡


		电子邮件是不是垃圾邮件


		病人有没有生病


		广告是否会赚钱





等等。


二元分类问题是机器学习中最基本也是最核心的问题，很多理论推导和算法模型设计都是从这一类问题出发。


多元分类问题


二元分类问题很容易进行扩展，即如果答案有多个离散的可能性，那么问题演变为多元分类问题。假设目标类别有\(K\)种，那么\(\mathcal{Y} = \{1,2,\cdots, K\}\)。一个典型的例子是对硬币进行分类，看投入的是1角、5角还是1元。这种问题类似于“选择题”。这种问题类型的例子包括



		识别手写数字是0到9这十个数字中的哪一种


		识别图片中的水果是哪一种水果


		邮件的进一步分类，例如是垃圾邮件、社交网络邮件、重要邮件还是促销活动邮件等等





回归问题


如果将医疗领域中的问题对应到上述问题中，那么这两种问题可以对应如下：



		二元分类问题：给定病人特征，判断病人是否患病


		多元分类问题：给定病人特征，判断病人患的是哪种癌症





但是还有一类问题，例如判断病人手术后多少天可以出院。这种问题的输出是整个实数集，或者实数集中的一个连续区间。这种问题通常被称为回归分析。此时\({\mathcal{Y}} \in \mathbb{R}\)或\(\mathcal{Y} = [{\rm lower}, {\rm upper}] \subset \mathbb{R}\)。这种问题类型的例子包括



		根据公司的状况，预测其次日股票价格


		根据大气状况，预测明日气温





回归问题是一种历史悠久的统计问题，也是机器学习领域里非常核心的问题


结构化分析


在自然语言处理（NLP）这个领域里，有一项任务是对于输入句子中的每个词标注其词性（Part of Speech, POS）。例如输入“I love ML”，程序应该可以将“I”标记为代词，“love”标记为动词，“ML”标记为名词。这种任务可以看作是一种多元分类问题，但是如果输入是以句子为单位，由于句子中有结构性，因此输出也是一个结构。这样的问题可以看做是一个巨大的多类别分类问题，各个类别是隐藏的，看不到，而且不同类别之间有联系，使得穷举所有可能性变得不可能。但是我们知道输出存在一定的结构性，并希望程序能够正确给出判定。这种问题称为结构化分析，此时\(\mathcal{Y}\)是一种结构。这种问题类型的例子包括



		给定蛋白质数据，判断蛋白质的结构


		给定语言文本，给出语法树





根据数据标签\(y_n\)分类


有监督学习


考虑在第一节中的硬币分类问题。我们可以将所有硬币的特征收集起来，设成\({\bf x}_n\)，同时可以将硬币的面额给出，称为\(y_n\)。这两部分可以一起给到机器学习的算法\(\mathcal{A}\)里，得到\(g\)。这种每个特征组\({\bf x}_n\)都有对应的\(y_n\)的学习问题称作有监督学习。这里“监督”的意义在于，对每个特征都可以给出对应的标签，是一种“完整”的教学。


无监督学习


如果对所有数据，都没有标签给出，机器也可以通过类似“自学”或者“自己研究”的方式将其归类。这种学习问题称作“无监督学习”。注意这种自动分类（称为聚类）的方法并不一定能得到正确的类数，而且如何判断聚类结果的好坏也是一个难题。这种问题类型的例子包括



		将文章按照主题归类


		将用户聚合称为用户群





当然，无监督学习不止聚类这一种方向，还包括了



		密度估计，即给定\(X = \{ {\bf x}_1, \ldots, {\bf x}_n\}\)，判断哪里稠密哪里稀疏。例如给定一些带有地点的交通事故资料，判断哪里是事故多发区（有点像回归分析）


		奇异点检测，即给定\(X = \{ {\bf x}_1, \ldots, {\bf x}_n\}\)，判断哪些是异常点。例如给定网络日志，判断哪些是爬取日志（有点像极端情况下的二元分类）





无监督学习的目标比较分散，难以衡量算法的好坏


半监督学习


介于有监督学习和无监督学习之间，只有少量数据有标签，大部分标签都没有，使用算法判断数据的类别。这类问题的特点是标记数据很贵（标签获取不容易）。


强化学习


类似于训练宠物的方法：当人们训练宠物时，无法直接告诉它给定讯号\({\bf x}_n\)以后期望的\(y_n\)，但是可以在它做了错误的回应以后施加惩罚，通过这种方式告诉它这种做法是错的（当然也可以在它做了的正确的或者你不排斥的回应以后施加奖励）。即此时系统的输入包括了数据\(X\)，系统的行为\(\tilde{y}\)和奖惩函数\(\rm goodness\)。这种问题类型的例子包括



		广告系统：\(X\)为用户特征，\(\tilde{y}\)为给出的广告，\({\rm goodness}\)是该广告的收入。这样系统可以学到对给定用户应该给出什么广告


		德州扑克：\(X\)为牌型和底池，\(\tilde{y}\)为叫牌策略，\(\rm goodness\)是牌局结束后的收益。这样系统可以学到对给定局面的叫牌策略





强化学习实际上是从一些隐含的数据中学习，这些数据通常是顺序的


根据学习方式\(f \Rightarrow ({\bf x}_n, y_n)\)分类


批处理学习


读进所有的数据，训练出来模型\(g\)，使用\(g\)来处理未知数据。批处理学习是最常见的一种学习方法


在线学习


每看到一个样本就做出预测，然后根据正确的标签对模型做出更新，让模型的效果越来越好。在线学习是一种循序渐进的学习方式。PLA就很容易被改写为在线学习方法，因为它看到一个错分样本就会更新权重。另外，强化学习通常都是在线学习，因为每次我们只能得到部分数据。


主动学习


批处理学习有点像填鸭式教育，在线学习有点像老师课堂讲授，但是这两种方式其实都是机器被动学习。近几年一种新提出的研究方式类似于让机器来主动提问，即对输入\({\bf x}_n\)来提问对应的\(y_n\)。由于机器提问可以有技巧，因此我们希望这种学习可以加速学习过程，同时减少对标签的需求。当标注样本比较昂贵的情况下，主动学习比较有用


根据输入空间\(\mathcal{X}\)分类


具体特征


这种情况下，输入\(\mathcal{X} \subseteq \mathbb{R}^d\)中的每个分量（称为特征）都有具体且复杂的物理意义。这些特征都包含了人类的智慧，称为“领域知识”，是机器学习能处理的最简单的输入


原始特征


假设要处理的是手写数字识别问题，我们可以对输入做一些分析，提取出具体特征，包括数字是否对称，笔画是否有弯折等等。但是，也可以直接将原始的每个像素的灰度值组合成一个256维向量（假设图片是16x16的）。这个输入比具体特征要抽象一些，求解也更困难，不过这些数据里仍然包含了一些简单的物理意义。原始特征通常需要机器或者人来转换为具体特征，这个转换的过程称为特征工程


抽象特征


以之前提到的预测用户对电影评分的比赛为例，对于这个问题，输入\(\mathcal{X} \subseteq \mathbb{N} \times \mathbb{N}\)实际上是用户编号和电影编号组成的二元组，而这些编号对机器来讲没有任何物理意义，因此更加需要特征转换


本系列课程主要关注二元分类问题或回归问题，有监督，使用批处理方式处理，数据都有具体特征
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        不可能学习的情况


首先来看一个例子：给定下图，你是否能判断最后的图形应该属于哪个类别，是-1还是+1



[image: 一个学习谜题]一个学习谜题

可以说\(g({\bf x})=+1\)，因为所有已知\(y_n = +1\)的图形都是对称的。也可以说\(g({\bf x}) = -1\)，因为所有已知\(y_n = -1\)的图形左上角都是黑的。甚至可以找出更加复杂的规则，让\(g({\bf x})\)取得+1或-1。可以说，这是一道公说公有理，婆说婆有理的问题，无论怎么样都可以说得到的答案是错误的。即，这个问题不可学习。


接下来看一个更加数学一些的例子：假设输入空间\({\mathcal{X}} = \{0, 1\}^3, \mathcal{Y} = \{\circ, \times\}\)，已知的数据集\(\mathcal{D}\)如下表所示





		\({\bf x}_n\)
		\(y_n = f({\bf x}_n)\)






		0 0 0
		\(\circ\)




		0 0 1
		\(\times\)




		0 1 0
		\(\times\)




		0 1 1
		\(\circ\)




		1 0 0
		\(\times\)







由于输入情况比较简单，可以列举所有可能的\(h\)，也就是\(\mathcal{H}\)是一个有限集。我们能否学习到一个\(g \in \mathcal{H}\)，使得\(g \approx f\)？答案是，我们只能保证\(g\)在\(\mathcal{D}\)中跟\(f\)一样。但是对于那些在\(\mathcal{D}\)外的数据，类似于上面黑白格的例子，总可以找到一个\(f\)使其与\(g\)给出的答案不尽相同（甚至完全不同）。但是，机器学习的目的就是要看算法在未知数据上的表现情况。因此可以说，如果\(f\)可以取任何形式，那么从\(\mathcal{D}\)中学习模型以对\(\mathcal{D}\)外的元素做判断，这件事是注定要失败的


概率成为救世主


事已至此，需要开动脑筋，想一想是否有工具可以帮助我们从已知推断未知。这里再看一个例子：假设有一个很大的罐子，里面装了不计其数的橙球和绿球，则是否有可能知道橙球的比例？由于无法一颗一颗地数，因此直接求这个问题很难，但是可以通过随机取样的方法来推断这个比例。例如假设从里面抓了10颗球出来，里面有3颗是橙色的，那么橙球的比例就可以估计为30%。


推而广之，假设罐子中橙球的比例为\(\mu\)，绿球的比例为\(1-\mu\)，这里\(\mu\)是一个未知数。通过某种随机独立程序取样后观测到橙球的比例为\(\nu\)，绿球的比例为\(1-\nu\)，这里\(\nu\)是一个已知数，那么\(\mu\)和\(\nu\)有没有联系？这时，无法确定的说\(\nu\)就是\(\mu\)，因为也许罐子里只有5颗绿球，却有几百颗橙球，而这次随机抽样只拿到了这5颗绿球——这种情况是可能发生的。但是可以退而求其次地说，\(\mu\)和\(\nu\)在大部分情况下非常接近。准确地说，两者之间的关系可以用Hoeffding不等式来描述。即假设采样大小为\(N\)，\(\epsilon\)为一个比较小的数，那么有 \[
P[|\nu - \mu| > \epsilon] \le 2\exp(-2\epsilon^2 N)
\] 即“\(\nu = \mu\)”这个结论“大概差不多是对的”（probably approximately correct, PAC）


Hoeffding不等式对任何\(N\)和\(\epsilon\)都成立，而且不需要知道真实的\(\mu\)值。抽样样本越多（即\(N\)越大），或者界限越松（即\(\epsilon\)越大），则\(\mu \approx \nu\)的概率越大


Fun time中，已知\(\mu = 0.4\)，取样数\(N=10\)，求取样后\(\nu \le 0.1\)的概率上界。这时可以把\(\epsilon\)设为0.3，代入Hoeffding不等式右侧可知上界为\(2\exp(-2 \times 0.3^2 \times 10) \approx 0.3306\)。但是如果实际计算可知这个概率应该为\(0.6 ^ {10} + 10 \times 0.6 ^ 9 \times 0.4 \approx 0.04636\)。即Hoeffding不等式只能提供一个上界，并不能对概率做出准确预估


概率与机器学习的联系


我们可以把“罐中取球”的问题与机器学习问题建立联系，即



		未知的橙球比例\(\mu\)对应于学习问题中未知的目标函数\(f({\bf x})\)，或者也可以对应于，对给定新样本（测试数据）\(\bf x\)，假设函数值\(h({\bf x})\)是否等于目标函数值\(f({\bf x})\)


		罐中的所有球对应于学习问题中的数据点\({\bf x} \in \mathcal{X}\)


		取出橙球对应于\(h\)判断错误，即\(h({\bf x}) \not= f({\bf x})\)。注意，这里\(h\)是给定的，对下一条也如此


		取出绿球对应于\(h\)判断正确，即\(h({\bf x}) = f({\bf x})\)


		从罐中做大小为\(N\)的取样对应于学习问题中从数据集\(\mathcal{D} = \{({\bf x}_n, \underbrace{y_n}_{f({\bf x}_n)}\}\)学习





因此，同样的道理，如果\(N\)足够大而且\({\bf x}_n\)满足独立同分布假设（iid），那么根据已知的错分情况\([\![h({\bf x}_n) \not= y_n]\!]\)，就可以推断假设函数\(h\)在整个数据集上的错分概率\([\![h({\bf x}) \not= f({\bf x})]\!]\)。如果记\(h\)对已知数据的错分情况（样本内错误率）为\(E_{\rm in}\)，全集上的错分情况（样本外错误率）为\(E_{\rm out}\)，就会有 \[
\begin{align*}
E_{\rm in}(h) &= \frac{1}{N}\sum_{n=1}^N [\![h({\bf x}_n) \not= y_n]\!] \\
E_{\rm out}(h) &= \mathcal{E}_{ {\bf x} \sim P}[\![h({\bf x}) \not= f({\bf x})]\!]
\end{align*}
\] 同理套用Hoeffding不等式，在\(N​\)足够大的情况下，\(E_{\rm in}(h)​\)和\(E_{\rm out}(h)​\)之间相差超过\(\epsilon​\)的概率为 \[
P[|E_{\rm in}(h) - E_{\rm out}(h)| > \epsilon] \le 2\exp(-2\epsilon^2 N)
\] 即也可以说\(h\)的样本内错误率“大概差不多”相当于其样本外错误率，\(E_{\rm in}(h) \approx E_{\rm out}(h)\)。因此，如果\(h\)的样本内错误率很小，其样本外错误率也不会很大。在\(\bf x\)全都是通过分布\(P\)产生的前提下，可以说\(h \approx f\)。那么，如果算法\(\mathcal{A}\)能够从\(\mathcal{H}\)中选择到了\(E_{\rm in}\)足够小的\(h\)，其返回为\(g\)，那么我们能否说\(g \approx f\)？如果对给定的\(h\)，\(E_{\rm in}\)足够小，而且\(\mathcal{A}\)真的把\(h\)当做\(g\)返回，那么\(g = f\)是PAC的。但是如果\(\mathcal{A}\)被写死了，无论给定什么数据集都要返回\(h\)作为\(g\)，那么\(E_{\rm in}(h)\)其实往往并不是最小的，此时\(g \not= f\)反而是PAC的。这意味着真正的学习不是让\(\mathcal{A}\)返回固定的\(h\)，而是要让\(\mathcal{A}\)在解空间\(\mathcal{H}\)中搜索。不过这提供了一个验证的思路，即可以选出一些未在训练过程中使用的历史数据送给某个候选模型\(h\)，在这之上观测其表现如何。


概率与真正学习的联系


真正的学习过程中，我们不会只有一个\(h\)来验证，而是要在\(\mathcal{H} = \{h_1, \ldots, h_M\}\)中做出选择。假设找到了一个\(h_i\)在训练集上表现完全正确，是否应该把它选择为\(g\)？


先不考虑这个问题。假设有150个人，每个人掷同一枚硬币5次，如果有一个人能连续扔出5个正面，那么这是否意味着这枚硬币不是均匀的？答案是不可能。因为假设硬币均匀，由150人每人掷5次，至少有一个人扔出连续5个正面的概率是\(1 - (\frac{31}{32})^{150} > 99%\)。那么返回刚才的例子，这意味着\(h_i\)即便在训练集上全对，也不能确定它就比其它的\(h'\)好（可能大家都是瞎猜）。假设将造成\(E_{\rm in}\)和\(E_{\rm out}\)相差比较大的取样称为“不好的采样”，可以看到当存在选择的时候，选择会恶化不好的采样（即让你选到错误\(h\)的概率变得很大）。


同样的道理，也可以把\(E_{\rm in}(h)\)和\(E_{\rm out}(h)\)差得特别大的数据称为“不好的数据”。注意Hoeffding不等式只能保证\(h\)遇到“不好的数据”的概率不是很大。事实上，每个\(h_i\)都会有对应的一些数据\(\mathcal{D}'\)成为“不好的数据”，例如下表














		
		\(\mathcal{D}_1\)
		\(\mathcal{D}_2\)
		\(\ldots\)
		\(\mathcal{D}_{1126}\)
		\(\ldots\)
		\(\mathcal{D}_{5678}\)






		\(h_1\)
		BAD
		
		
		
		
		BAD




		\(h_2\)
		
		BAD
		
		
		
		




		\(h_3\)
		BAD
		BAD
		
		
		
		BAD




		\(\ldots\)
		
		
		
		
		
		




		\(h_M\)
		BAD
		
		
		
		
		BAD







从上表可以看到，给出的这四条数据里，只有第1126条是“好的”数据，其余的都会给不同的\(h\)带来麻烦。接下来的问题是，如果对某条数据\(\mathcal{D}_i\)，只要存在\(h_i \in \mathcal{H}\)使得\(\mathcal{D}_i\)是\(h_i\)“不好的数据”，那就称该数据为“不好的数据”，那么对所有\(\mathcal{D}\)，如果算法\(\mathcal{A}\)能够自由选择数据，则算法遇上“不好的数据”的概率有没有上界


答案是有的。使用事件的并的概率的不等式，假设\(|\mathcal{H}| = M\) ，可以做如下推导 \[
\begin{align*}
&P_{\mathcal{D}}[{\rm BAD\  }\mathcal{D}] \\
= &P_{\mathcal{D}}[{\rm BAD\  }\mathcal{D} {\rm\  for\  }h_1 {\rm\  or\  }{\rm BAD\  }\mathcal{D} {\rm\  for\  }h_2 {\rm\  or\  }\ldots {\rm\  or\  }{\rm BAD\  }\mathcal{D} {\rm\  for\  }h_M] \\
\le &P_\mathcal{D}[{\rm BAD\  }\mathcal{D} {\rm\  for\  }h_1] + P_\mathcal{D}[{\rm BAD\  }\mathcal{D} {\rm\  for\  }h_2] + \ldots + P_\mathcal{D}[{\rm BAD\  }\mathcal{D} {\rm\  for\  }h_M] \\
\le &2\exp(-2\epsilon^2N) + 2\exp(-2\epsilon^2N) + \ldots + 2\exp(-2\epsilon^2N) \\
= &2M\exp(-2\epsilon^2N)
\end{align*}
\] 即在假设集\(\mathcal{H}\)为有限集，数据量足够的情况下，每个\(h\)都是安全的，即无论\(\mathcal{A}\)如何选，其返回的\(g\)都会有\(E_{\rm in}(g) = E_{\rm out}(g)\)是PAC的。所以，最理性的\(\mathcal{A}\)会选择\(E_{\rm in}(h_m)\)的那个假设函数返回为\(g\)


但是当\(M\)无限大时，如何证明机器学习是可行的？这个问题留在接下来的课程中解决




到此为止，台大机器学习课的第一个部分已全部结束。这一部分解决的是机器何时能够学习的问题
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        再谈\(E_{\rm in}\)与\(E_{\rm out}\)


上回提到，如果有足够多的根据统计方法生成的数据，而且\(\mathcal{H}\)是有限集，那么问题是可学习的。即如果假设集\(\mathcal{H}\)的基数是有限的，记为\(M\)，而且有样本量\(N\)足够大，那么对任意算法\(\mathcal{A}\)选出来的\(g\)，都会有\(E_{\rm out}(g) \approx E_{\rm in}(g)\)。同样的道理，如果\(\mathcal{A}\)找到的\(g\)满足了\(E_{\rm in}(g) \approx 0\)，那么有PAC地\(E_{\rm out}(g) \approx 0\)，也就是说此时学习是可能的。需要注意的是，要想单纯地通过训练让\(E_{\rm in}(g) \approx 0\)是很容易的，只需要把每条数据对应的标签记住就好。但是研究机器学习算法的目的是在于要让模型在未知的数据上一样表现良好，因此才需要有测试的过程来验证是否有\(E_{\rm in} \approx E_{\rm out}\)。


这里再回顾一下之前几讲讲过的东西：



		第一讲主要是强调，我们希望机器学习能够找到一个\(g\)使得其接近目标函数\(f\)。这个目标可以改写为\(E_{\rm out}(g) \approx 0\)。


		第二讲讲的是，如何寻找一个\(g\)，使得\(E_{\rm in}(g) \approx 0\)


		第三讲施加了一个前提条件，即主要讨论批处理、有监督的二元分类问题


		第四讲则证明在假设集有限、样本量足够的情况下，有\(E_{\rm out}(g) \approx E_{\rm in}(g)\)。这样第二讲做的工作可以联结到第一讲提出的目标





实际上核心是两个问题



		到底\(E_{\rm out}(g)\)和\(E_{\rm in}(g)\)会不会接近。如果答案是否定的，那么第一讲和第二讲的内容就无法连接


		能否让\(E_{\rm in}(g)\)尽可能小





那么\(|\mathcal{H}|=M\)跟这两个问题有什么关系呢？可以分两个情况讨论：



		\(M\)比较小的时候，第一个问题能够满足，因为“坏事情”发生的概率（即\(E_{\rm in}\)和\(E_{\rm out}\)不接近的概率）有上界\(2M\exp(−2\epsilon^2N)\)。\(M\)小意味着上界小，即\(E_{\rm in}\)和\(E_{\rm out}\)大部分情况下会接近。但是此时算法的选择有限，很难找到一个让\(E_{\rm in}\)接近0的\(g\)。


		\(M\)比较大的时候，由于有足够的选择，因此可以找到\(g\)让\(E_{\rm in}\)尽量小，但是“坏事情”发生的概率会大大增加，对两者接近的把握变弱





如果就这么看，那么\(M = \infty\)是不是一件特别不好的事？感知机会不会并不可用？回顾之前\(E_{\rm in}\)和\(E_{\rm out}\)不接近这一事件概率的上界，有 \[
P[|E_{\rm in}(g) - E_{\rm out}(g)| > \epsilon] \le 2M\exp(-2\epsilon^2 N)
\] 这里可以先把无穷大的数\(M\)替换为一个有穷的数\(m_{\mathcal{H}}\)看看，即 \[
P[|E_{\rm in}(g) - E_{\rm out}(g)| > \epsilon] \le^? 2m_{\mathcal{H}}\exp(-2\epsilon^2 N)
\] 如果换完以后之前的性质仍然成立，那么就可以用有穷的\(m_\mathcal{H}\)来替换无穷的\(M\)。这样就可以证明在无限假设集上学习的可行性，并为之后决定如何选择正确的假设集提供支持


有效线性分类器的数量


重新回顾一下对假设\(h_m\)所谓”坏事情“这一定义的概念。如果对分类器\(h_m\)有\(|E_{\rm in}(h_m) - E_{\rm out}(h_m)| > \epsilon\)，就称为坏事件\(\mathcal{B}_m\)会发生。由于假设集合比较大，为了让算法\(\mathcal{A}\)能自由选择，需要计算任一坏事件发生的概率，即求出\(P[\mathcal{B}_1{\rm\  or\  }\mathcal{B}_2{\rm\  or\  }\ldots{\rm\  or\  }\mathcal{B}_M]\)的上界。在最坏的情况下，每个\(\mathcal{B}_m\)都不互相交叠，所以由事件并的概率上界定理，有 \[
P[\mathcal{B}_1{\rm\  or\  }\mathcal{B}_2{\rm\  or\  }\ldots{\rm\  or\  }\mathcal{B}_M] \le P[\mathcal{B}_1] + P[\mathcal{B}_2] + \ldots + P[\mathcal{B}_M]
\] 当\(M = \infty\)时，由于是无限多个概率连加，因此这个上界有可能也是无限大的值，至少会是一个很大的值，会大于1，所以这个上界就没有实际意义了。


问题出在哪儿呢？回顾上界定理中取到上界的条件，是所有子事件互不交叠。但是这个现象在当前讨论的问题中很难出现。相反地，对于相似的假设\(h_1 \approx h_2\)，其\(E_{\rm out}\)是相似的，而对大部分\(\mathcal{D}\)甚至其\(E_{\rm in}\)是相等的。可以通过考虑之前提到的感知机的例子来理解这个结论。对于一个已知的感知机，如果将其稍微旋转或平移一点，就会得到一个新的感知机。这两个感知机只会对那些处于旋转或平移经过的区域中的点给出不同的分类结果，而由于这些区域非常小，\(\mathcal{D}\)中数据落在这些区域里的概率也会非常小。因此很显然，之前给出的概率上界是被过分估计了的。那么，接下来，就要找出这些”坏事情“重叠的事情


一种自然的想法是，能否把\(\mathcal{H}\)中所有的\(h\)做一个归类，来分析重叠的状况。对\(\mathbb{R}^2\)上的所有线\(\mathcal{H}\)，尽管有无限多种可能性，但是可以分类讨论


只有一个数据点


如果数据点只有一个，即输入向量\({\bf x}_1\)只有一个，那么尽管线有无限多条，但是总体来讲只需要分成两类：\(h_1\)类的线把\({\bf x}_1\)判为正例，\(h_2\)类的线把\({\bf x}_1\)判为负例，如图所示



[image: 输入只有一个数据点时，超平面只被分为两类]输入只有一个数据点时，超平面只被分为两类

有两个数据点


如果输入向量有两个，所有线可以分为四类，这四类线对数据集的分类结果可以如下图所示



[image: 输入如果有两个数据点，分类器一共有四种]输入如果有两个数据点，分类器一共有四种

有三个数据点


如果输入向量有三个，大概率情况下，所有线可以分为八类。但是需要注意的是，这种情况并不总是成立的！如果输入的向量三点共线，那么所有分类器只能分成六类（其中有两类情况是线性不可分的，如下图所示）



[image: 有三个输入向量时的最坏情况。打叉的两种情况线性不可分]有三个输入向量时的最坏情况。打叉的两种情况线性不可分

有四个数据点


如果输入向量有四个，所有线最多可以分为14种（当然如果共线或者正负例交叠，分类器的种类就会更少）。


这里就不再放图占用篇幅了，不过可以参考所谓的”异或分类问题“


总结


之前所枚举的例子，实际上是指出了对\(N\)个不同的输入\({\bf x}_1, {\bf x}_2 ,\ldots, {\bf x}_N\)，将其分开的线性分类器最多可以分为几类。这称之为有效线性分类器的数量（effective number of lines），可以简记为\({\rm effective}(N)\)。当\(N \in \{1,2,3,4\}\)时，\({\rm effective(N)}\)对应为2、4、8、14。可以看出一个很重要的结论：对线性分类器，有 \[
{\rm effective}(N) \le 2^N
\] 这样，可以做如下猜想：尽管\(\mathbb{R}^2\)上的直线数量\(M\)是无限的，但是对有限的输入\(N\)，其有效线性分类器的数量\({\rm effective}(N)\)是有限的，那么在之前Hoeffding不等式中就可以用\({\rm effective}(N)\)来取代\(M\)，这样可以得到一个有限的上界。特别的，如果还能满足\({\rm effective}(N) <\!\!< 2^N\)，那么Hoeffding不等式的上界可以再次减小，而且有效线性分类器的数量也会变得很小。这说明即便假设集是无限集，学习也是可能的


假设集的有效大小与成长函数


考虑更加宽泛的情况，即分类器不是一个线性分类器时的情况。如果分类器\(h\)在数据集\({\bf x}_1, {\bf x}_2 , \ldots, {\bf x}_N\)上的结果只可能是\(\times\)或\(\circ\)，即 \[
h({\bf x}_1, {\bf x}_2 , \ldots, {\bf x}_N) = (h({\bf x}_1), h({\bf x}_2) , \ldots, h({\bf x}_N)) \in \{\times, \circ\}^N
\] 那么称\(h\)是一个二分法（dichotomy）分类器。我们要看的是一个假设集\(\mathcal{H}\)可以做出多少个不同的二分法分类器，可以将\(\mathcal{H}\)用作\({\bf x}_1, {\bf x}_2 , \ldots, {\bf x}_N\)上得到的所有不同的二分法分类器组成的集合记做\({\mathcal{H}}({\bf x}_1, {\bf x}_2 , \ldots, {\bf x}_N)\)。例如，如果\(\mathcal{H}\)是\(\mathbb{R}^2\)上所有的直线，那么当\(N=4\)时，\(\mathcal{H}({\bf x}_1, {\bf x}_2 , \ldots, {\bf x}_N)\)是类似\(\{\circ \circ \circ \circ , \circ \circ \circ \times, \circ \circ \times \times, \ldots\}\)这样的集合。接下来要做的是，看能否用\(|\mathcal{H}({\bf x}_1, {\bf x}_2 , \ldots, {\bf x}_N)|\)取代之前Hoeffding不等式里的\(M\)


然而这里有一点不妥，就是\(|\mathcal{H}({\bf x}_1, {\bf x}_2 , \ldots, {\bf x}_N)|\)与输入的形式关系紧密。例如，还是回到前一节中所举的例子，当\(N=3\)，\(\mathcal{H}\)为\(\mathbb{R}^2\)上的所有直线时，如果输入三点共线，则\(|\mathcal{H}({\bf x}_1, {\bf x}_2 , \ldots, {\bf x}_N)|=6\)。如果两两共线，三足鼎立，则\(|\mathcal{H}({\bf x}_1, {\bf x}_2 , \ldots, {\bf x}_N)|=8\)。为了摆脱其对输入的依赖，可以对所有不同输入进行考虑，选出最大的\(|\mathcal{H}({\bf x}_1, {\bf x}_2 , \ldots, {\bf x}_N)|\)值，记其为\(m_\mathcal{H}(N)\)，就有 \[
m_\mathcal{H}(N) = \max_{ {\bf x}_1, {\bf x}_2 , \ldots, {\bf x}_N \in \mathcal{X}}|\mathcal{H}({\bf x}_1, {\bf x}_2 , \ldots, {\bf x}_N)|
\] 实际上\(m_\mathcal{H}(N)\)是一个关于\(N\)的函数，其中\(N\)是输入的点的个数。如果回到前一讲的例子，可以看出来在这种情况下\(m_\mathcal{H}(N)\)实际上就是前一讲中的\({\rm effective}(N)\)。我们把这个函数起一个更通用的名字，叫做成长函数（grow function）。成长函数的上限确定存在，其上界为\(2^N\)（\(N\)个样本每个有两种取值）。


对不同的假设集，确定其成长函数具体值的难易程度有不同。如果是之前感知机的问题，那么确定成长函数的具体值是很难的。但是接下来可以看一些相对简单的例子：


正射线（Positive Rays）的成长函数


如果输入就是一维实数，即\(\mathcal{X} = \mathbb{R}\)，假设集集合\(\mathcal{H}\)中的每个\(h\)都会定义一个阈值\(a\)，其分类方法为 \[
h(x) = {\rm sign}(x-a)
\] 所以每个不一样的阈值\(a\)就会定义一个不一样的假设函数\(h\)


如果给定了\(N\)个数据点，那么对该\(\mathcal{H}\)，有\(m_\mathcal{H}(N) = N+1\)。因为\(N\)个点可以把一条直线切成\(N+1\)个不同的区间，任何落在同一个区间内的阈值\(a\)其决定的\(h\)效果都一样。注意当\(N\)很大时，会有\((N+1) <\!\!< 2^N\)


正区间（Positive Interval）的成长函数


接下来，输入不变，对\(\mathcal{H}\)的定义稍作变化：不再让大于某个阈值\(\ell\)的所有\(x\)都被分为+1，而是施加一个上限\(r\)，将所有\(x\in [\ell, r)\)分为+1，即此时对\(h \in \mathcal{H}\)有 \[
h(x) = +1 {\rm\  iff\  }x \in [\ell, r), -1{\rm\  otherwise}
\] 此时，\(N\)个点还是可以把一条直线切成\(N+1\)个不同的区间。如果\(\ell\)和\(r\)都落在不同的区间，那么一部分\(x\)会被标为+1，另一部分被标为-1。这样的\(\ell\)和\(r\)的选法共有\(N+1 \choose 2\)种。还有一种情况，就是\(\ell\)和\(r\)都落在同一个区间，此时所有\(x\)都会被标为-1。因此对于这样的\(\mathcal{H}\)，其成长函数为 \[
\begin{align*}
m_\mathcal{H}(N) &= {N+1 \choose 2} + 1 \\
&= \frac{1}{2}N^2 + \frac{1}{2} N+ 1
\end{align*}
\] 注意此时，仍然有\(N\)很大时，\(m_{\mathcal{H}}(N) <\!\!< 2^N\)


凸集合的成长函数


接下来，考虑一个稍微复杂点的情况，即输入空间\(\mathcal{X} \in \mathbb{R}^2\)，对\(h\in \mathcal{H}\)，如果\(\bf x\)在一个凸集合里（可以看做是二元平面上的凸多边形），则\(h({\bf x}) = +1\)，否则\(h({\bf x}) = -1\)，计算\(\mathcal{H}\)的成长函数


可以先看最极端的情况，即所有\({\bf x}_1, {\bf x}_2 , \ldots, {\bf x}_N\)都放在一个大的圆上。此时，任何可能的二分法分类器都可以通过如下方法得到：找出所有标记为+1的点，所有相邻的点（跳过它们中间的负例点）以线相连，这样会得到一个凸多边形，凸多边形上（及其内部）的点都标记为+1，其外的点都标记为-1。下图给出了一个例子



[image: 凸集的成长函数]凸集的成长函数

因此，无论输入的\(N\)有多大，总可以做出来\(\mathcal{H}\)上的全部二分法分类器，即此时\(m_\mathcal{H}(N) = 2^N\)。此时称这\(N\)个点可以被假设集合\(\mathcal{H}\)打散（shatter）


停止点（break point）


回到最开始提出\(m_\mathcal{H}(N)\)的目的，是为了取代Hoeffding不等式上界中的\(M\)值。从前面的讨论可以发现，成长函数有两种复杂度：一种是以正射线为代表的多项式复杂度，一种是以凸集合为代表的指数复杂度。由于原有的不等式上界里有一个指数为负的指数项，因此如果成长函数是多项式的，那么随着\(N\)的增大，指数项衰减的速度远快于成长函数增长的速度，可以保证\(N\)很大的时候\(E_{\rm in}(g)\)与\(E_{\rm out}(g)\)之间相差很大的概率趋近0。但如果成长函数是指数的，就没有这样的性质


那么感知机的成长函数是“好的”（多项式复杂度）还是“不好的”（指数复杂度）呢？正规证明在下讲给出，不过这里给出一个辅助概念。由前面的分析，可以得知，只有在对某个规模的输入，不能做出全部二分法分类器，使得\(m_\mathcal{H}(N)\)不能等于\(2^N\)时，才有可能避免指数复杂度的成长函数。例如，对线性分类器，当输入的数据大小为4时，不可能找出\(2^4=16\)种不同的线性分类器来完全区分所有情况（只能找到14种）。称这样的点叫做停止点，即



如果任意\(k\)个输入都不能被\(\mathcal{H}\)打散，就称\(k\)为\(\mathcal{H}\)的停止点。即若\(k\)是\(\mathcal{H}\)的停止点，就有 \[
m_\mathcal{H}(k - 1) = 2^{k-1},\hspace{1ex} m_\mathcal{H}(k) < 2^k
\]





这里需要注意停止点的任意性。还是以线性分类器为例，尽管之前例子证明在\(N=3\)时，如果三点共线，也无法找到\(2^3 = 8\)种线性分类器，但是仍然存在3个输入被\(\mathcal{H}\)打散的情况（三点不共线），因此还是有\(m_\mathcal{H}(3) = 8\)，即3不是\(\mathcal{H}\)的停止点


停止点有一个很好的性质：如果\(k\)是\(\mathcal{H}\)的停止点，那么\(k+1, k+2, \ldots\)都是停止点。所以我们尤其感兴趣\(\mathcal{H}\)的第一个停止点（在不引起混淆的情况下，可以直接简记为“\(\mathcal{H}\)的停止点”）。根据之前的介绍有



		正射线的停止点为2


		正区间的停止点为3


		二维平面感知机的停止点为4


		凸集合没有停止点





从上面的停止点值可知，显然当\(\mathcal{H}\)没有停止点时，\(m_\mathcal{H}(N) = 2^N\)。但是似乎还有一个性质，就是如果\(\mathcal{H}\)的停止点为\(k\)，那么是不是有\(m_\mathcal{H}(N) = O(N^{k-1})\)？这个问题留待接下来的课程中证明。
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        停止点对成长函数值的限制


如果对于某个\(\mathcal{H}\)，其停止点\(k=2\)，这透露了什么信息？这意味着当\(N=1\)时，可以产生两种二分法分类器，\(m_\mathcal{H} = 2\)；但是当\(N=2\)时，由于达到了停止点，由定义必然有\(m_\mathcal{H} (N) < 2^2 = 4\)，因此最多产生三种分类器。


那么当\(N=3\)呢？我们把分类器集合先置为空集，然后一点点加入可能的分类器来看



		第一个分类器，将\({\bf x}_1, {\bf x}_2, {\bf x}_3\)分别标记为\(\circ,\circ,\circ\)，这个分类器是合法的。因为任意取两个\({\bf x}_i\)只有一种组合，没有被\(\mathcal{H}\)打散，保持了停止点的性质


		第二个分类器标记为\(\circ,\circ,\times\)，也合法


		第三个分类器标记为\(\circ, \times, \circ\)，仍然合法


		第四个分类器，此时要小心。如果标记为\(\circ,\times, \times\)，那么结合前面已经有的分类器，如果把\({\bf x}_1\)去掉，看\({\bf x}_2\)和\({\bf x}_3\)组合的情况，就会有\(\{\circ,\circ\}\)、\(\{\circ,\times\)}、\(\{\times, \circ\}\)、\(\{\times,\times\}\)四种情况，即这两个输入被\(\mathcal{H}\)打散。因此这样的分类器打破了停止点的性质，是非法的。经过分析可知第四个分类器只能标记为\(\times,\circ,\circ\)


		第五个分类器，此时只有三个选择（因为\(\circ,\times, \times\)已经在上一步判定为不可行），可以逐个考察

		标记为\(\times,\circ,\times\)是不行的，因为\(\mathcal{H}\)打散了\({\bf x}_1\)和\({\bf x}_3\)


		标记为\(\times,\times,\circ\)是不行的，因为\(\mathcal{H}\)打散了\({\bf x}_1\)和\({\bf x}_2\)


		标记为\(\times,\times,\times\)是不行的，因为\(\mathcal{H}\)还是打散了\({\bf x}_1\)和\({\bf x}_2\)










即当\(N=3\)时，最多产生四种分类器。因此我们可以初步得到一个推论，即只要出现了停止点\(k\)，它就会对所有\(N>k\)时最大可能的成长函数\(m_\mathcal{H}(N)\)施加了一些限制。这样就可以得出一个想法 \[
\begin{align*}
&m_\mathcal{H}(N) \\
\le & {\rm\  maximum\  possible\  }m_\mathcal{H}(N){\rm\  given\  }k \\
\le & poly(N)
\end{align*}
\] 如果上述猜测能够被证明，而且\(m_\mathcal{H}\)可以取代Hoeffding不等式上界中的\(M\)，那么感知机算法就是可行的


上限函数：基本情况


由前面的讨论，在成长函数的基础上，可以定义一个上限函数（bounding function）\(B(N, k)\)，表示当停止点为\(k\)时最大可能的\(m_\mathcal{H}(N)\)值。可以通过一个更抽象的排列组合问题来研究上限函数的值：假设输入是一个长度为\(N\)的，由\(\circ\)和\(\times\)组成的向量，如果限定任意长度为\(k\)的子向量都不能被打散（即对任意长度为\(k\)的子向量，都不会出现\(\circ\)和\(\times\)的所有\(2^k\)中组合），则这个向量最多有多少种可能？


对这个问题进行抽象的好处是，抽象以后不再需要\(\mathcal{H}\)的具体形态。例如，无论\(\mathcal{H}\)是正区间还是1维感知机，它们的停止点都是3，因此上限函数都是\(B(N,3)\)


在有了上限函数的定义以后，我们想要证明 \[
B(N, k) \le poly(N)
\] 首先，根据前一节的讨论，有



\[
B(2,2) = 3, B(3,2)=4
\]





然后，根据前一节最后Fun time的小题，有



\[
B(N,1) = 1
\]





再次，如果\(N<k\)，那么此时不受停止点约束，可以随意让\(\mathcal{H}\)打散，因此



\[
B(N, k) = 2^N{\rm\  for\  }N<k
\]





最后，如果\(N=k\)，只需要从所有\(2^k\)种分类器中删掉一个就能满足停止点约束，因此



\[
B(N, k) = 2^N - 1{\rm\  for\  }N = k
\]





注意，已经证明有二维空间中的感知机的停止点\(k=4\)，\(N=4\)时的成长函数值\(m_\mathcal{H}(4)\)为14，而\(B(4,4) = 15\)，因此上限函数实际给出的是一个宽松的上界


上限函数：其它情况的推导


\(N>k\)且\(k\not=1\)的情况比较复杂。不过经过观察，似乎\(B(4,3)\)与\(B(3,?)\)有联系：把已有的4个点去掉一个，或者向原有的3个点增加一个，问题就会互相转化。


暴力搜索以后，发现\(B(4,3) = 11\)。但是这个值怎么与前一行的值联系起来呢？可以将\(B(4,3)\)的解重新整理，归为两类，如下图所示



[image: B(4,3)合法分类器的全部形式与归类]B(4,3)合法分类器的全部形式与归类

其中橙色部分的解都是“成双成对”的，即(1, 5)，(2, 8)，(3, 10)，(4, 11)这些分类器只是对\({\bf x}_4\)的分法不同。而紫色部分的解相对“形单影只”，没有其它组合可以对应。如果记橙色部分的数量是\(2\alpha\)，紫色部分的数量是\(\beta\)，那么首先可以立即得到\(B(4,3) = 11 = 2\alpha + \beta\)


进一步地，从输入集中去掉\({\bf x}_4\)以后，可以得到\(\alpha + \beta\)个二分法分类器。由上限函数中参数值可知，目前的假设集合\(\mathcal{H}\)停止点为3，意味着不存在能打散三个输入的假设函数，所以\(\alpha+\beta\)也不应该打散这三个输入。因此可以得到第一个推导 \[
\alpha + \beta \le B(3,3)
\] 接下来，对橙色部分的分类器去掉\({\bf x}_4\)，得到去重以后在\({\bf x}_1, {\bf x}_2, {\bf x}_3\)上分类器的集合。如果这个集合里的某个分类器子集能够将任意两个\({\bf x}_i, {\bf x}_j\)组成的输入打散，则由于其处于橙色部分，对\({\bf x}_4\)可以产生完全的\(2^1 = 2\)个不同的分类结果，因此可以把\({\bf x}_i, {\bf x}_j, {\bf x}_4\)打散，与\(\mathcal{H}\)停止点\(k\)为3这一假设相悖。因此这\(\alpha\)个分类器不能打散任意两个输入，即 \[
\alpha \le B(3,2)
\] 将上面的推导组合并推广，可以得到如下结论 \[
\begin{align*}
B(N, k) &= 2\alpha + \beta \\
\alpha + \beta &\le B(N-1, k) \\
\alpha &\le B(N-1, k-1) \\
\Rightarrow B(N, k) &\le B(N-1, k) + B(N-1, k-1)
\end{align*}
\] 即得到了上限函数的上限。最后可以填出如下的表格



[image: 上限函数的上限表]上限函数的上限表

由上表的边界情况和递推式，有 \[
B(N, k) \le \sum_{i=0}^{k-1}{N \choose i}
\] 而不等式的右边最高项为\(N^{k-1}\)。因此，对假设集合\(\mathcal{H}\)，如果其存在停止点且值为\(k\)，则其成长函数\(m_\mathcal{H}(N)\)的上限由上限函数\(B(N,k)\)决定，上限函数的上限由一个多项式函数\(O(N^{k-1})\)决定，综上所述，如果停止点存在，则\(m_\mathcal{H}(N)\)是多项式的。实际上，还可以证明\(B(N,k) \ge \sum_{i=0}^{k-1}{N \choose i}\)，即两者之间是相等的


\(\mathcal{H}\)中“坏情况”发生概率上界的证明


在证明了成长函数是多项式复杂度以后，一个自然的想法是把成长函数值放进Hoeffding不等式右侧，替换掉\(M\)。然而事情实际上并不如此遂意，直接替换的结果是不对的。尽管如此，还是可以得到一个形式差不多的上界，即在\(N\)足够大的情况下，有 \[
P[\exists h\in \mathcal{H} {\rm\  s.t.\  }|E_{\rm in}(h) - E_{\rm out}(h)| > \epsilon] \le 2\cdot 2m_{\mathcal{H}}(2N)\cdot \exp\left(-2\cdot \frac{1}{16}\epsilon^2 N\right)
\] 接下来，给出一个概要的证明，主要是针对一些多出来的常数是如何发生的：


首先，在不等号左侧，有一个棘手的\(E_{\rm out}\)需要解决。因为训练集的大小总是有限的，因此\(E_{\rm in}(h)\)也是有限的。但是\(E_{\rm out}\)却是无限的。所以关键问题是怎么把这个无限值转变成有限值。如何用有限多个点知道\(E_{\rm out}\)呢？核心思想是借鉴之前训练-测试的方法，使用验证集来进行估计。可以取样出\(N\)个点构成验证集\(\mathcal{D}'\)，估计出\(E_{\rm in}'\)。由于\(E_{\rm in}\)、\(E_{\rm in}'\)的分布应该都类似于期望为\(E_{\rm out}\)的正态分布，因此如果某个假设函数\(h\)有其\(E_{\rm in}\)跟\(E_{\rm out}\)差得很远，那么有很大的概率（大于1/2）其\(E_{\rm in}\)离\(E_{\rm in}'\)也很远，所以可以用\(E_{\rm in}'\)换掉\(E_{\rm out}\)。换完以后，有（更具体的数学证明不再列出） \[
\frac{1}{2}P[\exists h\in \mathcal{H} {\rm\  s.t.\  }|E_{\rm in}(h) - E_{\rm out}(h)| > \epsilon] \le P[\exists h\in \mathcal{H} {\rm\  s.t.\  }|E_{\rm in}(h) - E_{\rm in}'(h)| > \frac{\epsilon}{2}]
\] 接下来，由于\(E_{\rm in}\)有\(m_\mathcal{H}(N)\)种，\(E_{\rm in}'\)也有\(m_\mathcal{H}(N)\)种，因此综合起来，一共有\(m_\mathcal{H}(2N)\)种假设函数可以使用。使用之前事件并的概率的上界，有 \[
{\rm BAD} \le 2m_{\mathcal{H}}(2N)P[\exists h\in \mathcal{H} {\rm\  s.t.\  }|E_{\rm in}(h) - E_{\rm in}'(h)| > \frac{\epsilon}{2}]
\] 最后看上述不等式中\(P​\)的上界。还是使用之前类似的罐子举例子，只不过此时罐子中有\(2N​\)个球，要比较的是挑出的\(N​\)个球观测到的概率和罐里\(N​\)个球反映的概率之间差别，由于全体观测反映的概率可以用取出球观测到的概率和罐内球反映的概率取均值得到，因此通过简单的计算，两者有以下关系 \[
|E_{\rm in} - E_{\rm in}'| > \frac{\epsilon}{2} \Leftrightarrow \left|E_{\rm in} - \frac{E_{\rm in} + E_{\rm in}'}{2}\right| > \frac{\epsilon}{4}
\] 其中$ $可以看做是一个总体的概率，因此概率的上界可以用Hoeffding不等式求出（不过注意这里其实是无放回的Hoeffding不等式），即 \[
P[\exists h\in \mathcal{H} {\rm\  s.t.\  }|E_{\rm in}(h) - E_{\rm in}'(h)| > \frac{\epsilon}{2}] \le 2\exp\left(-2\left(\frac{\epsilon}{4}\right)^2N\right)
\] 综上所述，证明了VC（Vapnik-Chervonenkis）上界，即 \[
P[\exists h\in \mathcal{H} {\rm\  s.t.\  }|E_{\rm in}(h) - E_{\rm out}(h)| > \epsilon] \le 4m_{\mathcal{H}}(2N)\cdot \exp\left(-\frac{1}{8}\epsilon^2 N\right)
\] 最后回到感知机算法。由于二维空间感知机的停止点为4，因此\(m_\mathcal{H}(N)\)是\(O(N^3)\)的，多项式时间复杂度。当\(N\)增大时，\(m_\mathcal{H}(N)\)的增长速度小于指数函数的衰减速度，整体上“坏事情”发生的概率大幅度减小。所以如果感知机算法\(\mathcal{A}\)选出了\(E_{\rm in}\)最小的\(g\)，这个\(g\)也会有最小的\(E_{\rm out}\)，达到机器学习的效果
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        VC维的定义


第六讲证明，如果样本数\(N\)足够大且假设集合\(\mathcal{H}\)的成长函数\(m_{\mathcal{H}}(N)\)存在突破点，那么就有\(E_{\rm out} \approx E_{\rm in}\)。其中更具体地，如果成长函数存在突破点\(k\)，那么当\(N > k\)时，成长函数的值由上限函数\(B(N, k)\)所限制，该值等于\(\sum_{i=0}^{k-1}{N \choose i}\)，其最高项为\(N^{k-1}\)是\(N\)的多项式函数。而观察\(B(N, k)\)的值表和\(N^{k-1}\)的值表，可以发现当\(N \ge 2, k\ge 3\)时，\(B(N, k)\)就已经很小于\(N^{k-1}\)了。因此可以得到成长函数一个宽松的上界，即 \[
m_\mathcal{H}(N) \le B(N, k) = \sum_{i=0}^{k-1}{N \choose i} \le N^{k-1}
\] 由于机器学习算法\(\mathcal{A}\)最后只会选择出一个模型\(g\)，因此这个模型遭遇“坏事情”（即\(|E_{\rm in}(g) - E_{\rm out}(g)|\)比较大）的概率肯定小于\(\mathcal{H}\)中任意一个模型\(h\)遭遇“坏事情”的概率。再代入前面推出的VC上界和成长函数的上界，对统计上足够大的数据集\(\mathcal{D}\)和算法\(g = \mathcal{A(D) \in H}\)，如果\(k \ge 3\)有（因为已经说了\(\mathcal{D}\)足够大，因此肯定有\(N\)足够大，即\(N \ge 2\)） \[
\begin{align*}
&P_\mathcal{D}\left[|E_{\rm in}(g) - E_{\rm out}(g)| > \epsilon \right] \\
\le &P_\mathcal{D}[\exists h \in \mathcal{H}{\rm\  s.t.\  }|E_{\rm in}(h) - E_{\rm out}(h)| > \epsilon ] \\
\le &4m_{\mathcal{H}}(2N)\exp\left(-\frac{1}{8}\epsilon^2N\right) \\
\le &4(2N)^{k-1}\exp\left(-\frac{1}{8}\epsilon^2N\right)\hspace{3ex}({\rm if\  }k{\rm\  exists})
\end{align*}
\] 即在以下三种条件同时满足的情况下，机器可能会学习。包括



		成长函数的停止点为\(k\)（\(\mathcal{H}\)足够好）


		\(N\)足够大，可以一般化结论\(E_{\rm out} \approx E_{\rm in}\)（\(\mathcal{D}\)足够好）


		算法\(\mathcal{A}\)选出的模型\(g\)能有足够小的\(E_{\rm in}\)（\(\mathcal{A}\)足够好）





（以及一点好的运气）


那么这些推导与VC维有什么关系？简单说，VC维是“最大非停止点”的更正式的说法，是假设函数集\(\mathcal{H}\)的一种性质。在\(N\)小于等于\(\mathcal{H}\)的VC维（记为\(d_{\rm VC}(\mathcal{H})\)）时，存在某种形式的\(N\)个输入可以被\(\mathcal{H}\)打散；当\(N > d_{\rm VC}(\mathcal{H})\)时，任意\(N\)个输入都不能被\(\mathcal{H}\)打散，即达到了停止点。这个定义可以写作



\(\mathcal{H}\)的VC维，记做\(d_{\rm VC}(\mathcal{H})\)，指的是满足\(m_\mathcal{H}(N) = 2^N\)的最大的\(N\)。从数值上，其等于最小的停止点\(k\)减去1





如果\(\mathcal{H}\)没有停止点，则\(d_{\rm VC}(\mathcal{H}) = \infty\)


化用前面的结论，有当\(N\ge 2, d_{\rm VC} \ge 2\)时，\(m_\mathcal{H}(N) \le N^{d_{\rm VC}}\)


那么第六讲中分析的一些\(\mathcal{H}\)的VC维如下所示：



		正射线的VC维是1


		正区间的VC维是2


		凸集的VC维是\(\infty\)


		二维空间中感知机的VC维是3





即“好的假设集”总是有有限的VC维，这意味着其会将\(E_{\rm out}(g) \approx E_{\rm in}(g)\)一般化，而且与算法\(\mathcal{A}\)的形式、数据的分布\(P\)和目标函数\(f\)的形式都无关


（注意由本节的fun time，即便对某\(N\)个输入不能被\(\mathcal{H}\)打散，也不能确定\(d_{\rm VC}(\mathcal{H})\)与\(N\)的关系。如果要有\(d_{\rm VC}(\mathcal{H}) < N\)，要求的是任意\(N\)个输入都不能被\(\mathcal{H}\)打散）


感知机的VC维


对于二维的感知机，一方面，如果数据集\(\mathcal{D}\)线性可分，意味着感知机PLA算法可以收敛，即当迭代了足够的步数\(T\)以后，有\(E_{\rm in}(g) = 0\)。另一方面，如果数据来自于某个概率分布，且标签由某个确定的目标函数所产生（即\({\bf x}_n \sim P, y_n = f({\bf x}_n)\)，那么由于二维感知机的VC维是3，因此“坏事情”发生的概率很小，\(N\)足够大时，有\(E_{\rm out}(g) \approx E_{\rm in}(g)\)。两者综合起来，有\(E_{\rm out}(g) \approx 0\)，即二维感知机算法是能达到学习效果的


同样的推论能否应用在\(\bf x\)有多于两个特征的情况？回顾之前的分析，一维感知机（正/负射线）的VC维是2，二维感知机的VC维是3，那么是否有\(d\)维感知机的VC维是\(d+1\)？接下来试着证明之（本节简记“\(d\)维空间感知机的VC维”为\(d_{\rm VC}\) ）：


首先证明\(d_{\rm VC} \ge d + 1\)。若要证明该命题，只需构造\(d + 1\)个输入，使得该输入可以被感知机假设集\(\mathcal{H}\)打散即可。我们做如下构造：这\(d+1\)条数据中，第一条是\(d\)维空间的零点，第二条到第d+1条中第\(i\  (i = \{1,2,\ldots, d\})\)个分量为1其它分量为0。将\(x_0 = 1\)补入矩阵，有 \[
{\rm X} = \left[\begin{matrix} -{\bf x}_1^\mathsf{T} - \\ -{\bf x}_2^\mathsf{T} - \\ -{\bf x}_3^\mathsf{T} - \\  \vdots \\ -{\bf x}_{d+1}^\mathsf{T} -   \end{matrix}\right] = \left[\begin{matrix}1 & 0 & 0 & \cdots & 0\\ 1 & 1 & 0 & \cdots & 0 \\ 1 & 0 & 1 & \cdots & 0 \\ \vdots & \vdots & & \ddots &\vdots \\ 1 & 0 & 0 & \cdots & 1\end{matrix}\right]
\] 注意\(\rm X\)是可逆的，即其逆矩阵存在且唯一。而“打散”意味着，对于任意一种\(y_1, y_2 ,\cdots, y_{d+1}\)的排列组合\(\bf y\)，总有\({\rm sign}({\rm X}{\bf w}) = {\bf y}\)。而由于若\({\rm X}{\bf w} = {\bf y}\)，前面的式子也成立。又因为\(\rm X\)可逆，因此只需要使权重\(\bf w\)为\({\rm X}^{-1}{\bf y}\)，就可以满足对任意的\(\bf y\)有\({\rm sign}({\rm X}{\bf w}) = {\bf y}\)，因此这个\({\rm X}\)可以被\(\mathcal{H}\)打散，\(d_{\rm VC} \ge d + 1\)


接下来证明\(d_{\rm VC} \le d+1\)，即任何\(d+2\)个输入都不能被\(\mathcal{H}\)打散。要证明这个任意性比较困难，但是可以先回到二维空间再仔细研究一番。


之前提到，如果输入三个点位于直角坐标系中\((0,0), (0,1), (1,0)\)这三个点，那么输入可以被\(\mathcal{H}\)打散。如果加入第四个点\((1,1)\)会怎么样？首先可以把这四个点写出来放进矩阵中，即 \[
{\rm X} = \left[\begin{matrix} -{\bf x}_1^\mathsf{T} - \\ -{\bf x}_2^\mathsf{T} - \\ -{\bf x}_3^\mathsf{T} - \\   -{\bf x}_{4}^\mathsf{T} -   \end{matrix}\right] = \left[\begin{matrix}1 & 0 & 0 \\ 1 & 1 & 0 \\ 1 & 0 & 1  \\ 1 & 1 & 1\end{matrix}\right]
\] 进一步，假设\(y_2 = y_3 = \circ (+1), y_1 = \times (-1)\)，由前面的分析可知\(y_4\)一定不能为\(\times\)，否则整个数据集线性不可分。接下来解释为什么会出现这样的情况（或者说，来看如果数据集线性可分那为什么\(y_4\)一定为\(\circ\)）


根据矩阵中的关系，可以得到\({\bf x}_4 = {\bf x}_2 + {\bf x}_3 - {\bf x}_1\)。由于数据集线性可分，因此存在一个最优的权重\(\bf w\)。将这个权重左乘到等式中，有\({\bf w}^\mathsf{T}{\bf x}_4 = {\bf w}^\mathsf{T}{\bf x}_2 + {\bf w}^\mathsf{T}{\bf x}_3 - {\bf w}^\mathsf{T}{\bf x}_1\) 。又\(y_2 = y_3 = +1, y_1=-1\)，由\(\rm sign\)函数的性质可知必然有\({\bf w}^\mathsf{T}{\bf x}_2 > 0, {\bf w}^\mathsf{T}{\bf x}_3 > 0, {\bf w}^\mathsf{T}{\bf x}_1 < 0\)。但是由于\({\bf w}^\mathsf{T}{\bf x}_1\)这一项前面是符，因此将这些负号系代入，可知\({\bf w}^\mathsf{T}{\bf x}_4\)必然大于0，对应为\(y_4\)必然是正的。造成这种现象的根源是\({\bf x}_4\)是其它三项的线性组合，数据集线性相关。因此可以得到结论：输入数据的线性相关性限制了二分法分类器的种类数目


将上面的推导过程推广到\(d\)维空间。假设\({\bf x}\)有\(d\)个维度，补入\(x_0\)以后有\(d+1\)个维度，现在数据集里有\(d+2\)条数据。由线性代数的知识可知，这\(d+2\)个变量肯定线性相关，因此存在不全为0的\(a_i\)使得\({\bf x}_{d+2} = a_1{\bf x}_1 + a_2{\bf x}_2 + \ldots + a_{d+1}{\bf x}_{d + 1}\)。如果\(\bf w\)与各个\(\bf x_i\)的内积得到的符号恰好是\(a_i\)的符号，那么\({\bf w}^\mathsf{T}{\bf x}_{d+2}\)的符号一定是正的，\(y_{d+2}\)不可能属于负类。因此任何\(\rm X\)不能被打散


（这里有一种更直接而且更严谨的说法：由于线性相关性的存在，\({\bf x}_{d+2}\)的符号完全剩余\(d+1\)个\({\bf x}\)决定。如果最优的\(\bf w\)也存在，那么\({\bf w}^\mathsf{T}{\bf x}_{d+2}\)的符号一定是确定的，如果\(y_{d+2}\)的符号和这个确定的符号不一致，那么就会线性不可分，也就是说\(\rm X\)不能被打散）


因此，\(d_{\rm VC} \ge d + 1, d_{\rm VC} \le d + 1 \Rightarrow d_{\rm VC} = d+1\)


\(\blacksquare\)


VC维的物理意义


在前面的证明中可以发现一个有趣的现象：\(d\)维感知机的VC维是\(d+1\)，同时其权重又有\(d+1\)个分量，两者之间是否存在关系？可以认为假设参数\({\bf w} = （w_0, w_1, \ldots, w_d)\)定义了自由度的概念，而VC维的物理意义可以理解为假设集\(\mathcal{H}\)在做二元分类问题时自由度的的大小。自由度越大，VC维越大，分类器能力越强。


例如，正射线的VC维是1，其自由变量正好也有一个，是\(a\)（大于\(a\)的都标为正）。正区间的VC维是2，其自由变量正好也有两个，是\(\ell\)和\(r\)（落在区间\([\ell, r)\)的都标为正）。因此，大致上可以理解为，VC维就是模型可调节的自由参数数量（不过这个说法并不总是对的）。


既然VC维代表了\(\mathcal{H}\)的自由度，回顾第五讲，当时有一个大\(M\)小\(M\)的权衡问题：小\(M\)可以保证\(E_\rm{in}\)和\(E_\rm{out}\)接近，但是选择太少，可能找不到使\(E_\rm{in}\)很小的\(g\)；而大\(M\)可以找到使\(E_{\rm in}\)很小的\(g\)，却不能保证“坏事情”发生的概率很小。由于前面对VC上界的推导证明当\(\mathcal{H}\)无限时\(M\)可以被\(2(2N)^{d_\rm{VC}}\)所代替，因此可以类似地说，VC维小可以保证\(E_\rm{in}\)和\(E_\rm{out}\)接近，但是模型的能力太弱，可能找不到使\(E_\rm{in}\)很小的\(g\)；而VC维大意味着模型能力足够强，可以找到使\(E_{\rm in}\)很小的\(g\)，却不能保证“坏事情”发生的概率很小。这说明，选择合适的VC维（也就是选择合适的假设集合\(\mathcal{H}\)），是非常重要的！


对VC维的更深入解释


要想更深入地解释VC维，需要对原有VC上界的形式做一个改写。记原有的VC上界为\(\delta\)，即 \[
\delta = 4(2N)^{d_{\rm VC}}\exp\left(-\frac{1}{8}\epsilon^2N\right)
\] 从另一个角度看，该上界是“坏事情”发生概率的上界，同时也可以据此求出是“好事情”（即\(|E_\rm{in} (g) - E_\rm{out}(g)| \le \epsilon\)）发生的概率的下界。有 \[
P[|E_\rm{in} (g) - E_\rm{out}(g)| \le \epsilon] \ge 1-\delta
\] 对刚才\(\delta\)的表达式做简单代数变换，可以得到\(\epsilon\)的表达式 \[
\epsilon = \sqrt{\frac{8}{N}\ln\left(\frac{4(2N)^{d_{\rm VC}}}{\delta}\right)}
\] 称\(|E_\rm{in} (g) - E_\rm{out}(g)|\)为一般化误差，可知 \[
|E_\rm{in} (g) - E_\rm{out}(g)| \le \sqrt{\frac{8}{N}\ln\left(\frac{4(2N)^{d_{\rm VC}}}{\delta}\right)}
\] 因此可以得到\(E_\rm{out}\)类似“置信区间”的范围，为 \[
E_{\rm{in}}(g) - \sqrt{\frac{8}{N}\ln\left(\frac{4(2N)^{d_{\rm VC}}}{\delta}\right)} \le E_{\rm out}(g) \le E_{\rm in} + \sqrt{\frac{8}{N}\ln\left(\frac{4(2N)^{d_{\rm VC}}}{\delta}\right)}
\] 一般不关心\(E_\rm{out}\)的下界，但是会关心其上界。其中根号里面的项称为模型复杂度，可以看作是关于样本大小、假设集合和VC上界的函数\(\Omega(N, \mathcal{H}, \delta)\)，而\(\sqrt{\Omega(N, \mathcal{H}, \delta)}\)称作模型复杂度提升带来的代价。


可以把VC维和模型在样本内外的误差之间的关系作图表示



[image: VC维与样本内外误差之间的关系]VC维与样本内外误差之间的关系

从图中可知，随着\(d_\rm{VC}\)变大，模型可以打散的输入越多，因此\(E_\rm{in}\)会变小。但是这样会使得模型复杂度提高。当\(d_\rm{VC}\)维不那么大的时候，\(E_{\rm in}\)下降的速度超过模型复杂度提升的速度，\(E_{\rm out}\)会下降。但是超过某个临界点\(d_{\rm VC}^\ast\)以后，模型复杂度提升的速度更快，\(E_{\rm out}\)经过最小值以后会上升。这意味着最好的VC维\(d_{\rm VC}^\ast\)通常在中间取得，并不是越大越好。考虑到VC维和模型复杂度的关系，这说明\(\mathcal{H}\)并非总是越强大越好！


VC维的另外一个作用就是可以决定样本复杂度，即做多大的采样能够将“坏事件“（训练集内外误差差值大于\(\epsilon\)）发生的概率控制在\(\delta\)以内。例如，如果\(\epsilon=0.1, \delta=0.1, d_\rm{VC} = 3\)，那么理论上需要采集29300条数据才能满足要求，此时样本数\(N \approx 10000d_\rm{VC}\)。不过实践中，通常\(N \approx 10d_{\rm VC}\)就够用了。这意味着，VC上界是一个非常宽松的上界，这是因为



		使用了Hoeffding不等式，这个上界估计独立于产生数据的概率分布，也独立于目标函数的形式


		使用了成长函数\(m_\mathcal{H}(N)\)而没有使用假设函数个数\(|\mathcal{H}({\bf x}_1 , \ldots {\bf x}_N)|\)，因此独立于具体的数据（成长函数也是高估）


		使用了多项式上限\(N^{d_\rm{VC}}\)来代替成长函数\(m_\mathcal{H}(N)\)，因此独立于任何假设函数集合\(\mathcal{H}\)，只用考虑VC维这一个参数


		使用了事件并的发生概率的上界，即将算法\(\mathcal{A}\)选出遇到”坏事件“假设函数的概率提高了很多





即计算VC上界时采用了很多宽松的估计。不过在理论上，这个上界想改进，让它更紧一些，也比较难。因此之后设计算法时，更多要注意的是VC上界背后透露的哲学思想，以此来作指导（例如不能让\(\mathcal{H}\)太过强大等等）。
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        噪声和目标分布


在感知机模型的口袋算法中曾经简单介绍过一点关于噪声的概念。需要注意的是，噪声可能出现在各种地方，例如



		噪声出现在标签\(y\)中，例如好的用户被错误地标记为坏的用户


		噪声出现在标签\(y\)中的另一种形式是相同的顾客被打上了不同的标签


		噪声还可能出现在数据\(\bf x\)中，例如我们收集到的顾客信息不准确





那么在有噪声的情况下，VC上界是否还有意义？要解答这个问题，需要理解VC上界的核心是什么。回顾之前讲解VC维时，都是拿小球举的例子。这里，每个小球都可以对应为学习时看到的\(\bf x\)，每个球被选中的概率遵循分布\(P({\bf x})\)。小球颜色的确定方法为，如果对这条数据，假设函数\(h\)的值和目标函数\(f\)的值不一样，就将小球漆为橙色。那么有了噪声怎么办？噪声的出现使得对确定的\(\bf x\)其颜色可能会变化，不再由\(f\)所决定。即小球是否为橙色（对应于\(y \not= h({\bf x})\) ）现在由概率分布\(y\sim P(y|{\bf x})\)决定，不再是一个恒定的值（课程里的说法是小球的颜色会一会儿一变）。然而即便如此，仍然可以估算出罐中（同一时刻）橙色球的比例，只需要在拿出球的一刹那将球的颜色记录下来。这意味着，无论小球的颜色是否会变，橙色球的比例都可以通过抽样的方法来确定。因此，只要\({\bf x} \mathop{\sim}^{\rm i.i.d} P({\bf x}), y \mathop{\sim}^{\rm i.i.d} P({y|\bf x})\)，即$ ({}, y) ^{} P({}, y)$


由于现在\(y\)不再由\(f\)决定而是由\(P(y|{\bf x})\)决定，因此类似于\(f\)“目标函数”的叫法，这个\(P(y|{\bf x})\)被称为“目标分布”，即其说明了对每个\(\bf x\)最理想的预测是什么，同时还说明了噪声产生的概率。例如，假设对某个\(\bf x\)有\(P(\circ | {\bf x}) = 0.7, P(\times | {\bf x}) = 0.3\)，则其对应的标签应该是\(\circ\)，同时有30%的情况下会带来噪声。在这样的定义下，目标函数的概念也可以用目标分布来表示，即 \[
P(y|{\bf x}) = \begin{cases} 1 & {\rm if\  } y = f({\bf x}) \\ 0 & {\rm elsewhere} \end{cases}
\] 目标函数的概念被扩展了以后，机器学习的目标也就发生了变化，其是通过常见的输入（分布\(P({\bf x})\)告知我们哪些点是重要的）来预测最理想的标签值（由分布\(P(y|{\bf x})\)决定）


错误的衡量


在用机器学习算法解决问题的过程中，最后一步是要看选择的假设\(g\)是否能满足\(g \approx f\)。为了判断这一点，之前使用的方法是看\(E_{\rm out}\)，其中 \[
E_{\rm out}(g) = \mathcal{E}_{ {\bf x} \sim P}[\![g({\bf x}) \not= f({\bf x})]\!]
\] 更一般地说，需要给\(g\)一个衡量的方法。之前使用的这种度量方法满足了三个特点



		使用的是样本外数据来衡量。\(E_{\rm out}\)反映的是对所有未知\(\bf x\)所犯错误的平均值


		可以逐点操作。尽管反映的是所有错误的平均值，但是对一条数据也可以度量其错误情况。不需要取样一批数据以后才能衡量


		适用于分类问题





这里的错误度量方法度量的是分类错误，通常也叫作0/1误差


记\(E_{\rm out}\)中被求期望的函数为\({\rm err}(g({\bf x}), f({\bf x}))\)，这里这个\(\rm err\)可以对任意给定的数据点求出其错误值，因此也被称为每个点上衡量错误的方式。这样，\(E_{\rm in}\)和\(E_{\rm out}\)就可以表示为 \[
\begin{align*}
E_{\rm in}(g) &= \frac{1}{N}\sum_{n=1}^N{\rm err}(g({\bf x}_n), f({\bf x}_n)) \\
E_{\rm out}(g) &= \mathcal{E}_{ {\bf x} \sim P}{\rm err}(g({\bf x}), f({\bf x}))
\end{align*}
\] 在有误差存在的情况下，\(f\)会被之前讨论过的\(y\)和\(P\)所取代


本次课程主要会使用这种逐点衡量错误的方式，因为这种方式比较简单。将\(g({\bf x})\)记为\(\tilde{y}\)，将\(f({\bf x})\)记为\(y\)，那么错误衡量方法一共可以分为两种：



		0-1误差。求出的\(\tilde{y}\)只有两种可能：与\(y\)一样，或者不一样。用数学方法表示为\({\rm err}(\tilde{y}, y) = [\![\tilde{y} \not= y]\!]\)。这种误差方法通常用在分类问题中


		平方误差。用数学方法表示为\({\rm err}(\tilde{y}, y) = (\tilde{y} - y)^2\)，看的是\(\tilde{y}\)与\(y\)有多接近





错误衡量函数（也称为误差函数）和目标分布一起决定了最理想的目标函数的形式。例如，假设现在有\(P(y=1|{\bf x}) = 0.2, P(y=2|{\bf x}) = 0.7, P(y=3|{\bf x}) = 0.1\)。如果使用0-1误差作为误差函数，则误差值与\(\tilde{y}\)之间的关系如下 \[
{\rm err} = \begin{cases}0.8 & {\rm if\  }\tilde{y} = 1 \\ 0.3 & {\rm if\  }\tilde{y} = 2 \\ 0.9 & {\rm if\  }\tilde{y} = 3 \\ 1.0 & {\rm if\  }\tilde{y} = 1.9 \end{cases}
\] 这里\(\tilde{y} = 2\)是最优的预测，同时\(\tilde{y} = 1.9\)的效果非常不好。但是如果使用平方误差作为误差函数，结果就大有不同 \[
{\rm err} = \begin{cases}1.1 & {\rm if\  }\tilde{y} = 1 \\ 0.3 & {\rm if\  }\tilde{y} = 2 \\ 1.5 & {\rm if\  }\tilde{y} = 3 \\ 0.29 & {\rm if\  }\tilde{y} = 1.9 \end{cases}
\] 这时之前效果很差的预测值\(\tilde{y}= 1.9\)反而变成了最好的预测值！事实上，可以证明，如果误差函数是0-1误差，则最好的预测值应该为\(f({\bf x}) = \mathop{ {\rm arg}\max}_{y \in \mathcal{Y}}P(y|{\bf x})\)；如果误差函数是平方误差，则最好的预测值应该为\(f({\bf x}) = \sum_{y \in \mathcal{Y}}y\cdot P(y|{\bf x})\)


因此，错误衡量函数扮演了一个非常重要的角色。一方面，它指导机器学习算法\(\mathcal{A}\)选出一个最好的\(g\)，另一方面，它评估了所得到的模型与目标函数之间的相似性\(g \approx f\)


算法误差的衡量


这些错误的衡量从哪里来？想象要做一个指纹辨识的应用，如果是你本人的指纹，输出+1，否则输出-1。可以看出来这里实际上有两种类型的错误：假阳性（应该输出-1的样本输出了+1）和假阴性（应该输出+1的样本输出了-1）。0-1误差对这两种错误的惩罚程度是相同的，但是在各个情况下这样做都是最合理的方式么？考虑以下两种类型问题：



		超市的指纹识别系统，如果指纹识别出来是一个熟客，就给予一定折扣。这种情况下，如果用户身份没有被识别因此没有折扣（假阴性），顾客会非常生气，可能会造成客户流失；而如果用户的身份被错误地认定为是熟客（假阳性），超市顶多会少赚点钱，同时由于顾客留下了指纹，万一真的需要追查也容易。因此在这种情况下，假阴性造成的后果更加严重，应该多惩罚一些，例如权重放大到10倍


		国家安全部门的指纹识别系统，如果指纹识别出来是一个员工，就放行。这种情况下，如果发生假阴性，员工多刷几次指纹无所谓；但是如果假阳性，放进了非员工，就会造成情报泄露，非常严重。这种情况下，假阳性的惩罚权重应该增加更多，例如1000倍





由此可知，不同的任务使用的误差衡量函数不尽相同，即便两者都属于分类问题也如此。因此设计算法\(\mathcal{A}\)时最好就要把误差衡量函数包括进去。但是很多时候这种时候无法做到，比如难以将权重数值化等等。通常有两种替代方式，来找到一个算法中可用的误差函数\(\hat{\rm err}\)



		让误差函数“看上去更加合理”，就是使用0/1误差函数或者平方误差（更具体地讲，前者最小化了“翻转误差”，后者最小化了“高斯误差”）


		让算法\(\mathcal{A}\)更容易优化，例如使用存在闭合形式解的目标函数或凸目标函数





加权的分类问题


对分类问题，由于假阴性和假阳性带来的后果不同，因此通常会有一个矩阵，这个矩阵通常被称作代价矩阵（也可以被称为误差矩阵、损失矩阵等等）。例如，国安部门问题的代价矩阵如下所示



[image: 国安部门问题的代价矩阵]国安部门问题的代价矩阵

在这种情况下，\(E_{\rm out}\)和\(E_{\rm in}\)的形式也有所变化，为 \[
\begin{align*}
E_{\rm out}(h) &= \mathcal{E}_{({\bf x}, y) \sim P}\left\{\begin{array}{cc}1 & {\rm if\  }y=+1 \\ 1000 & {\rm if\  }y=-1\end{array}\right\} \cdot [\![y \not= h({\bf x})]\!] \\
E_{\rm in}(h) &= \frac{1}{N}\sum_{n=1}^N\left\{\begin{array}{cc}1 & {\rm if\  }y=+1 \\ 1000 & {\rm if\  }y=-1\end{array}\right\} \cdot [\![y \not= h({\bf x}_n)]\!]
\end{align*}
\] 这种问题称作加权的分类问题，因为对不同的\(({\bf x}, y)\)权重不同


这种问题如何求解？首先VC理论仍然适用，所以可以肯定问题是可以求解的。接下来的问题就是怎么让\(E_{\rm in}^w\)越小越好（这里上角标\(w\)表示是加权问题）。目前讲过的两种模型中，如果数据线性可分，那么PLA肯定可以收敛而且不会受权重改变的影响；如果数据线性不可分，就要使用口袋算法，不过要做一些修改，即当\({\bf w}_{t+1}\)所达到的\(E_{\rm in}^{\bf w}\)更小时，再用它替换\(\hat{\bf w}\)


但是这样的修改是否合理？换句话说，修改后的算法能否达到使\(E_{\rm in}^{\bf w}\)最小这个目标？由于负样本被错分的代价是原来是1000倍，那么可以构造一个新的数据集，其中原来的数据集中每个标签为-1的样本都被复制了1000份放在新的数据集中。称原来的数据集叫原始数据集，被复制了1000倍负样本的数据集为等价数据集，这使得对任何模型\(h\)，如果它对某个点\(({\bf x}_i, -1)\)在原始数据集上犯了错，它在等价数据集上会犯1000次同样的错误。这样，\(h\)在等价数据集上的0/1错误率\(E_{\rm in}^{0/1}\)实际上等于其在原始数据集上的加权错误率\(E_{\rm in}^{\bf w}\)。由于口袋算法在等价数据集上可用，因此其在原始数据集上也可用


当然，真正使用算法时，将负样本数据复制一千次可能是费力的且无必要的。可以采用“虚拟复制”的方法来修改得到一种加权口袋算法，主要修改两点：



		增加负样本被采样的频率，使其1000倍于正样本被采样的频率


		当\({\bf w}_{t+1}\)所达到的\(E_{\rm in}^{\bf w}\)更小时，再用它替换\(\hat{\bf w}\)





本节的fun time给出了一个非常实际问题的场景。对于某些分类问题，其类别可能会非常不平衡，例如题目中给出的比率是负例只占了全体样本的0.001%。在这种情况下，即便是把负例的权重提高到1000，一个“常数分类器”（即对所有样本都无脑设置成+1）的分类错误率仍然能被控制在1%。这意味着，对于这种问题，应该精巧地设计罕见类样本的权重，避免这种“常数分类器”的出现
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        线性回归问题


回顾之前举的银行信用卡问题，如果要关注的问题不再是“给不给发卡”而是“发多大的额度”，那么这就不再是一个二元分类问题，而输出空间已经是实数集（这里实际上是实数集的一个子集）了，因此是一个回归问题。


回归问题的假设函数应该是什么样的？假设已经提取好了\(d\)个特征\(x_1, x_2, \ldots, x_d\)，可以像感知机问题那样再加入一个新的常数项\(x_0\)组成输入向量\(\bf x\)。一个直观的做法是为每个特征赋予一个权重\(w_i\)，这样这些特征的加权均值就应该接近于期望得到的\(y\)，即 \[
y \approx \sum_{i=0}^d w_ix_i
\] 这其实就是线性回归的假设函数了，即\(h({\bf x}) = {\bf w}^\mathsf{T}{\bf x}\)。可以看到这个假设函数跟感知机的有点像，但是不需要取符号，因为最后要得到的结果就应该是个连续值。


要洞悉线性回归的思想，可以从最简单的情况入手。假设输入只有一个维度，平面\(\mathbb{R}^2\)上的直角坐标系横轴为输入\(x\) ，纵轴为输出\(y\)，那么训练数据就是落在坐标系上的若干个点，而对任意\(x \in \mathbb{R}\)，假设函数求出来的对应的值\(h(x) \in \mathbb{R}\)应该连成一条直线。期望是对于训练集里任意的点\(x_i\)，假设函数值\(h(x_i)\)应该尽量接近于这个点已知的值\(y_i\)。那么如何衡量\(h(x_i)\)和\(y_i\)的接近程度？一种方法就是计算这两个值之间差的绝对值\(|h(x_i) - y(i)|\)，称作残差。线性回归的目的就是找到合适的超平面，使得残差尽量小。类似的道理推广到n维空间\(\mathbb{R}^n\)也是一样的


既然问题求解的目的已经确定，那么对应的误差衡量函数就很明朗。通常情况下，回归问题所使用的误差函数叫做平方误差函数，即 \[
{\rm err}(\hat{y}, y) = (\hat{y} - y)^2
\] 如前面讨论的那样，误差通常会被分为样本内误差和样本外误差。样本内误差被记为 \[
E_{\rm in}(h) = \frac{1}{N}\sum_{n=1}^N(h({\bf x}_n) - y_n)^2
\] 由于有\(h({\bf x}_n) = {\bf w}^\mathsf{T}{\bf x}_n\)，因此一个\(h\)通常会对应于一个\(\bf w\)，\(E_{\rm in}\)也可以表示为一个关于\({\bf w}\)的函数。类似地，样本外误差也可以表示为一个关于\(\bf w\)的函数 \[
E_{\rm out}({\bf w}) = \mathcal{E}_{({\bf x}, y) \sim P}({\bf w}^\mathsf{T}{\bf x} - y)^2
\] 根据之前的课程，接下来要着重解决的问题就是怎么使\(E_{\rm in}\)尽可能小


线性回归算法


首先可以试着把上一节得到的\(E_{\rm in}\)用矩阵形式表示，以使得其形式变得更加简洁。 \[
\begin{align*}
E_{\rm in}({\bf w}) &= \frac{1}{N}\sum_{n=1}^N({\bf w}^\mathsf{T}{\bf x}_n - y_n)^2 = \frac{1}{N}\sum_{n=1}^N({\bf x}_n^\mathsf{T}{\bf w} - y_n)^2 \\
&=\frac{1}{N} \left|\!\left|\begin{array}{c} {\bf x}_1^\mathsf{T}{\bf w} - y_1 \\ {\bf x}_2^\mathsf{T}{\bf w} - y_2 \\ \cdots \\ {\bf x}_N^\mathsf{T}{\bf w} - y_N \end{array}\right|\!\right|^2 \\
&= \frac{1}{N} \left|\!\left|\left[\begin{array}{c}--{\bf x}_1^\mathsf{T}-- \\ --{\bf x}_2^\mathsf{T}-- \\ \cdots \\ --{\bf x}_N^\mathsf{T}-- \end{array}\right]{\bf w}-\left[\begin{array}{c}y_1 \\ y_2 \\ \cdots \\ y_N\end{array}\right]\right|\!\right|^2 \\
&= \frac{1}{N}|\!|{\rm X}{\bf w} - {\bf y}|\!|^2
\end{align*}
\] 最后得到的各矩阵/向量维度为：



		\({\rm X}\)：\(N\times (d+1)\)


		\({\bf w}\)：$ (d+1) 1$


		\({\bf y}\)：\(N \times 1\)





由于\(E_{\rm in}\)中只有\({\bf w}\)是未知数，而经过证明可以发现，\(E_{\rm in}(\bf w)\)是连续且可微的凸函数。凸函数的一个重要性之就是，其在极值点的梯度为0，而梯度的定义是把函数在每个方向上做偏微分，因此在极值点梯度的每个分量都是0。即最优的\(\bf w_{\rm LIN}\)满足\(\nabla E_{\rm in}({\bf w}_{\rm LIN}) = {\bf 0}\)


将\(E_{\rm in}\)的表达式展开并由以下两条矩阵求导规则（\(\rm A\)是矩阵） \[
\begin{align*}
\frac{\partial ({\bf x}^\mathsf{T}{\rm A}{\bf x})}{\partial {\bf x}} &= 2{\rm A}{\bf x} \\
\frac{\partial ({\bf x}^\mathsf{T}{\bf a})}{\partial {\bf x}} &= {\bf a}
\end{align*}
\] 可知 \[
\begin{align*}
E_{\rm in}(\bf w) &= \frac{1}{N}|\!|{\rm X}{\bf w} - {\bf y}|\!|^2 = \frac{1}{N}({\rm X}{\bf w} - {\bf y})^\mathsf{T}({\rm X}{\bf w} - {\bf y}) && {\rm definition\  of\  norm}\\ 
&= \frac{1}{N}({\bf w}^\mathsf{T}{\rm X}^\mathsf{T} - {\bf y}^\mathsf{T})({\rm X}{\bf w} - {\bf y}) && {\rm rule\  of\  transpose}\\
&= \frac{1}{N}({\bf w}^\mathsf{T}{\rm X}^\mathsf{T}{\rm X}{\bf w} - {\bf w}^\mathsf{T}{\rm X}^\mathsf{T}{\bf y} - {\bf y}^\mathsf{T}{\rm X}{\bf w} + {\bf y}^\mathsf{T}{\bf y}) \\
&= \frac{1}{N}({\bf w}^\mathsf{T}{\rm X}^\mathsf{T}{\rm X}{\bf w} - 2{\bf w}^\mathsf{T}{\rm X}^\mathsf{T}{\bf y} + {\bf y}^\mathsf{T}{\bf y})  &&{ {\bf w}^\mathsf{T}{\rm X}^\mathsf{T}{\bf y}}{\rm\  is\  a\  scalar,\  }{a^\mathsf{T} = a}\\
\nabla E_{\rm in}(\bf w) &= \frac{1}{N}(2{\rm X}{\bf w} - 2{\rm X}^\mathsf{T}{\bf y}) = \frac{2}{N}({\rm X}^\mathsf{T}{\rm X}{\bf w} - {\rm X}^\mathsf{T}{\bf y}) 
\end{align*}
\] 将\(\nabla_{\rm in}({\bf w})\)置为0，如果\({\rm X}^\mathsf{T}{\rm X}\)是可逆的，那么可以容易解出 \[
{\bf w}_{\rm LIN} = ({\rm X}^\mathsf{T}{\rm X})^{-1}{\rm X}^\mathsf{T}{\bf y}
\] 其中\(({\rm X}^\mathsf{T}{\rm X})^{-1}{\rm X}^\mathsf{T}\)称为\(\rm X\)的伪逆，记做\({\rm X}^\dagger\)。由于通常有\(N >\!> d + 1\)，因此\(X^\dagger\)通常都会存在


但是有少部分情况有\(N < d + 1​\)，这样会有很多组解。不过即便如此，使用其它定义伪逆矩阵的方法，仍然可以得到其中的一个解有\({\bf w}_{\rm LIN} = {\rm X}^\dagger {\bf y}​\)


实践中如果需要计算\({\bf w}_{\rm LIN}\)，一般都直接用计算\({\rm X}^\dagger\)的函数，而不是手动计算\(({\rm X}^\mathsf{T}{\rm X})^{-1}{\rm X}^\mathsf{T}\)


因此线性回归算法可以定义如下：



1). 从数据集\(\mathcal{D}\)中构造输入矩阵\(\rm X\)和输出向量\(\bf y\)： \[
{\rm X} = \underbrace{\left[\begin{array}{c}--{\bf x}_1^\mathsf{T}-- \\ --{\bf x}_2^\mathsf{T}-- \\ \cdots \\ --{\bf x}_N^\mathsf{T}--\end{array}\right]}_{N \times (d + 1)}\hspace{2ex} {\bf y} =\underbrace{\left[\begin{array}{c}y_1 \\ y_2 \\ \cdots \\ y_N\end{array}\right]}_{N \times 1}
\] 2). 计算伪逆\(\underbrace{ {\rm X}^\dagger}_{(d+1) \times N}\)


3). 计算最优权重\(\underbrace{ {\bf w}_{\rm LIN}}_{(d+1) \times 1} = {\rm X}^\dagger {\bf y}\)





一般化问题


所以线性回归问题真的是一种机器学习问题，上述的算法真的是一种机器学习算法么？看起来最优权重的值一步就能算出来（这种解称为解析解或者闭合形式解），在计算过程中也没有迭代地减小\(E_{\rm in}\)和\(E_{\rm out}\)


实际上，这是一种机器学习算法，因为



		它有好的\(E_{\rm in}\)


		变量有限，\(E_{\rm out}\)是有限的


		伪逆的计算过程是迭代的过程，其过程也可以算是在减小\(E_{\rm in}\)





所谓“黑猫白猫，抓得住老鼠就是好猫”，只要\(E_{\rm out}({\bf w}_{\rm LIN})\)足够小，这个算法就可以看作是一种好的算法。下面试着证明\(\overline{E_{\rm in}}\)足够小，但是同样的思想可以用来证明\(E_{\rm out}\)也足够小


由于\(\overline{E_{\rm in}}\)是对所有可能数据集\(E_{\rm in}\)的平均值，而这些数据都来自于相同的分布，因此可以表示为 \[
\overline{E_{\rm in}} = \mathcal{E}_{\mathcal{D} \sim P^N}\{E_{\rm in}({\bf w}_{\rm LIN}{\rm\  w.r.t\  }\mathcal{D})\}
\] 其中每个\(E_{\rm in}\)又可以如下表示 \[
\begin{align*}
E_{\rm in}({\bf w}_{\rm LIN}) &= \frac{1}{N}|\!|{\bf y} - \hat{\bf y}|\!|^2 = \frac{1}{N}|\!|{\bf y} -{\rm X}{\bf w}_{\rm LIN}|\!|^2 \\
&= \frac{1}{N}|\!|{\bf y} - {\rm XX}^\dagger{\bf y}|\!|^2 = \frac{1}{N}|\!|({\rm I} - {\rm XX}^\dagger){\bf y}|\!|^2
\end{align*}
\] 称\({\rm XX}^\dagger\)为“帽子矩阵”，记为\(\rm H\) ，因为真实值\(\bf y\)与之相乘会得到预测值\(\hat{\bf y}\)。帽子矩阵的几何意义可以通过下图解释



[image: 帽子矩阵的几何意义]帽子矩阵的几何意义

该图中，\({\bf y} \in \mathbb{R}^N\)，而\(\hat{\bf y}\)是\(\rm X\)中每个列的线性组合，因此\(\hat{\bf y}\)属于\(\rm X\)的列空间。线性回归要让\(\bf y\)和\(\hat{\bf y}\)尽可能小，而\(\hat{\bf y}\)实际上是\(\bf y\)在\(\rm X\)列空间（下面简记为\(\rm span\) ）中的投影，为了让两者的残差\({\bf y}-\hat{\bf y}\)尽可能小，即让\(\bf y\)到\(\rm span\)的距离最短，因此只能有\({\bf y}-\hat{\bf y}\) 垂直于 \({\rm span}\)。所以\(\rm H\)起到的就是投影的作用，将任意向量\(\bf y\)投影到\(\rm X\)的列空间中，投影成\(\hat{\bf y}\)，而\({\rm I} - {\rm H}\)则是计算残差\({\bf y}-\hat{\bf y}\)，它有一个很好的性质： \[
{\rm trace}({\rm I}- {\rm H}) = N - (d + 1)
\] 这条性质的物理意义在于，自由度为\(N\)的向量被投影到\(d+1\)维空间以后，残差的自由度最多只有\(N-(d+1)\)。证明如下（简记\(\rm trace\)为\(\rm tr\)，并记\({\rm I}_d\)是\(d\)维单位矩阵）： \[
\begin{align*}
{\rm tr(I-H)} &= {\rm tr(I}_n) - {\rm tr(H)} && {\rm tr(A+B) = tr(A) + tr(B)} \\
&= N- {\rm tr(H)} \\
{\rm tr(H)} &= {\rm tr(XX}^\dagger) \\
&= {\rm tr(X(X^\mathsf{T}X)^{-1}X^\mathsf{T})} && {\rm definition\  of\  X}^\dagger \\
&=  {\rm tr((X^\mathsf{T}X)^{-1}X^\mathsf{T}X)} && {\rm tr(AB) = tr(BA)} \\
&= {\rm tr(I}_{d+1}) \\
&= d+1 \\
\therefore {\rm tr(I-H)} &= N- (d+1) \hspace{3ex} \blacksquare
\end{align*}
\] 对\(\bf y\)引入误差，情况会略有变化，见下图



[image: 线性回归训练集内误差均值的计算]线性回归训练集内误差均值的计算

假设现在有一个理想的目标函数\(f\)，那么\(f({\rm X})\)肯定会落在\(\rm X\)的列空间中。现在，可以把观察到的\(\bf y\)看作是理想目标函数值与噪声的加和，即\({\bf y} = f({\rm X}) + {\rm noise}\)。由于要考察的残差仍然是\({\bf y} - \hat{\bf y}\)，因此这个残差可以看作是噪声经过矩阵\(\rm I-H\)的转换，即\(E_{\rm in}\)就是把\(\rm I-H\)用在噪声上。将这个关系代入到残差的表达式中，有： \[
\begin{align*}
E_{\rm in}({\bf w}_{\rm LIN}) = \frac{1}{N} |\!|{\bf y} - \hat{\bf y}|\!|^2 &= \frac{1}{N}|\!|{\rm (I-H)noise}|\!|^2 \\
&= \frac{1}{N}(N-(d+1))|\!|{\rm noise}|\!|^2
\end{align*}
\] 因此可以得到\(E_{\rm in}\)和\(E_{\rm out}\)的均值（不过后者的计算更加复杂） \[
\begin{align*}
\overline{E_{\rm in}} = {\rm noise\  level} \cdot \left(1 - \frac{d+1}{N}\right) \\
\overline{E_{\rm out}} = {\rm noise\  level} \cdot \left(1 + \frac{d+1}{N}\right) 
\end{align*}
\] 哲学上的意义是，噪声的存在使得模型的学习过程中也对噪声数据进行了学习，学到的\(\bf w\)可能偏向了某个方向。由于测试数据是新鲜的，没看到过的，没用在学习过程中的数据，因此此消彼长，误差对偏向的方向惩罚更多。这样可以得到一个学习曲线图



[image: 学习曲线]学习曲线

可以看到，随着样本数量\(N\)的增大，\(E_{\rm in}\)增大，\(E_{\rm out}\)减小。但是最后随着\(N \rightarrow \infty\)，两者都会收敛到\(\sigma^2\)，即noise level。因此一般化误差（即\(E_{\rm in}\)与\(E_{\rm out}\)平均情况下相差多少）为\(\frac{2(d+1)}{N}\)


综上所述，当\(N\)尽可能大，噪声不影响时，学习是已经发生了的


用于二元分类的线性回归


考虑之前提到的线性分类问题，已经被证明是NP难的。而线性回归却有非常有效的解析解可以一步得出结果。既然分类问题的结果\(\{-1, +1\} \in \mathbb{R}\)，也在线性回归的解空间里，那么可不可以用线性回归的思想求解分类问题呢？有人提出了一种做法：



		在数据集\(\mathcal{D}\)上运行线性回归算法，求出\({\bf w}_{\rm LIN}\)


		返回\(g({\bf x}) = {\rm sign}({\bf w}_{\rm LIN}^\mathsf{T}{\bf x})\)





如何说明这个做法是可行的呢？注意两个问题最大的区别是两者的误差函数定义不同：



		0/1分类问题的损失函数为\({\rm err}_{0/1} = [\![{\rm sign}({\bf w}^\mathsf{T}{\bf x}) \not= y]\!]\)


		回归问题的损失函数为最小平方误差\({\rm err_{sqr}} = \left({\bf w}^\mathsf{T}{\bf x} - y\right)^2\)





可以画出两个函数的曲线（横轴为\({\bf w}^\mathsf{T}{\bf x}\)，纵轴为\(\rm err\)），分情况讨论（期望\(y=1\)还是\(y=-1\)）



[image: 0/1误差函数与最小平方误差函数的图像比较。左为期望样本为正例的情况，右为期望样本为负例的情况]0/1误差函数与最小平方误差函数的图像比较。左为期望样本为正例的情况，右为期望样本为负例的情况

先看左边数据为正例的情况。由于此时数据为正例，因此其标签为1。最小平方误差函数以\({\bf w}^\mathsf{T}{\bf x}\)为自变量时，函数图像是一个抛物线，在\({\bf w}^\mathsf{T}{\bf x} = y = 1\)时取得最低点0。此时0/1分类误差函数也取得0，因为此时\({\bf w}^\mathsf{T}{\bf x}\)的符号与\(y\)相同，不等号不成立，因此两函数交于\((1, 0)\)点。此外，当\({\bf w}^\mathsf{T}{\bf x} = 0\)时，该点正好处在0/1分类误差函数变化的阶梯点上。但是由于\({\bf w}^\mathsf{T}{\bf x}\)的符号跟\(y\)的符号不一致，因此0/1误差函数取1。而最小平方差函数在此时的值也为1（\((0-1)^2 = 1\)），因此两函数还交于\((0, 1)\)点。画出所有图像以后，可以发现在\(\mathbb{R}\)上总有\({\rm err}_{\rm sqrt} \ge {\rm err}_{0/1}\)。同样的结论也可以用在右边数据为负例的情况。因此，由VC维的理论可以有 \[
\begin{align*}
{\rm classification\  }E_{\rm out}({\bf w}) &\le {\rm classification\  }E_{\rm in}({\bf w}) + \sqrt{\cdots\cdots} \\
& \le {\rm regression\  }E_{\rm in}({\bf w}) + \sqrt{\cdots\cdots}
\end{align*}
\] 即回归问题的样本内误差加上一个常量，可以是分类问题样本外误差的一个上界。所以最优化的\({\bf w}_{\rm LIN}\)也可以解决分类问题。实践中，\({\bf w}_{\rm LIN}\)是一个不错的基线分类器，也可以用来做PLA算法或口袋算法的初始权重
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        Logistic回归问题


二元分类问题，由于误差函数的定义，只关注样本是/否属于某个类别，即\(\mathcal{Y} \in \{-1, +1\}\)，理想的假设函数的形式也是\(f({\bf x}) = {\rm sign}(P(+1|{\bf x}) - \frac{1}{2}) \in \{-1, +1\}\)


我们还会关心一个类似的问题。以医院中的例子为例，给定一个病人，可能不再只关心ta是否会得心脏病，而是还关注ta得心脏病的概率/风险/可能性（例如80%）。对这样的问题，要关心的是一个落在0到1之间的值。因此这个问题与原来的二元分类问题有所差别，被称作“软二元分类”问题。求解此问题得到的值越高，说明越有可能是\(\circ\)，否则越有可能是\(\times\)。再次强调一下，这里的结果不再是非黑即白的二分法，而是一种可能性。此时目标函数会变化成\(f({\bf x}) = P(+1|{\bf x}) \in [0, 1]\)的形式


理想状况下，要解决这样的问题，我们希望能看到给定\({\bf x}\)数据是正例的概率，即类似如下的条目： \[
({\bf x}_1, y_1') = 0.9 = P(+1|{\bf x}_1) \\
({\bf x}_2, y_2') = 0.2 = P(+1|{\bf x}_2) \\ 
\vdots \\
({\bf x}_N, y_N') = 0.6 = P(+1|{\bf x}_N) \\
\] 这样，只需要让\(g\)在数据上对概率的预测与实际概率差别越小越好。但是实际上，这样的资料是基本上拿不到的，上帝给的概率并不能看到，我们只能看到“是”或“否”，即真实数据是有噪声的版本，如下（尤其看最后一条） \[
({\bf x}_1, y_1') = 1 = [\![\circ \sim^? P(y|{\bf x}_1)]\!] \\
({\bf x}_2, y_2') = 0 = [\![\circ \sim^? P(y|{\bf x}_2)]\!] \\
\vdots \\
({\bf x}_N, y_N') = 0 = [\![\circ \sim^? P(y|{\bf x}_N)]\!] \\
\] 因此，可以收集到的数据跟之前解二元分类时可以拿到的数据是一样的，只不过目标函数不同。因此，需要考察不同的假设函数集合


要确定假设函数的形式，第一件事还是要确定输入的形式和特征是什么。和之前一样，输入仍然可以表示为\({\bf x} = (x_0, x_1, x_2, \ldots, x_d)\)。一种自然的想法是，仍然计算其加权分数，即 \[
s = \sum_{i=0}^d w_ix_i
\] 但是值得关注的并不是这个加权分数，而是根据“分数越高概率越高，分数越低概率越低”这个设定以及“最后要得到一个概率值”这个要求，关注如何将结果缩放到[0, 1]这个区间。通常使用Logistic函数（记为\(\theta\) ）来将这个分数映射到\([0, 1]\)区间，因此这个问题称为Logistic回归问题，假设也被称为Logistic假设。其形式为 \[
h({\bf x}) = \theta({\bf w}^\mathsf{T}{\bf x})
\] 其中Logistic函数的定义为 \[
\theta(s) = \frac{e^s}{1+e^s} = \frac{1}{1+e^{-s}}
\]


Logistic回归误差


Logistic回归和之前提到的线性分类算法和线性回归算法有类似的地方，即对得到的特征都会做一个加权打分的操作。只不过三者在打分完以后做的事情有不同。可以参看下图



[image: 三种线性模型的比较]三种线性模型的比较


		对于线性分类问题，算完得分以后，只根据得分的符号来做分类的动作。这里使用的是最简单的误差函数\({\rm err}_{0/1}\)


		对于线性回归问题，算完得分以后，直接输出得分。误差函数使用平方误差，因为很容易最小化


		对于Logistic回归问题，算完得分以后，再做一个logistic变换得到最后的结果。那么这里很自然需要关心的问题是，Logistic回归所使用的误差函数是什么？





考虑我们的目标函数为\(f({\bf x}) = P(+1|{\bf x})\)，可以稍作变化得到给定\(\bf x\)时\(y\)的概率，即 \[
P(y|{\bf x}) = \begin{cases}f({\bf x}) & {\rm for\  }y=+1 \\ 1-f({\bf x}) & {\rm for\  } y = -1\end{cases}
\] 假设现在得到的数据集为 \[
\mathcal{D} = \{({\bf x}_1, \circ), ({\bf x}_2, \times), \ldots, ({\bf x}_N, \times)\}
\] 根据前面的设定和贝叶斯定理，可以推出\(\mathcal{D}\)由\(f\)产生的概率，为 \[
P({\bf x}_1)P(\circ | {\bf x}_1) \times P({\bf x}_2)P(\times | {\bf x}_2) \times \ldots \times P({\bf x}_N)P(\times | {\bf x}_N)
\] 将上式中的\(P(y|{\bf x})\)换成\(f\)，可以得到下面等价的式子 \[
P({\bf x}_1)f({\bf x}_1) \times P({\bf x}_2)(1 - f({\bf x}_2) ) \times \ldots \times P({\bf x}_N)(1 - f({\bf x}_N) )
\] 我们无法直接得到\(f\)，但是可以通过学习得到一个假设\(h\)，因此可以计算\(h\)生成同样数据集的概率。这个概率一般称之为似然。可以立即得到这个似然值为 \[
P({\bf x}_1)h({\bf x}_1) \times P({\bf x}_2)(1 - h({\bf x}_2) ) \times \ldots \times P({\bf x}_N)(1 - h({\bf x}_N) )
\] 如果有\(h \approx f\)，则\(h\)对\(\mathcal{D}\)的似然应该近似于\(f\)产生\(\mathcal{D}\)的概率。而通常\(f\)产生\(\mathcal{D}\)的概率应该非常大，就有 \[
{\rm likelihood}(h) \approx ({\rm probability\  using\  }f) \approx {\rm large}
\] 因此可以认为，\(\mathcal{H}\)中最好的\(g\)应该是似然最大的那一个，即 \[
g = \mathop{ {\rm arg}\max}_h {\rm likelihood}(h)
\] 又因为logistic函数有对称性，即有 \[
1 - h({\bf x}) = h(-{\bf x})
\] 因此 \[
{\rm likelihood}( {\rm logistic}\  h) \propto \prod_{n=1}^N h(y_n{\bf x}_n)
\] Logistic回归算法的目的就是找到一个\(h\)使得上式最大化。同样由于每个\(h\)都关联一个\({\bf w}\)，因此代入\(h\)的定义，目标可以写为 \[
\max_{\bf w} {\rm likelihood}({\bf w}) \propto \prod_{n=1}^N \theta(y_n{\bf w}^\mathsf{T}{\bf x}_n)
\] 又因为\(\log (ab) = \log a + \log b\)以及对已有函数取对数不会改变函数的单调性，有 \[
\begin{align*}
&\max_{\bf w} \prod_{n=1}^N \theta(y_n{\bf w}^\mathsf{T}{\bf x}_n) \\
\Leftrightarrow &\max_{\bf w} \ln \prod_{n=1}^N \theta(y_n{\bf w}^\mathsf{T}{\bf x}_n) \\
\Leftrightarrow & \max_{\bf w} \sum_{n=1}^N \ln \theta(y_n{\bf w}^\mathsf{T}{\bf x}_n) \\
\Leftrightarrow & \min_{\bf w} \frac{1}{N}  \sum_{n=1}^N -\ln \theta(y_n{\bf w}^\mathsf{T}{\bf x}_n)  \\
\Leftrightarrow & \min_{\bf w} \frac{1}{N}\sum_{n=1}^N \ln(1 + \exp(-y_n{\bf w}^\mathsf{T}{\bf x}_n))\hspace{3ex}(\rm definition\  of\  logistic\  function)
\end{align*}
\] 定义 \[
{\rm err}({\bf w}, {\bf x}, y) = \ln(1 + \exp(-y{\bf w}^\mathsf{T}{\bf x}))
\] 记为交叉熵误差函数，那么\(\sum_{n=1}^N {\rm err}({\bf w}, {\bf x}_n , y_n)\)就是Logistic回归问题中的\(E_{\rm in}\)


Logistic回归误差的梯度


有了误差函数，接下来的问题自然就是怎么求出最优的\(\bf w\)。经过分析可以发现，交叉熵误差函数也是连续、可微、二次可微的凸函数，因此第一个想法就是试着推导\(\nabla E_{\rm in}(\bf w)\)。求导有如下结果 \[
\begin{align*}
\frac{\partial E_{\rm in}(\bf w)}{\partial {\bf w}} &= \frac{1}{N}\sum_{n=1}^N\frac{1}{1+\exp(-y_n{\bf w}^\mathsf{T}{\bf x}_n)} \cdot \exp(-y_n{\bf w}^\mathsf{T}{\bf x}_n) \cdot (-y_n{\bf x}_n) \\
&= \frac{1}{N}\sum_{n=1}^N \theta(-y_n{\bf w}^\mathsf{T}{\bf x}_n)(-y_n{\bf x}_n)
\end{align*}
\] 接下来试着求解\(\nabla E_{\rm in}({\bf w}) = 0\)。注意梯度是用\(\theta\)加权\(y_n{\bf x}_n\)的，由于梯度是一个求和项，那么如果所有\(\theta\)都是0，那么求和项就会为0。而当每个\(y_n{\bf w}^\mathsf{T}{\bf x}_n \rightarrow +\infty\)时，\(\theta(-y_n{\bf w}^\mathsf{T}{\bf x}_n)\)才会趋近于0。由于此时每个\(y_n{\bf w}^\mathsf{T}{\bf x}_n\)都是一个巨大的正数，因此有之前感知机部分的知识可以得知，每条数据都被正确分类，这意味着数据集\(\mathcal{D}\)是线性可分的。而大部分情况下，这个条件不能满足，这就要求我们要想办法去解这个方程。而这个式子并不是一个线性的式子。实际上\(\nabla E_{\rm in}({\bf w}) = 0\)并没有解析解


所以如何破？回顾之前的PLA算法，它是迭代的，发现算法犯错的时候会修正\(\bf w\)。为了简单起见，可以把“找出使\({\bf w}_t\)犯错的数据\(({\bf x}_{n(t)}, y_{n(t)})\)”这一步和“改正\({\bf w}_t\)这一步合并，连写为 \[
{\bf w}_{t+1} \leftarrow {\bf w}_t + [\![{\rm sign}({\bf w}_t^\mathsf{T}{\bf x}_n) \not= y_n]\!]y_n{\bf x}_n
\] 这里其实有两样东西，其一是更新的方向（这里是\([\![{\rm sign}({\bf w}_t^\mathsf{T}{\bf x}_n) \not= y_n]\!]y_n{\bf x}_n\) ），另一是更新的步长（这里就是1，没有在上式写出）。如果在这里要对更新的方向\({\bf v}\)和更新的步长\(\eta\)做出改变，就会得到不同的机器学习算法。这样的算法一般称为迭代优化方法。


梯度下降


迭代优化方法的思想可以如下表示。其中\(\bf v\)代表更新的方向，\(\eta\)代表步长



对\(t = 0, 1, \ldots\) \[
{\bf w}_{t+1} \leftarrow {\bf w}_t + \eta{\bf v}
\] 算法终止时，将最后得到的\(\bf w\)返回为\(g\)





PLA里通过修正错误来得到\(\bf v\)。而Logistic回归，前面可以看到，其损失函数是一个光滑的曲线，这能带来什么样的启发？想象将一个球放在山坡的某个地方，它自然会滚下去，到谷底的时候停住，而停住的点就是梯度为0的点。因此，解Logistic回归问题时，所选的\(\bf v\)就是这里球滚下去的方向，其中为了推导的方便，假设\(\bf v\)的长度是1。比较贪心的想法是，希望小球滚下去时每一步的跨越最大（\(E_{\rm in}\)下降最多），往陡的方向滚。假设限制了每一步只能走\(\eta\)这么大，那么问题就化为找到满足下式的\(\bf v\) \[
\min_{|\!|{\bf v}|\!| = 1} E_{\rm in}\underbrace{({\bf w}_t + \eta{\bf v})}_{ {\bf w}_{t+1}}
\] 也就是如何找到一个最好的方向。然而这个问题仍然是一个不好解的问题：仍然是要优化一个非线性函数，而且更丧心病狂的是居然还加了一个条件。因此，这个问题并不比\(\min_{\bf w}E_{\rm in}({\bf w})\)好解。考虑到目前学过的容易的问题都跟线性函数有关，有没有办法把上面的式子变成一个关于\(\bf v\)的线性函数？


答案是可以的。任何曲线如果只观察其非常微小的一段，这一段都可以认为是一条长度很短的直线。因此在\(\eta\)特别小时，使用泰勒展开，有 \[
E_{\rm in}({\bf w}_t + \eta{\bf v}) \approx E_{\rm in}({\bf w}_t) + \eta {\bf v}^\mathsf{T}\nabla E_{\rm in}({\bf w}_t)
\] 因此问题转化为，当\(\eta\)很小时，求 \[
\min_{|\!|{\bf v}|\!| = 1} E_{\rm in}({\bf w}_t) + \eta {\bf v}^\mathsf{T}\nabla E_{\rm in}({\bf w}_t)
\] 由于\(E_{\rm in}\)是常数，因此最好的\(\bf v\)与梯度方向相反就可以。又因为\(\bf v\)是单位向量，因此 \[
{\bf v} = \frac{-\nabla E_{\rm in}({\bf w}_t)}{|\!|\nabla E_{\rm in}({\bf w}_t)|\!|}
\] 所以理想的更新方法（称为梯度下降）为 \[
{\bf w}_{t+1} \leftarrow {\bf w}_t - \eta\frac{\nabla E_{\rm in}({\bf w}_t)}{|\!|\nabla E_{\rm in}({\bf w}_t)|\!|}
\] 注意这里\(\eta\)不能太小也不能太大。如果\(\eta\)太小，收敛会很慢；如果\(\eta\)太大，曲线的这一小段就不能看作是一段很短的直线，逼近不准，因此收敛不稳定。具体示例可见下图



[image: eta取不同值时w的收敛状况]eta取不同值时w的收敛状况

最好的方法是\(\eta\)要经常改变。梯度越大，\(\eta\)越大；梯度越小，\(\eta\)越小，即\(\eta \propto {|\!|\nabla E_{\rm in}({\bf w}_t)|\!|}\)。这个关系也可以表示为\(\eta = \eta_0 \cdot {|\!|\nabla E_{\rm in}({\bf w}_t)|\!|}\)，而稍作变换就有\(\eta_0 = \eta / {|\!|\nabla E_{\rm in}({\bf w}_t)|\!|}\)。如果把\(\eta_0\)用一个新的\(\eta\)替换，上式就可以写为 \[
{\bf w}_{t+1} \leftarrow {\bf w}_t - \eta \nabla E_{\rm in}({\bf w}_t)
\] 称此时的\(\eta\)为固定的学习率，上式也被称为固定学习率的梯度下降


因此，Logistic回归算法可以表示如下：



初始化\({\bf w}_0\)


当\(t=0,1,\ldots\)时


​ 计算 \[
\nabla E_{\rm in}({\bf w}_t) = \frac{1}{N} \sum_{n=1}^N\theta(-y_n{\bf w}_t^\mathsf{T}{\bf x}_n)(-y_n{\bf x}_n)
\] ​ 更新权重 \[
{\bf w}_{t+1} \leftarrow {\bf w}_t - \eta \nabla E_{\rm in}({\bf w}_t)
\] 直到\(\nabla E_{\rm in}({\bf w}_{t+1}) = 0\)或迭代次数足够多


将最后得到的\({\bf w}_{t+1}\)返回为\(g\)





可以看到，Logistic回归算法的时间复杂度与口袋算法每次迭代的时间复杂度相似
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        用于二元分类的线性模型


之前提到的三种线性模型都使用了\(s = {\bf w}^\mathsf{T}{\bf x}\)这个函数来计算得分



		线性分类直接对这个分值取正负号，使用0/1误差来做误差函数。\(E_{\rm in}(\bf w)\)是离散的，优化是NP-hard问题


		线性回归对这个分值不作处理直接输出，因此值域是\(\mathbb{R}\)，误差函数是平方误差。这个\(E_{\rm in}({\bf w})\)优化起来比较友好，能直接得到一个闭合解


		Logistic回归对分值做一个logistic变换\(\theta(s)\)，值域是\([0, 1]\)，使用交叉熵函数做误差函数。这个\(E_{\rm in}(\bf w)\)可以用梯度下降方法求解





接下来首先探讨一个问题：线性回归或Logistic回归可以用来求解线性分类问题吗？首先要整合一下这些误差函数，将关于\(h, {\bf x}, y\)的函数转化为关于\(s, y\)的函数。其中\(s = {\bf w}^\mathsf{T}{\bf x}, y\in \{-1, +1\}\)


对线性分类问题，有 \[
\begin{align*}
&&h({\bf x}) &= {\rm sign}(s) \\
&&{\rm err}(h, {\bf x}, y) &= [\![h({\bf x}) \not = y]\!] \\
&\Rightarrow &{\rm err_{0/1}}(s, y) &= [\![{\rm sign}(s) \not= y]\!] \\
&& &=[\![{\rm sign}(ys) \not= 1]\!]
\end{align*}
\] 对线性回归问题，有 \[
\begin{align*}
&&h({\bf x}) &= s \\
&&{\rm err}(h, {\bf x}, y) &= (h({\bf x}) - y)^2 \\
&\Rightarrow&{\rm err_{\rm SQR}}(s, y) &= (s-y)^2 \\
&&&= (ys-1)^2
\end{align*}
\] 对Logistic回归问题，有 \[
\begin{align*}
&&h({\bf x}) &= \theta(s) \\
&&{\rm err}(h, {\bf x}, y) &= -\ln h(y{\bf x}) \\
&\Rightarrow &{\rm err_{CE}}(s, y) &= \ln(1+\exp(-ys))
\end{align*}
\]


可以看到，这三个误差函数里都包括了\(ys\)这一项。那么该项的物理意义是什么？这里\(y\)是正确度，\(s\)是得分，因此两者相乘可以看作是“分类的正确度得分”：两者相乘得到的结果越大，说明越正确；否则说明越不正确。这个做法实际很符合逻辑：假设\({\bf w}^\mathsf{T}{\bf x}\)是一个比较大的正数，那么由Logistic回归的物理意义这说明\(y=1\)的概率会非常大。假设实际上\(y=-1\)，那么两者相乘就是一个比较小的负数，说明是有问题的


将上面得到的三个函数图像作到一个坐标系里，可以得到如下的图



[image: 三种误差函数的图象]三种误差函数的图象

可以看到一些现象：



		对于0/1误差函数，如果\(ys \le 0\)，说明\(y\)与\(s\)异号，发生了分类错误，因此\({\rm err}_{0/1}\)为1。如果\(ys > 0\)，说明\(y\)与\(s\)同号，分类是正确的，\({\rm err}_{0/1}\)为0




		对于平方误差函数，可以看到如果\(ys <\!\!< 1\)则误差函数会得到一个很大的值，即对严重的错分现象施加了比较大的惩罚。但是，由于二次函数抛物线的性质，可以看到如果\(ys >\!\!> 1\)，即分类非常正确时，误差函数也会加以很大的惩罚，所以误差函数的表现并不总是尽人意。不过无论如何，如果平方误差小，一定会说明0/1误差小




		对于交叉熵误差函数，可以看到它是关于\(ys\)单调递减的。交叉熵误差越小，说明0/1误差越小，反之亦然。







为了推导的方便，可以对交叉熵误差函数做一个缩放（实际上就是换了一个底）。缩放后的交叉熵误差函数修正如下： \[
{\rm err}_{\rm SCE}(s, y) = \log_2(1+\exp(-ys))
\]


修改后的交叉熵误差函数能保证当\(ys=0\)时交叉熵误差函数和0/1误差函数相切，即图像变为下图



[image: 对交叉熵误差函数换底以后，三个误差函数图像的比较]对交叉熵误差函数换底以后，三个误差函数图像的比较

可以看到，换底以后，交叉熵误差函数成为了0/1误差函数严格的上界。也就是说，对任意\(ys\)（其中\(s = {\bf w}^\mathsf{T}{\bf x}\)），有 \[
\begin{align*}
&{\rm err}_{0/1}(s, y) \le {\rm err_{SCE}}(s, y) = \frac{1}{\ln 2}{\rm err_{CE}}(s, y) \\
\Longrightarrow & \  \  E_{\rm in}^{0/1}({\bf w}) \le E_{\rm in}^{\rm SCE}({\bf w})  = \frac{1}{\ln 2}E_{\rm in}^{\rm CE}({\bf w}) \\
&\  \  E_{\rm out}^{0/1}({\bf w}) \le E_{\rm out}^{\rm SCE}({\bf w})  = \frac{1}{\ln 2}E_{\rm out}^{\rm CE}({\bf w})
\end{align*}
\] 套用之前的VC维理论，有 \[
\begin{align*}
E_{\rm out}^{0/1}({\bf w}) &\le E_{\rm in}^{0/1}({\bf w}) + \Omega^{0/1} \\
&\le \frac{1}{\ln 2}E_{\rm in}^{\rm CE}({\bf w}) + \Omega^{0/1}
\end{align*}
\] 或者从另一个方向，有 \[
\begin{align*}
E_{\rm out}^{0/1}({\bf w}) &\le \frac{1}{\ln 2}E_{\rm out}^{\rm CE}({\bf w}) \\
&\le \frac{1}{\ln 2}E_{\rm in}^{\rm CE}({\bf w}) + \frac{1}{\ln 2} \Omega^{CE}
\end{align*}
\] 无论从哪个方向，都可以得出结论 \[
{\rm small\  }E_{\rm in}^{\rm CE}({\bf w}) \Rightarrow {\rm small\  }E_{\rm out}^{0/1}({\bf w})
\] 平方误差同理。因此，这证明，Logistic回归和线性回归都可以用在线性分类问题上，算法为




		在\(y_n \in \{-1, +1\}\)的\(\mathcal{D}\)上运行Logistic回归或线性回归算法得到\({\bf w}_{\rm REG}\)


		返回\(g({\bf x}) = {\rm sign}({\bf w}_{\rm REG}^\mathsf{T}{\bf x})\)








使用线性回归的好处是优化变得容易，但是对\(|ys|\)比较大的情况，其得到的误差比0/1误差宽松太多。使用Logistic回归的好处是优化也比较容易，但是类似于线性回归，它对\(ys <\!\!< 0\)的情况得到了太宽松的上界。另一方面，在数据集线性可分时，PLA非常有效而且效果很强，但是对线性不可分的情况只能使用启发式的口袋算法


在实践中，通常把线性回归得到的权重用来初始化PLA/口袋算法/Logistic回归的\({\bf w}_0\)。另外，大部分人会使用Logistic回归，而少用口袋算法


随机梯度下降


PLA、口袋算法和Logistic回归算法都使用了迭代优化的方法，权重\(\bf w\)会一步步地越变越好。在PLA算法中，每一个错误点的发现都会导致权重的更改，每次迭代的时间复杂度仅为\(O(1)\)。然而，Logistic回归的每次迭代会看输入数据集\(\mathcal{D}\)上的每个点，将所有数据点的梯度算出来，求和以后算出总梯度，再去产生\({\bf w}_{t+1}\)。因此，Logistic回归每次迭代的时间复杂度为\(O(N)\)


有没有可能提高效率，让Logistic回归每次迭代的时间复杂度也变为\(O(1)\)？回顾Logistic回归的迭代方法 \[
{\bf w}_{t+1} \leftarrow {\bf w}_t + \eta \underbrace{\frac{1}{N}\sum_{n=1}^N \theta(-y_n{\bf w}_t^\mathsf{T}{\bf x}_n)(y_n{\bf x}_n)}_{-\nabla E_{\rm in}({\bf w}_t)}
\] 要让每次迭代更新的时间复杂度为\(O(1)\)，需要同时满足两个要求：首先，方向\(\bf v\)不应该变化太多，还应该有\({\bf v} \approx -\nabla E_{\rm in}({\bf w}_t)\)。这是因为由前面的推导，这个方向梯度的减小是最快的。其次，希望计算\({\bf v}\)时只用到一个点\(({\bf x}_n, y_n)\)，因为只有这样才能保证时间复杂度。所以，原式中的求和项一定要想办法去掉


如何去掉这个求和项？注意到式子中有一个\(\frac{1}{N}\sum_{n=1}^N\)。可以很自然地将其与期望\(\mathcal{E}\)的概念联系起来：如果随机且均匀地选取了\(n\)个点求它们梯度的期望，就应该是这样计算。假如每次只随机取一个点，将这个点的梯度看作是梯度的期望，就可以避免求和的过程。这种做法叫做随机梯度下降（SGD），将整体的梯度看作是选出的若干点（“若干”可以为1）梯度的期望，即 \[
\nabla_{\bf w} E_{\rm in}({\bf w}) = \mathcal{E}_{ {\rm random\  }n}\nabla_{\bf w}{\rm err}({\bf w}, {\bf x}_n, y_n)
\] SGD的Logistic回归迭代为： \[
{\bf w}_{t+1} \leftarrow {\bf w}_t + \eta \underbrace{\theta(-y_n{\bf w}_t^\mathsf{T}{\bf x}_n)(y_n{\bf x}_n)}_{-\nabla {\rm err}({\bf w}_t, {\bf x}_n, y_n)}
\] 可以将随机梯度看作是真实梯度加上了一些期望为0的噪声：虽然总体上还是沿真实梯度方向前进，但是每一步都会向随机的某个方向偏一点。SGD的做法就是把原来算法中真实的梯度换成随机的梯度。由于噪声的期望为0，因此经过足够多的迭代以后，真实梯度的平均也约等于随机梯度的平均。这样的好处是，计算量减小了很多，尤其适合于大数据环境或在线学习的状况。但是，SGD会比较不稳定（尤其是\(\eta\)很大的情况下）


回顾PLA的迭代操作 \[
{\bf w}_{t+1} \leftarrow {\bf w}_t + 1\cdot [\![y_n \not= {\rm sign}({\bf w}_t^\mathsf{T} {\bf x}_n)]\!](y_n{\bf x}_n)
\] 跟前面SGD Logistic回归相比，可以把SGD Logistic回归看作是“软化的”PLA：不再非黑即白地根据其对错来更新，而是根据错误程度更新：错得多，更新得多；错得少，更新得也少。反过来看，当\({\bf w}_t^\mathsf{T}{\bf x}_n\)很大时，PLA可以看作是\(\eta = 1\)的SGD Logistic回归


真正使用SGD Logistic回归时，有两条实践经验：



		停止条件一般是设定迭代次数\(t\)足够大即可


		\(\eta\)一般设置为0.1





使用Logistic回归做多元分类


已有的这些分类算法不仅可以做“判断题”（二元分类），也可以做“选择题”（多元分类）。假设要分的类不再是\(\circ\)和\(\times\)两类，而是\(\square\)、\(\diamond\)、\(\triangle\)和\(\star\)四类，应该怎么做？可以使用线性分类器逐个看样本是否属于这四类，例如，判断样本是否为\(\square\)时，可以划归到所有\(\square\)是\(\circ\)，剩下三类都是\(\times\)的情况，以此类推


在大部分情况下，这种方法都能做出不错的选择。但是有两种情况可能需要费一些周章：其一，对某些样本，可能有两个（或以上）分类器都认为它应该属于自己的类别；另一种情况是，对某些样本，可能有两个（或以上）分类器都认为它不应该属于自己的类别


因此，可以使用Logistic回归来“软化”，不再计算每个样本是否属于某个类别，而是计算每个样本属于每个类别的概率。仍然以判断样本是否为\(\square\)时的状况为例，此时还是所有\(\square\)都是\(\circ\)，剩下三类样本都是\(\times\)，但是这时计算的是\(P({\square}|{\bf x})\)，最好的假设函数为 \[
g({\bf x}) = \mathop{ {\rm arg}\max}_{k \in \mathcal{Y}} \theta\left({\bf w}_{[k]}^\mathsf{T}{\bf x}\right)
\] 因此多元分类的一种算法如下（笔记注：讲义上写的算法名称叫做OVA（One-Versus-All），但是sklearn包偏爱的称法为OVR（One-Versus-Rest））



对每个\(k \in \mathcal{Y}\)


　　将数据集转化为如下形式，然后运行Logistic回归算法以获取\({\bf w}_{[k]}\) \[
\mathcal{D}_{[k]} = \{({\bf x}_n, y_n'=2[\![y_n=k]\!] - 1)\}_{n=1}^N
\] 返回\(g({\bf x}) = \mathop{ {\rm arg}\max}_{k \in \mathcal{Y}} \theta\left({\bf w}_{[k]}^\mathsf{T}{\bf x}\right)\)





这个方法的好处是很有效（只需要运行\(k\)次），而且可以适用于任何类似于Logistic回归的算法（只要这个算法可以输出概率）。但是如果类别数很多，会导致不平衡类别问题的出现，即正负样本的比例会差得比较多。在这种情况下，所有Logistic回归分类器都倾向于猜\(\times\)（笔记注：实际是给出一个特别小的概率）。尽管也可以在这些小概率中选择最大的概率作为样本所属类别，但是在这种情况下Logistic回归的表现一般不会太好。统计学中还有一种对Logistic回归的扩展，称为multinomial logistic regression，不过这里没有做太多介绍


尽管存在着问题，OVA算法仍然是一种简单但是特别有效的，可适用于多类别分类的基础算法


使用二元分类做多元分类


前面说到，OVA面临的最大问题是，当类别数很多时，问题会变成不平衡样本分类问题。其原因是将每个类别视作正例时，都是所有样本参与分类过程。如果有\(K\)个类，属于每个类的数据量都近似，那么每次分类时正负样本数量比都是\(1 : K-1\)。为了解决这个问题，可以考虑如何在分类时仍然让正负样本数接近1比1。因此，可以使用一对一（OVO, One-Versus-One）的分类法：每次取出\(K\)个类别中属于某两类的样本进行比较，其它样本都不参与分类。这样，总共有\(K \choose 2\)个分类步骤，得到\(K \choose 2\)个分类器。对于任何一条数据，看这\(K \choose 2\)个分类器各自认为它属于哪个类别，最后哪个类别收到的票数多，哪个类别获胜。可以形象地认为，\(K\)个类别就这个数据两两作赛，谁赢的次数多谁就是冠军。因此OVO分类法返回的假设函数为 \[
g({\bf x}) = {\rm tournament\  champion}\  \{ {\bf w}_{[k, \ell]}^\mathsf{T}{\bf x}\}
\] 多元分类的OVO算法总体过程如下



对每个类别对\((k, \ell) \in \mathcal{Y} \times \mathcal{Y}\)


　　在如下数据集上运行线性二元分类器算法，获得\({\bf w}_{[k, \ell]}\) \[
\mathcal{D}_{[k, \ell]} = \{({\bf x}_n, y_n' = 2[\![y_n = k]\!] - 1): y_n =k{\rm\  or\  }y_n=\ell\}
\] 返回\(g({\bf x}) = {\rm tournament\  champion}\  \{ {\bf w}_{[k, \ell]}^\mathsf{T}{\bf x}\}\)





这个算法是每次分类过程效率比较高（因为只使用了少量样本）、稳定，而且也可以适用于任何二元分类算法。但是，算法需要更多空间（存储更多的\({\bf w}\)），预测更慢（因为要跑\(K \choose 2\)个分类过程，训练更多


同样，OVO算法仍然是一种简单但是特别有效的，可适用于多类别分类的基础算法
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        二次函数假设


二维平面上，解决二元分类问题的分类器可以看做是一条直线（在更高维空间上，是一个超平面），其核心思想是使用权重向量\(\bf w\)对输入\(\bf x\)算一个分数\(s = {\bf w}^\mathsf{T}{\bf x}\)，然后对得到的分数做进一步处理。这种做法的好处是其VC维能够受到控制，因此\(E_{\rm in}\)和\(E_{\rm out}\)不会差太远。但是对于某些数据\(\mathcal{D}\)，例如下图中给出的这种，可以发现无论怎么画线，都很难很好地将数据集分开。也就是说，不论怎么画线，\(E_{\rm in}\)都会非常大，因此\(E_{\rm out}\)也会很大。这样，线性模型在这样的数据集上无论如何都学不好。基于这样的状况，如何突破线性模型的限制成为了必须要解决的问题



[image: 非线性可分数据集的例子]非线性可分数据集的例子

经过观察，可以发现，尽管上图中的\(\mathcal{D}\)并不是线性可分，但是可以用一个圆（半径为\(\sqrt{0.6}\) ）将这些数据都分开，因此，可以用假设函数 \[
h_{\rm SEP}({\bf x}) = {\rm sign}(-x_1^2 - x_2^2 + 0.6)
\] 来对这个数据集分类。但是我们需要重头推导一遍圆形可分的数据集的算法吗？并不用。如果将上式中的未知数和变量写明确，可以转化为如下形式 \[
h({\bf x}) = {\rm sign}\left(\underbrace{0.6}_{\tilde{w}_0} \cdot \underbrace{1}_{z_0} + \underbrace{(-1)}_{\tilde{w}_1} \cdot \underbrace{x_1^2}_{z_1} + \underbrace{(-1)}_{\tilde{w}_2} \cdot \underbrace{x_2^2}_{z_2}\right)
\] 如上式所示，将\(x_1^2\)视作新变量\(z_1\)，\(x_2^2\)视作新变量\(z_2\)，则上式可以简写为 \[
h({\bf z}) = {\rm sign}(\tilde{\bf w}^\mathsf{T}{\bf z})
\] 这意味着，使用上面的变换方法，在\(\{({\bf x}_n, y_n)\}\)上圆形可分的数据，在\(\{({\bf z}_n, y_n)\}\)上会变得线性可分。这种将\(\mathcal{X}\)的点变换为\(\mathcal{Z}\)中点的方法（记为\(\boldsymbol{\Phi}\)） \[
{\bf x} \in \mathcal{X} \overset{\boldsymbol{\Phi}}{\longmapsto} {\bf z}\in \mathcal{Z}
\] 称为一个（非线性）特征变换


既然\(\mathcal{X}\)上的圆形分类器都可以用\(\mathcal{Z}\)上的一条直线来表示，那么反过来是不是对的？即\(\mathcal{Z}\)上的一条直线是不是对应了\(\mathcal{X}\)上的一个圆？按照之前\(\boldsymbol{\Phi}\)的做法，有 \[
(z_0, z_1, z_2)= {\bf z} = \boldsymbol{\Phi}({\bf x}) = (1, x_1^2, x_2^2)
\] 那么 \[
h({\bf x}) = \tilde{h}({\bf z}) = {\rm sign}(\tilde{\bf w}^\mathsf{T}\boldsymbol{\Phi}({\bf x})) = {\rm sign}(\tilde{w}_0 + \tilde{w}_1x_1^2 + \tilde{w}_2x_2^2)
\] 根据解析几何的知识，对\(\tilde{\bf w} = (\tilde{w}_0, \tilde{w}_1, \tilde{w}_2)\)，尽管\(\mathcal{Z}\)中是一条直线，但根据权重每个分量的取值不同，对应到\(\mathcal{X}\)上可能是不同的二次曲线，例如



		\((0.6, -1, -1)\)对应了一个圆（将圆内的点判断为正例）


		\((-0.6, +1, +1)\)对应了一个圆（将圆外的点判断为正例）


		\((-0.6, -1, -2)\)对应了一个椭圆


		\((-0.6, -1, +2)\)对应了一个双曲线


		\((0.6, +1, +2)\)这个分类器会将所有样本都分为正例





注意这里尽管得到的二次曲线不同，但是它们会有一些共同的限制。例如，当\(w_1 = w_2\)且与\({w_0}\)异号时，得到的圆虽然半径不同，但是其圆心始终会在原点上。要打破这样的限制，就需要\(\boldsymbol{\Phi}\)做的变换包含了\(x_1\)与\(x_2\)二次（及更低次）组合的各种形式，即\(\boldsymbol{\Phi}_2({\bf x}) = (1, x_1, x_2, x_1^2, x_1x_2, x^2_2)\)。重新记\(\mathcal{X}\)经\(\boldsymbol{\Phi}_2\)变换后得到的空间为\(\mathcal{Z}\)，则假设集合\(\mathcal{H}_{\boldsymbol{\Phi}_2} = \{h({\bf x}): h({\bf x}) = \tilde{h}(\boldsymbol{\Phi}_2({\bf x})){\rm\  for \  some\  linear\  }\tilde{h}{\rm\  on\  }\mathcal{Z}\}\)就可以实现\(\mathcal{X}\)中的所有二次曲线，包括直线等退化情况


非线性变换


之前说到，\(\mathcal{X}\)空间中的非线性分类问题，在找到一个合适的从\(\mathcal{X}\)到\(\mathcal{Z}\)上的非线性变换\(\boldsymbol{\Phi}\)以后，可以用\(\mathcal{Z}\)空间上的感知机来做分类。如何训练\(\mathcal{Z}\)上的感知机？参考之前使用数据\(\{({\bf x}_n, y_n)\}\)训练\(\mathcal{X}\)上感知机的方法，用经过非线性变换得到的新数据\(\{({\bf z}_n = \boldsymbol{\Phi}({\bf x}_n), y_n)\}\)进行训练即可。整个步骤描述如下




		将原始数据\(\{({\bf x}_n, y_n)\}\)使用\(\boldsymbol{\Phi}\)变换为\(\{({\bf z}_n = \boldsymbol{\Phi}({\bf x}_n), y_n)\}\)


		使用\(\{({\bf z}_n, y_n)\}\)和你擅长的线性分类算法得到\(\mathcal{A}\)得到一个好的权重\(\tilde{\bf w}\)


		返回\(g({\bf x}) = {\rm sign}(\tilde{\bf w}^\mathsf{T}\boldsymbol{\Phi}({\bf x}))\)








也可参考如下图例。注意使用非线性变换时一般没有\(\boldsymbol{\Phi}^{-1}\)的那一步，图中加上这一步只是为了加深理解（实际上，\(\boldsymbol{\Phi}\)的反函数是否存在也未可知）



[image: 非线性变换过程图解]非线性变换过程图解

非线性变换是一个独立的提取特征的操作，因此它不一定只能用在二元分类问题上，而是可以和所有其它线性模型相结合。需要注意的是，非线性变换只是得到新特征的一种方法，而特征工程是解决机器学习问题时最重要的“原力”之一


非线性变换的代价


计算/存储代价


假设原始的变量集合\({\bf x} \in \mathcal{X}\)都是\(d\)维的，即\({\bf x} \in \mathbb{R}^d\)，要做一个完全的二次变换，即其包含\((x_1, x_2, \ldots, x_d)\)形成的所有二次项、一次项和常数项，得到的\({\bf z} = \boldsymbol{\Phi}_2({\bf x})\)的维度是多少？所有二次项的数目是\({d \choose 2} + d\)（\(x_ix_j, i \not= j\)的项和\(x_i^2\)的项），一次项的数目是\(d\)，常数项数目是1，因此最后\(\bf z\)的维度是\(\frac{d^2}{2} + \frac{3d}{2} + 1\)。推广这个结论，假设源数据维度为\(d\) ，做一个完全的\(Q\)次变换，得到的新数据维度\(\tilde{d}\)为\({Q+d \choose Q} = {Q+d \choose d}\)，复杂度大概为\(O(Q^d)\)。这也是计算和存储\({\bf z} = \boldsymbol{\Phi}_Q({\bf x})\)和\(\tilde{\bf w}\)的代价


模型复杂度代价


另一方面，特征变换以后，新的权重\(\tilde{\bf w}\)有\(\tilde{d}+1\)个自由变量。由前面提到的VC维和自由变量数之间的关系，\(\mathcal{H}_{\boldsymbol{\Phi}_Q}\)的VC维大概就是\(\tilde{d}+1\)。这意味着当\(Q\)变大时，模型的VC维也会变大。这会带来什么问题？考虑下面这个带噪声的数据集，左边使用线性特征做分类，右边使用四次特征做分类



[image: 使用低维特征和高维特征对有噪声样本分类结果的比较]使用低维特征和高维特征对有噪声样本分类结果的比较

尽管\(\boldsymbol{\Phi}_4\)转换以后分类器可以做到\(E_{\rm in}\)为0，但是看上去\(\boldsymbol{\Phi}_1\)更符合直觉。这又带来了一个均衡问题：低维的\(\tilde{d}(Q)\)可以使\(E_{\rm out}\)与\(E_{\rm in}\)足够接近，但是不能得到足够小的\(E_{\rm in}\)；高维的\(\tilde{d}(Q)\)可以得到足够小的\(E_{\rm in}\)，但是不能让\(E_{\rm in}\)足够接近于\(E_{\rm out}\)


那么如何选择这个合适的\(Q\)呢？上面这个例子里，可以通过用眼看来选择。但是用眼看总是一个很好的方法吗？先不说当\(d = 10\)时如何用眼偷看资料，仅考虑最开始举的那个例子



		如果什么都不看，做一个\(\boldsymbol{\Phi}_2\)变换，VC维是6


		如果看了数据，可以将\({\bf x}\)转化为\({\bf z} = (1, x_1^2, x_2^2)\)，这样VC维是3


		甚至更聪明一点，可以做转化\({\bf z} = (1, x_1^2+x_2^2)\)，VC维是2





因此需要意识到一个问题：后来做的这些转换，其VC维降低是因为大脑做了分析而造成的功劳，因此判断VC维的时候得综合考虑，不能忘记人为分析造成的VC维减小


（讲义里最后还有句话：为了能安全地估计VC维，不能先“偷看”数据再决定做什么特征变换\(\boldsymbol{\Phi}\) ）


结构化假设集


多项式变换可以递归定义： \[
\begin{align*}
\boldsymbol{\Phi}_0({\bf x}) &= (1) \\
\boldsymbol{\Phi}_1({\bf x}) &= (\boldsymbol{\Phi}_0({\bf x}), x_1, x_2, \ldots, x_d) \\
\boldsymbol{\Phi}_2({\bf x}) &= (\boldsymbol{\Phi}_1({\bf x}), x_1^2, x_1x_2, \ldots, x_d^2) \\
\boldsymbol{\Phi}_3({\bf x}) &= (\boldsymbol{\Phi}_2({\bf x}), x_1^3, x_1^2x_2, \ldots, x_d^3) \\
&\cdots \\
\boldsymbol{\Phi}_Q({\bf x}) &= (\boldsymbol{\Phi}_{Q-1}({\bf x}), x_1^Q, x_1^{Q-1}x_2, \ldots, x_d^Q) \\
\end{align*}
\] 如果记\(\mathcal{H}_{\boldsymbol{\Phi}_i}\)为\(\mathcal{H}_i\)，由上面的递归定义有 \[
\mathcal{H}_0 \subset \mathcal{H}_1 \subset \mathcal{H}_2 \subset \mathcal{H}_3 \subset \ldots \subset \mathcal{H}_Q
\] 由于越复杂的变换得到的假设函数能够打散的点越多，因此 \[
d_{\rm VC}(\mathcal{H}_0) \le d_{\rm VC}(\mathcal{H}_1) \le d_{\rm VC}(\mathcal{H}_2) \le d_{\rm VC}(\mathcal{H}_3) \le \ldots
\] 如果设\(g_i = \mathop{ {\rm arg}\min}_{h \in \mathcal{H}_i} E_{\rm in}(h)\)，则因为越复杂的变换可选的\(h\)越多，有 \[
E_{\rm in}(g_0) \ge E_{\rm in}(g_1) \ge E_{\rm in}(g_2) \ge E_{\rm in}(g_3) \ge \ldots
\] 所以是否有\(Q\)越高越好？且慢！第七讲中的图列出了VC维与误差之间的关系。尽管随着VC维的增大，样本内误差会单调减小，但是模型复杂度会增高。当模型的VC维超过最优的\(d_{\rm VC}^\ast\)以后，样本外误差会不降反升。如果上来设计一个很高维度的转换，尽管能做到不错的\(E_{\rm in}\)，但是遇到不同的样本模型性能会很差，而且很难做进一步改进。非线性变换（这里主要是多项式变换）的正确打开方式应该是，先从\(\mathcal{H}_1\)试起。如果成功了，那么由于其本身的性质，\(E_{\rm out}\)应该也不会差。即便是效果不好，也可以再逐个尝试\(\mathcal{H}_2\)等等。这样做失去的只有用简单特征训练测试模型时的一点时间，得到的确实比较保险稳妥的结果——而且，大多数情况下，线性模型可能还真挺有效可用的。
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        什么是过拟合


假设现在要做一个一维数据集的回归分析，数据集一共有5个点，目标函数是一个二次函数，所有的\(x_i, i = 1, 2, 3, 4, 5\)都是随机产生，其对应的标签\(y_i\)是对应的目标函数值加上一点微小的噪声。由于拿到数据集以后并不知道目标函数的形式，因此一种思路是使用前面提到的多项式变换，引入一些四维特征。这样，拟合出的四维函数\(g\)可以完美地穿过这五个点，做到\(E_{\rm in}(g) = 0\)。但是显而易见，这种情况下\(E_{\rm out}(g)\)会非常大，导致了比较差的泛化结果。前面曾经提到过，当\(h\)的VC维特别大时，就会导致这种情况发生。只有当\(h\)的VC维取到最优情况\(d_{\rm VC}^\ast\)时，才能使得\(E_{\rm in}\)和\(E_{\rm out}\)都取到最小。当\(h\)的VC维很大，超过\(d_{\rm VC}^\ast\)时，随着VC维的升高，\(E_{\rm in}\)仍然会降低，但是\(E_{\rm out}\)会不降反增。称这种现象为过拟合。对应地，当\(h\)的VC维比较小，没有达到\(d_{\rm VC}^\ast\)时，随着VC维的减小，\(E_{\rm in}\)和\(E_{\rm out}\)都会增加。称这种现象为欠拟合。下图给出了一个关于过拟合的状况示例



[image: 过拟合的例子。左图是使用复杂度恰到好处的模型拟合的结果，右边是使用过于复杂的模型拟合的结果]过拟合的例子。左图是使用复杂度恰到好处的模型拟合的结果，右边是使用过于复杂的模型拟合的结果

以上所讲的概念可以用开车的过程做类比——



		过拟合，类似于出车祸


		使用太复杂，\(d_{\rm VC}\)太大的模型，类似于开太快


		数据中噪声比较多，类似于路面情况不平


		数据集大小\(N\)比较小，类似于司机对路面状况观察比较有限，对路况不熟





噪声与数据集大小的角色


接下来进行更多的实验来探索过拟合这一现象。我们设计了两个不同的目标函数和数据集，其分别为



		目标函数是某个十次多项式，数据产生时加入一些噪声，产生15个数据点


		目标函数是某个50次多项式，数据产生时不加入噪声，产生15个数据点





然后，对这两个数据集，都使用二次多项式和十次多项式拟合，观察这两个模型的效果。记二次多项式模型为\(g_2 \in \mathcal{H}_2\)，十次多项式模型为\(g_{10} \in \mathcal{H}_{10}\)。下图给出了两组方法在两组数据集上的效果比较。绿色为\(g_2\)，红色为\(g_{10}\)



[image: 二次多项式模型与十次多项式模型在两数据集上效果的比较。左边数据集由某个十次多项式产生，噪声适中；右边数据集由某个50次多项式产生，噪声非常小]二次多项式模型与十次多项式模型在两数据集上效果的比较。左边数据集由某个十次多项式产生，噪声适中；右边数据集由某个50次多项式产生，噪声非常小

对于左边的数据集，\(g_2\)的\(E_{\rm in}\)为0.050，\(g_{10}\)的\(E_{\rm in}\)为0.034，后者稍胜。但是前者的\(E_{\rm out}\)为0.127，后者达到了9。对于右边的数据集，\(g_2\)的\(E_{\rm in}\)为0.029，\(g_{10}\)的\(E_{\rm in}\)为0.00001。而\(E_{\rm out}\)的差距更多：前者0.120，后者居然达到了7680！可以看到，在这样两个由高次多项式产生的数据集上，使用高次多项式拟合出来的模型仍然发生了严重的过拟合现象。尤其是对于由十次多项式产生的数据集，按照道理，二次多项式模型应该没有能力在其上获得很好的效果，但是其\(E_{\rm out}\)却的确取得了一个比较令人满意的结果。应该如何解释这种“以退为进”的现象？


这里回顾一下对不同的假设集合，其\(E_{\rm in}\)/\(E_{\rm out}\)与数据集大小\(N\)之间的关系，可见下图


[image: ]


如图所示，所有的二次多项式假设集\(\mathcal{H}_2\)和所有的十次多项式假设集\(\mathcal{H}_{10}\)都遵循了同样的规律：



		随着数据量\(N\)的增长，\(E_{\rm out}\)会下降，\(E_{\rm in}\)会上升。最后当\(N\rightarrow \infty\)时，\(|E_{\rm in} - E_{\rm out}| \rightarrow 0\)


		\(E_{\rm in}\)永远小于\(E_{\rm out}\)。因为模型在学习数据时，总会学习到其所看见的数据中的噪声，并对其进行拟合。而对看不见的数据就难以对噪声拟合很好。由于假设数据集噪声的期望为0，因此当偏向一面时，就会远离另一面


		\(\mathcal{H}_{10}\)的\(E_{\rm in}\)永远低于\(\mathcal{H}_2\)的





除此以外，当\(N\rightarrow \infty\)时，更复杂的\(\mathcal{H}_{10}\)的确会得到更好的\(E_{\rm out}\)。因为模型VC维更大，能力更强。但是当\(N\)不够大时，\(\mathcal{H}_{10}\)的\(E_{\rm out}\)会非常大。实际上，图中显示，当\(N\)比较小时（落在灰色区域），\(E_{\rm out}(\mathcal{H}_{10}) > E_{\rm out}(\mathcal{H}_{2})\)，表现出了过拟合（“聪明反被聪明误”）。因此，数据量不够大时，总应该使用更简单的模型！


但是这里有一个问题：对于第二个数据集，明明数据集里没有噪声，为什么简单的模型表现也会好？实际上，模型复杂度提升以后，其效果可以看做是类似于往数据集里添加了噪声。这一情况将在下节继续探讨


确定性噪声


接下来看一个更细节的实验，来观察何时会发生过拟合。想象数据产生的过程为目标函数加上一些随机噪声，即\(y = f(x) + \epsilon\)。其中噪声的分布为方差为\(\sigma^2\)的高斯分布。因此有 \[
y \sim {\rm Gaussian}\left(\underbrace{\sum_{q=0}^{Q_t}\alpha_qx^q}_{f(x)}, \sigma^2\right)
\] 这里，\(\sigma^2\)控制了噪声的强度，\(f(x)\)控制了模型的复杂度。记\(f(x)\)的复杂度为\(Q_f\)，其与多项式的最高次数挂钩：如果\(f(x)\)是10次多项式，\(Q_f = 10\)；如果\(f(x)\)是50次多项式，\(Q_f = 50\)。记实验使用的数据量为\(N\)，这里要探索不同的\((N, \sigma^2)\)和不同的\((N, Q_f)\)对过拟合的影响


这里，候选的假设集合仍然和前面的设置一样，分别是\(g_2 \in \mathcal{H}_2\)和\(g_{10} \in \mathcal{H}_{10}\)。由前面的分析，\(g_{10}\)过拟合的概率比较大，那么这个过拟合的程度如何衡量？这里使用的方法是\(E_{\rm out}(g_{10}) - E_{\rm out}(g_2)\)


首先看固定模型复杂度\(Q_f = 20\)以后，过拟合度与\(N\)和\(\sigma^2\)的关系。这里颜色越深，过拟合程度越严重。显见当样本量小，误差大的时候，过拟合比较严重；而样本量大，误差小的时候，不太容易过拟合



[image: 模型复杂度固定时，样本量与噪声强度对过拟合的影响]模型复杂度固定时，样本量与噪声强度对过拟合的影响

接着看固定噪声强度\(\sigma^2 = 1\)以后，过拟合度与\(Q_f\)和\(N\)的关系。



[image: 噪声强度固定时，样本量与模型复杂度对过拟合的影响]噪声强度固定时，样本量与模型复杂度对过拟合的影响

大部分情况下，这种情况与前述实验类似，也是左上角容易过拟合，右下角不容易过拟合。这再次说明模型复杂度可以扮演噪声的角色。称前面施加的正态噪声为随机噪声，模型复杂度带来的噪声为确定性噪声，可以看出造成过拟合的因素有如下几条



		数据量太小


		随机噪声太大


		确定性噪声太大


		使用的模型比目标函数更复杂（注意第二幅图左下角）





过拟合常常存在，并很容易发生


可以从另一个角度去理解确定性噪声：当目标函数\(f\)过于复杂，\(f\notin \mathcal{H}\)时，\(f\)的一些性质不能被\(\mathcal{H}\)中的任意假设所描述（例如一个10次多项式，它的一些弯折是无法被二次多项式所描述的）。因此\(\mathcal{H}\)中最好的假设\(h^\ast\)和\(f\)之间的差距就是确定性噪声。实际上，确定性噪声与随机噪声差别不大（参考伪随机数生成器的原理），不过它并不是完全随机的，依赖于\(\mathcal{H}\)和给定的\(\bf x\)


应对过拟合


在知道了过拟合的概念和产生原因以后，就可以设计对过拟合的应对方案。仍以开车作比喻，有



		先使用简单模型训练，类似于开慢车


		对数据做一些清洗，类似于使用更准确的路况


		观察数据，根据对数据的理解，按照相同规律产生一些新的数据（data hinting），类似于多看一些路况


		使用正则化方法，类似于踩刹车


		验证模型，类似于常看仪表盘





其中正则化和模型验证在之后讲解。数据清洗包括了两种方法，一种是矫正数据的标签，另一种是直接把脏数据移除。不过这种方法对模型的影响不定，可能非常有限


对于data hinting，一种很经典的例子就是在手写数字识别问题中，对已有的手写数字图像做翻转或者倾斜，产生一些新的例子（称作虚拟的例子）。这里要注意，这种方法产生的数据已经不是\(\overset{ {\rm i.i.d.}}{\sim} P({\bf x}, y)\)，因此加进来的数据要有道理，而且不能离原有数据太远
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        正则化的假设集



[image: 过拟合的正则化]过拟合的正则化

如上图所示，右边给出的就是在上讲中经常提到的过拟合现象，可以看到拟合的曲线（红线）与目标函数图像（蓝线）差别特别大。正则化的目的是对复杂的模型进行调整，使其也可以逼近比较简单的模型。上图左边给出的就是正则化的效果示意，可以发现经过正则化以后，函数光滑了许多，也与目标函数接近了许多。其思想是，从高次多项式假设集合逐步“走回”低次多项式假设集合。“正则化”这个概念来自于早期函数逼近这个领域，以解决其中ill-posed问题


那么如何完成这个“走回”的操作？回想之前给出的对\(x \in \mathbb{R}\)做\(Q\)次多项式变换的方法\(\boldsymbol{\Phi}_Q(x) = (1, x, x^2, \ldots, x^Q)\)，为了方便起见，这里不再将在转换后空间\(\mathcal{Z}\)中训练得到的权重记为\(\tilde{\bf w}\)，而是直接记为\(\bf w\)。由前面的介绍，\(\mathcal{H}_{10}\)中的\(\bf w\)的形式和\(\mathcal{H}_2\)中的\(\bf w\)的形式可以各自表示为： \[
\begin{align*}
\mathcal{H}_{10} &: w_0 + w_1x + w_2x^2 + w_3x^3 + \ldots + w_{10}x^{10} \\
\mathcal{H}_2 &: w_0 + w_1x+w_2x^2
\end{align*}
\] 从这个角度看，\(\mathcal{H}_2\)可以看作是\(\mathcal{H}_{10}\)加上了一些限制\(w_3 = \ldots = w_{10}=0\)而成。因此，前面的这个“走回”操作，其实就是加入一些限制。从最优化问题的角度来看，使用\(\mathcal{H}_{10}\)求解回归问题，其对应的最优化表达法为 \[
\min_{ {\bf w} \in \mathbb{R}^{10 + 1}}E_{\rm in}({\bf w})
\] 而使用\(\mathcal{H}_2\)求解回归问题，从某种意义上讲，就是 \[
\begin{align*}
\min_{ {\bf w} \in \mathbb{R}^{10 + 1}} &\hspace{2ex}E_{\rm in}({\bf w}) \\
{\rm s.t.} &\hspace{2ex} w_3 = w_4 = \ldots w_{10} = 0
\end{align*}
\] 注意到\(\mathcal{H}_2\)是让\(\mathcal{H}_{10}\)的8个高次项系数为0。可以不这么教条，对这个限制条件做一点放松，使得其不是所有高次项全为0，而是有任意至少8个项系数为0（即最多有三个项系数不为0）。这样得到的新假设集合记做\(\mathcal{H}_2'\)，则其对应的最优化问题为 \[
\begin{align*}
\min_{ {\bf w} \in \mathbb{R}^{10 + 1}} &\hspace{2ex}E_{\rm in}({\bf w}) \\
{\rm s.t.} &\hspace{2ex} \sum_{q=0}^{10}[\![w_q \not= 0]\!] \le 3
\end{align*}
\] 这三个假设集之间的关系是\(\mathcal{H}_2 \subset \mathcal{H}_2' \subset \mathcal{H}_{10}\)，因此新得到的这个假设集合表示能力强于\(\mathcal{H}_2\)，而且风险程度又弱于\(\mathcal{H}_{10}\)，看上去很不错。但是这里最关键的问题是，这个问题是一个NP难问题！


但是退而求其次，可以提出一个类似的最优化问题，即不再限制（至多）有多少个项不为0，而是限制这些系数的平方和小于某个常数。这种提法是有意义的，因为在原始问题里，如果某一项系数为0（或者很接近0），它对系数总体平方和的贡献也有限。因此，上面这个问题可以近似于（非等价于！）如下最优化问题 \[
\begin{align*}
\min_{ {\bf w} \in \mathbb{R}^{10 + 1}} &\hspace{2ex}E_{\rm in}({\bf w}) \\
{\rm s.t.} &\hspace{2ex} \sum_{q=0}^{10}w_q^2 \le C
\end{align*}
\] 记该问题对应的假设集合为\(\mathcal{H}(C)\)，注意\(\mathcal{H}(C)\)和\(\mathcal{H}_2'\)有交叉，但是不完全相等。而且对不同的\(C \ge 0\)，\(\mathcal{H}(C)\)也有重叠结构： \[
\mathcal{H}(0) \subset \mathcal{H}(1.126) \subset \ldots \subset \mathcal{H}(1126) \subset \ldots \subset \mathcal{H}(\infty) = \mathcal{H}_{10}
\] 称\(\mathcal{H}(C)\)这样的假设集合为正则化的假设集合，其最优解为正则化的假设，记为\({\bf w}_{\rm REG}\)


权重衰减的正则化方法


如何解这个加了限制的最优化问题？首先可以把问题转化为向量和矩阵形式。向量形式为 \[
\begin{align*}
\min_{ {\bf w} \in \mathbb{R}^{Q+1}} &\hspace{2ex}E_{\rm in}({\bf w}) = \frac{1}{N}\sum_{n=1}^N({\bf w}^\mathsf{T}{\bf z}_n - y_n)^2 \\
{\rm s.t.} &\hspace{2ex}\sum_{q=0}^Q w_q^2 \le C
\end{align*}
\] 对应的矩阵形式为 \[
\begin{align*}
\min_{ {\bf w} \in \mathbb{R}^{Q+1}} &\hspace{2ex}E_{\rm in}({\bf w}) = \frac{1}{N}({\rm Z}{\bf w} - {\bf y})^\mathsf{T}({\rm Z}{\bf w} - {\bf y}) \\
{\rm s.t.} &\hspace{2ex} {\bf w}^\mathsf{T}{\bf w} \le C
\end{align*}
\] 从几何意义上讲，这个限制条件是把\(\bf w\)限制在了一个球心为原点，半径为\(\sqrt{C}\)的超球体里


如何求解这个问题？如果没有条件限制，直接让\(\bf w\)沿着\(-\nabla E_{\rm in}({\bf w})\)的方向滚下去，滚到谷底就得到了\({\bf w}_{\rm LIN}\)



[image: 施加正则化以后权重w的优化]施加正则化以后权重w的优化

如上图，如果没有正则化项，蓝线就是（某一时刻）\(E_{\rm in}\)的等高线，蓝色的箭头是\(\bf w\)变化的方向。加入正则化条件以后，\(\bf w\)只能在红圈里（或边上），因此大部分情况下\(\bf w\)应该都在红圈上。假设此时\(\bf w\)已经在红圈上，判断其是否达到最优解的方法就是看它是否还能沿着\(-\nabla E_{\rm in}\)的方向往下滚。但是限制条件又规定\(\bf w\)不能滚出球（即沿着红色箭头的方向移动），只能沿着垂直于球法向量的方向移动（即绿色箭头的方向）。这样一来，如果\(-\nabla E_{\rm in}\)这个方向可以沿着绿色箭头的方向分出一个分量，\(\bf w\)沿着该分量方向移动的话，就可以同时满足 i) 受条件\({\bf w}^\mathsf{T}{\bf w} = C\)这个条件限制 ii) 减小\(E_{\rm in}\) 这两个要求。因此，最优的\({\bf w}_{\rm REG}\)肯定与\(-\nabla E_{\rm in}({\bf w}_{\rm REG})\)方向平行（否则还可以继续往下滚），即 \[
-\nabla E_{\rm in}({\bf w}_{\rm REG}) \propto {\bf w}_{\rm REG}
\] 将这个比值设为\(\frac{2\lambda}{N}\)，则加入了正则化项以后，最优化问题实际上就是要求解\({\bf w}_{\rm REG}\)满足 \[
\nabla E_{\rm in}({\bf w}_{\rm REG}) - \frac{2\lambda}{N} {\bf w}_{\rm REG} = 0
\] 这里\(\lambda > 0\)实际上是拉格朗日乘子，上面实际上给出了拉格朗日乘子的几何意义。假设\(\lambda\)已知，上面这个式子其实就是关于\({\bf w}_{\rm REG}\)的一个线性方程。代入梯度的定义，有 \[
\frac{2}{N} ({\rm Z}^\mathsf{T}{\rm Z}{\bf w}_{\rm REG} - {\rm Z}^\mathsf{T}{\bf y}) + \frac{2\lambda}{N}{\bf w}_{\rm REG} = 0
\] 求解可得 \[
{\bf w}_{\rm REG} = ({\rm Z^\mathsf{T}Z + \lambda I})^{-1}{\rm Z}^\mathsf{T}{\bf y}
\] 给定\(\lambda > 0\)，由于\(\rm{Z^\mathsf{T}Z}\)是半正定矩阵，\(\lambda I\)是正定矩阵，两者相加也是正定矩阵，因此\({\rm Z^\mathsf{T}Z + \lambda I}\)永远存在逆矩阵，上式总可求解


这个回归在统计上被称为是岭回归


岭回归还可以从另一个角度推导：求解\(\nabla E_{\rm in} = 0\)对应的是要最小化\(E_{\rm in}({\bf w})\)，如果加上限制条件，那么对限制条件求积分，其实就是为了最小化\(E_{\rm in}({\bf w}) + \frac{\lambda}{N} {\bf w}^\mathsf{T}{\bf w}\)。其中加上的这一项称为正则化项，加上正则化项以后的误差称为增强误差，记为\(E_{\rm aug}({\bf w})\)。增强误差项包含了限制条件，又没有显式给出限制条件，比较容易求解。因此，正则化的过程也可以看作是最小化增强误差的过程，即对给定的\(\lambda \ge 0\)求解 \[
{\bf w}_{\rm REG} \leftarrow \mathop{ {\rm arg}\min }_{\bf w} E_{\rm aug}({\bf w})
\] （笔记注：这块感觉讲得有点太细致了，如果知道拉格朗日乘子的意义，这种转化是显然的）


下图中给出了正则化项系数\(\lambda\)对模型效果的影响。可以看出，\(\lambda\)越大，正则得越狠，模型越容易欠拟合。实际使用时，一点点正则化项就可以起到很大的作用



[image: 正则化项系数lambda对模型效果的影响]正则化项系数lambda对模型效果的影响

进一步地，称\(+\frac{\lambda}{N}{\bf w}^\mathsf{T}{\bf w}\)为权重衰减的正则化方法。因为正则化项系数\(\lambda\)越大，\(\bf w\)就会更小，其范数\(C\)也会越小


这种方法可以和任意特征变换方式和线性模型搭配使用，例如跟Logistic回归搭配使用


第12页幻灯片给出了一个多项式特征变换的细节：如果按照普通的\(1, x, x^2 , \ldots\)这样变换，当\(x \in [-1, 1]\)时，其高次项的值会特别小，因此对应的权重系数会比较大。为了避免这种现象出现，讲义中使用了\(1, L_1(x), L_2(x), \ldots\)的变换方式，其中\(L_i(x)\)对应为勒让德多项式中的第\(i\)个表达式。勒让德多项式的各个组成元素也是多项式空间的一组正交基


正则化与VC维


一个很自然的问题就是，正则化方法和之前介绍的VC维有什么关系。我们的出发点是要解一个受限制的\(E_{\rm in}\)的问题，而由于\(\lambda\)与\(C\)有对应关系，因此解带有限制的最优化问题其实就等价于解一个无限制，但是相对\(E_{\rm in}\)更大的\(E_{\rm aug}\)。而原始问题对应的VC保证是，\(E_{\rm out}({\bf w})\)会比\(E_{\rm in}({\bf w})\)加上一个对复杂性的惩罚项\(\Omega(\mathcal{H}(C))\)，即\(E_{\rm out}({\bf w}) \le E_{\rm in}({\bf w}) + \Omega(\mathcal{H}(C))\)。最小化\(E_{\rm aug}({\bf w})\)的过程也是在间接地满足这个VC保证（因为每个\(\lambda\)都有对应的\(C\)），而且由于去掉了限制条件，还考察了所有可能的\(\bf w\)


因此，被放大的误差与VC上界存在一定的相似性：被放大的误差是向\(E_{\rm in}\)加上了一项，VC上界也是向\(E_{\rm in}\)加上了一项。被放大的误差所加的一项\(\frac{\lambda}{N}{\bf w}^\mathsf{T}{\bf w}\)说明了某个假设有多复杂（这个假设越复杂，正则项就会越大，从直觉来看，曲线就越弯曲），而VC上界加的项\(\Omega(\mathcal{H})\)说的是整个假设集合有多复杂。如果将\({\bf w}^\mathsf{T}{\bf w}\)记为\(\Omega({\bf w})\)，将其看作是某个模型的复杂度，同时考虑一个前提：假设某个假设很复杂，那么它肯定处在一个复杂的假设集合中。这样一来，\(\frac{\lambda}{N}\Omega({\bf w})\)就是\(\Omega({\mathcal{H})}\)的一个缩影，而\(E_{\rm aug}\)比起\(E_{\rm in}\)也是\(E_{\rm out}\)更好的代理。所以，最小化\(E_{\rm aug}\)是最小化\(E_{\rm out}\)的一个更好的启发式方法，这种做法给予我们更自由在\(\mathcal{H}\)上选择\(\bf w\)的能力


再从另一个角度去思考所得到模型的复杂性。对优化问题 \[
\min_{ {\bf{w}} \in \mathbb{R}^{\tilde{d}+1}} E_{\rm aug}({\bf w}) = E_{\rm in}({\bf w}) + \frac{\lambda}{N}\Omega({\bf w})
\] 名义上模型的复杂度\(d_{\rm VC}(\mathcal{H}) = \tilde{d} + 1\)，因为考虑了所有\(\bf w\) 。但是实际上由于\(\lambda\)和\(C\)隐含的对应性，只有一少部分属于\(\mathcal{H}(C)\)的\(\bf w\)才会被考虑，因此模型的实际复杂度只有\(d_{\rm VC}(\mathcal{H}(C))\)。这样，可以引入模型的“有效VC维”这个概念，记为\(d_{\rm EFF}(\mathcal{H, A})\)。其中\(\mathcal{H}\)说明候选的假设集仍然是完整的假设集，而\(\mathcal{A}\)则代表了算法选择模型的方法。所以即便\(d_{\rm VC}(\mathcal{H})\)很大，如果用了正则化的算法\(\mathcal{A}\)，实际的\(d_{\rm EFF}(\mathcal{H, A})\)也会很小


常见的正则项


前面介绍的方法里，正则项用的都是\({\bf w}^\mathsf{T}{\bf w}\)。那么正则项有没有可能有别的选择？\(\bf w\)有没有别的形式的条件？由于目标函数的不可预知性，我们无法提前给出最好的假设会是什么样。不过退而求其次，可以给出目标函数应该处于什么方向上。总体来讲，设计正则项有如下指导性原则



		正则项的设计应该与目标相关。例如假设要让正则项对称，可以设为\(\sum [\![q{\rm\  is\  odd}]\!] w_q^2\)


		正则项的设计应该看上去合理。由于无论是随机误差还是决定性误差都不平滑，因此正则项应该使最后的\(\bf w\)更平滑或更简单


		正则项的设计应该比较友好，易于优化





当然，即便正则项设计得不好，也可以用\(\lambda\)来控制，至少可以保证模型不受正则项影响


可以看到，正则项设计的三项原则和误差函数设计的三项原则异曲同工，都包括了目标相关性、合理性和友好性这三个点。它们也是设计机器学习算法时需要注意的关键


之前介绍过L2正则化项，其形式为\(\Omega({\bf w}) = \sum_{q=0}^Q w_q^2 = |\!|{\bf w}|\!|_2^2\)。这是一个凸函数，而且处处可微，因此易于优化。另一种常见的正则化项称为L1正则化项：前面L2正则化项用的是\(\bf w\)的L2范数，同理L1正则化项用的是\(\bf w\)的L1范数，即\(\Omega({\bf w}) = \sum_{q=0}^Q |w_q| = |\!|{\bf w}|\!|_1\)。注意这个函数仍然是凸函数，但是在\(w_i = 0\)时是不可微的，因此优化起来要稍微麻烦一点。那为什么它还广受青睐？参考下图



[image: L1正则化示意图]L1正则化示意图

类似之前提到的L2正则化的原理，只有当\(\bf w\)的移动方向\(-\nabla E_{\rm in}\)（这里是蓝色箭头）与法向量（这里是红色箭头）平行时，\(\bf w\)才达到最优解。当\(\bf w\)在正方形的边上时，这种状态一般不会发生，因此总会有\(\bf w\)的一个分量拉着\(\bf w\)前进，直到到达正方形的顶点处。而在顶点时，说明有一些\(w_i\)其值为0，这意味着使用L1正则项会得到比较稀疏的解，计算效率更高


最后，下图给出了当噪声不同的时候，最优正则项系数的取值



[image: 噪声不同时，lambda与Eout期望值的关系。左为随机噪声，右为决定性噪声。最优lambda使用大实心点标出]噪声不同时，lambda与Eout期望值的关系。左为随机噪声，右为决定性噪声。最优lambda使用大实心点标出

可以看到，无论是随机噪声还是决定性噪声，噪声越大，\(\lambda\)就应该越大。但是我们并不知道噪声有多大，那么\(\lambda\)应该如何选择？这个问题留待下讲作答
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        模型选择问题


即便是对二元分类问题，前面也介绍了很多种机器学习算法。这些算法（和算法所需要设置的参数）包括了



		算法\(\mathcal{A}\)本身，例如PLA、口袋算法、线性回归、Logistic回归


		算法迭代的步数\(T\)。是100，1000还是10000


		算法的学习率\(\eta\)。是1，0.1还是0.01


		特征转换\(\boldsymbol{\Phi}\)。是原始的特征，线性的特征，10次特征还是勒让德多项式10次特征


		正则项\(\Omega({\bf w})\)。是L2正则项，L1正则项还是其它正则项


		正则项系数\(\lambda\)。是0，0.01还是1





既然面对了这么多选择，应该如何做决策就成了一个问题，这种问题称为模型选择问题。其可以进一步描述为，给定\(M\)个模型\(\mathcal{H}_1, \mathcal{H}_2, \ldots, \mathcal{H}_M\)，每个模型对应的算法为\(\mathcal{A}_1, \mathcal{A}_2, \ldots, \mathcal{A}_M\)，选出一个模型\(\mathcal{H}_{m ^ \ast}\)使得\(g_{m^\ast} = \mathcal{A}_{m^\ast}(\mathcal{D})\)有比较低的\(E_{\rm out}(g_{m^\ast})\)。这个问题的难点在于，由于无法知道\(P({\bf x})\)和\(P(y|{\bf x})\)，因此\(E_{\rm out}\)是未知的；而选择又是不可避免的，因此这个问题是非常有实际意义的


通过视觉方法做选择已经在第12讲被否定了。那么是否可以根据各模型的\(E_{\rm in}\)来判断？即 \[
m^\ast = \mathop{ {\rm arg} \min}_{1\le m \le M}(E_m = E_{\rm in}(\mathcal{A}_m(\mathcal{D})))
\] 并不可以。回顾之前的各种实验数据，如果采用了这样的设定，\(\boldsymbol{\Phi}_{1126}\)一定好于\(\boldsymbol{\Phi}_1\)，\(\lambda=0\)肯定比\(\lambda = 0.1\)好，因此会非常容易过拟合。此外，假设\(\mathcal{A}_1\)是在\(\mathcal{H}_1\)上最小化了\(E_{\rm in}\)，\(\mathcal{A}_2\)是在\(\mathcal{H}_2\)上最小化了\(E_{\rm in}\)，那么最优的\(g_{m^\ast}\)就会在\(\mathcal{H}_1 \cup \mathcal{H}_2\)上最小化\(E_{\rm in}\)，模型选择和学习的过程VC维就是\(d_{\rm VC}(\mathcal{H}_1 \cup \mathcal{H}_2)\)。VC维变大，就会导致一般化问题


综上所述，使用\(E_{\rm in}\)选择模型是非常危险的


或者可以根据各模型在测试集上的表现\(E_{\rm test}\)来判断？即 \[
m^\ast = \mathop{ {\rm arg} \min}_{1\le m \le M}(E_m = E_{\rm test}(\mathcal{A}_m(\mathcal{D})))
\] 这样做可以避免一般化问题，因为根据有限的Hoeffding不等式，有 \[
E_{\rm out}(g_{m^\ast}) \le E_{\rm test}(g_{m^\ast}) + O\left(\sqrt{\frac{\log M}{N_{\rm test}}}\right)
\] 但这么做的问题是，测试数据应该是找不到的，或者它应该在你老大那里！所以，这种方法是不可行的，至少是自欺欺人的


既然两种方法都不可行，有没有可能找到一份数据，它能同时满足以下三个要求：



		与样本\(\mathcal{D}\)中数据独立同分布


		方便获得


		干净，没有被\(\mathcal{A}_m\)用来选择\(g_m\)（没有被候选算法偷看过）





答案是肯定的。具体做法是从原始数据中划出一部分数据作为验证数据（或者称为验证集），记为\(\mathcal{D}_{\rm val}\)。然后，将算法用在\(\mathcal{D}_{\rm val}\)上，根据它们在这些数据上的错误\(E_{\rm val}\)来选择模型（有点像是合法地作弊）


验证


前面说到，可以从原始数据\(\mathcal{D}\)中取一部分数据作为验证数据\(\mathcal{D}_{\rm val}\)，即有\(\mathcal{D}_{\rm val} \subset \mathcal{D}\)，用它来模拟测试集。假设验证集大小为\(K\)，为了让验证误差\(E_{\rm val}\)能够逼近\(E_{\rm out}\)，这\(K\)个数据需要随机从\(\mathcal{D}\)中抽取。这样，原始大小为\(N\)的数据集被分解成了互不相交的两个集合：大小为\(N-K\)，专门用来做训练的数据集\(\mathcal{D}_{\rm train}\)和大小为\(K\) ，专门用来做验证的验证集\(\mathcal{D}_{\rm val}\)。为了保证\(\mathcal{D}_{\rm val}\)的纯洁性，只能把\(\mathcal{D}_{\rm train}\)送进算法\(\mathcal{A}_m\)去训练模型和做模型选择。记通过这种方法得到的最优假设为\(g^-_m\)，类比前面给出的不等式，有 \[
E_{\rm out}(g_{m}^-) \le E_{\rm val}(g_{m}^-) + O\left(\sqrt{\frac{\log M}{K}}\right)
\] 因此，模型选择的方法是 \[
m^\ast = \mathop{ {\rm arg} \min}_{1\le m \le M}(E_m = E_{\rm val}(\mathcal{A}_m(\mathcal{D}_{\rm train})))
\] 但是这里有一点需要注意：验证集的分出意味着与原来相比训练集变小。由之前的学习曲线可知，使用更少数据训练出来的模型，其\(E_{\rm out}\)会大。因此，合理做法是记录\(m^\ast\)对应模型的超参数（就是前面提到的\(\lambda, \boldsymbol{\Phi}\)等等），然后用整个\(\mathcal{D}\)再把该模型训练一遍


可以使用验证的方法来在五次多项式特征变换假设集\(\mathcal{H}_{\boldsymbol{\Phi}_5}\)和十次多项式特征变换假设集\(\mathcal{H}_{\boldsymbol{\Phi}_{10}}\)之间做选择。得到的图像如下图所示



[image: 验证集大小与期望Eout之间的关系]验证集大小与期望Eout之间的关系

这里四条线分别为：



		黑实线，表示使用\(E_{\rm in}\)来做选择，得到的最优模型的\(E_{\rm out}\)。记该模型为\(g_{\hat{m}}\)


		黑虚线（很靠下可能容易被忽略掉），表示使用\(E_{\rm test}\)来做选择，得到的最优模型的\(E_{\rm out}\)（实际上是作弊了）


		红实线，表示使用\(\mathcal{D}_{\rm train}\)训练，\(\mathcal{D}_{\rm val}\)做模型选择得到的最优模型的\(E_{\rm out}\)。记该模型为\(g_{m^\ast}^-\)


		蓝实线，表示使用\(\mathcal{D}_{\rm train}\)训练，\(D_{\rm val}\)做模型选择，然后再把最优模型用\(\mathcal{D}\)训练一遍得到的模型的\(E_{\rm out}\)。记该模型为\(g_m^\ast\)





可见蓝实线总是最低的，因此验证法真的在实际工程中可用


注意红线不如黑线的状况是因为\(K\)比较大，因此用来训练模型的数据量变小，所以模型效果就不好了。这也说明在选择验证集大小的时候其实有个两难境地：如果要使\(E_{\rm out}(g) \approx E_{\rm out}(g^-)\)，就需要\(K\)比较小才好，因为有足够多的数据训练模型；而要想\(E_{\rm out}(g^-) \approx E_{\rm val}(g^-)\)，就需要\(K\)比较大才好，因为这样才能足够模拟未知情况。实际中，常常设\(K = N/5\)


留一交叉验证


对于上面的验证过程，考虑一个极端情况：\(K=1\)。这样，\(g^-\)和\(g\)会非常接近，但是\(E_{\rm out}(g^-) \approx E_{\rm val}(g^-)\)就不能满足了，只有一条数据能够用来验证模型。假设这条数据是第\(n\)条数据，则 \[
\begin{align*}
\mathcal{D}_{\rm val}^{(n)} &= \{({\bf x}_n, y_n)\} \\
E_{\rm val}^{(n)}(g_n^-) &={\rm err}(g_n^-({\bf x}_n), y_n) = e_n
\end{align*}
\] 这一条\(e_n\)显然不能管中窥豹，很好地近似\(E_{\rm out}(g)\)（事实上，如果要解决的是一个二元分类问题，使用一条数据得到的误差值只可能是0或者1，不可能是一个浮点数）。但是，如果验证的过程重复\(n\)遍，依次取出一条数据作为验证集，将它们的\(e_n\)记录下来最后做平均，得到的平均误差可能就是对\(E_{\rm out}\)一个很好的近似。记这个过程为留一交叉验证，则该过程对\(E_{\rm out}\)的近似为 \[
E_{\rm loocv}(\mathcal{H, A}) = \frac{1}{N}\sum_{n=1}^Ne_n = \frac{1}{N} \sum_{n=1}^N {\rm err}(g_n^-({\bf x}_n), y_n)
\] 接下来就是要证明，确实有\(E_{\rm loocv}(\mathcal{H, A}) \approx E_{\rm out}(g)\)。设假设集\(\mathcal{H}\)和算法\(\mathcal{A}\)在任意数据集上都用过，所有这些数据集的期望留一交叉验证误差为\(\mathcal{E}_{\mathcal{D}}E_{\rm loocv}(\mathcal{H, A})\)，则 \[
\begin{align*}
\mathcal{E}_{\mathcal{D}}E_{\rm loocv}(\mathcal{H, A}) =\mathcal{E_D}\frac{1}{N}\sum_{n=1}^Ne_n &= \frac{1}{N}\sum_{n=1}^N\mathcal{E_D}e_n \\
&= \frac{1}{N}\sum_{n=1}^N\mathcal{E}_{\mathcal{D}_n}\mathcal{E}_{({\bf x}_n, y_n)} {\rm err}(g_n^-({\bf x}_n), y_n) \\
&= \frac{1}{N}\sum_{n=1}^N\mathcal{E}_{\mathcal{D}_n}E_{\rm out}(g_n^-) \\
&= \frac{1}{N}\sum_{n=1}^N\overline{E_{\rm out}}(N-1) = \overline{E_{\rm out}}(N-1)
\end{align*}
\] 即留一交叉验证误差的期望值与\(E_{\rm out}(g^-)\)的期望值的确是近似的，可以看作是\(E_{\rm out}(g)\)几乎无偏差的估计


下图给出了留一交叉验证的一个示例



[image: 留一交叉验证的示例。横轴为特征数目，纵轴为误差值]留一交叉验证的示例。横轴为特征数目，纵轴为误差值

可以看出，交叉验证的误差曲线和\(E_{\rm out}\)非常接近，即在实践中它的确是对\(E_{\rm out}\)一个很好的估计。这张图再次证明，过多的特征会导致过拟合，特征数适量最好


\(V\)折交叉验证


留一交叉验证虽然可以很好地估计\(E_{\rm out}​\)，但是耗费的时间太多：每次使用\(N-1​\)条数据训练，重复\(N​\)次。因此除非有个别情况（例如有解析解的情况），否则留一交叉验证不太可行。此外，这种方法还有稳定性的问题。可以看到前一节的图中\(E_{\rm cv}​\)曲线有波动，而我们都希望选择的模型是比较可靠的，并不是因为某个实验的波动才导致其\(E_{\rm cv}​\)变小


思考留一交叉验证的过程可以发现，计算量变大的主要原因是该方法把数据集切得太碎，验证集太小造成了计算量的增加。因此一个改进的方法就是，只把原始数据集“斩成几大块”。这种方法叫做\(V\)折交叉验证：原始数据集\(\mathcal{D}\)被随机分成\(V\)份，仍然是每次使用\(V-1\)份数据训练模型，1份数据用来验证。这里交叉验证的误差为 \[
E_{\rm cv}(\mathcal{H, A}) = \frac{1}{V}\sum_{v=1}^V E_{\rm val}^{(v)}(g_v^-)
\] 选择时，仍然是 \[
m^\ast = \mathop{ {\rm arg}\min}_{1 \le m \le M} (E_m = E_{\rm cv}(\mathcal{H}_m , \mathcal{A}_m))
\] 实践中，\(V\)通常设为10


总结


实践中，如果计算允许的话，一般还是使用\(V\)折交叉验证，而不使用普通的单次验证。而且5折交叉验证或者10折交叉验证效果就不错了，没必要做留一交叉验证


训练模型的过程是在整个假设集上做选择，有点像初赛；而验证的过程是对初赛中选出来的模型再做一次选择，有点像复赛。需要注意的是，只要有选择就会有误差，因此验证的结果还是会比测试结果更乐观。测试结果才是最重要的，不要用验证结果自欺欺人
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        奥卡姆剃刀



Entia non sunt multiplicanda praeter necessitatem


—-William of Occam (1287-1347)





该拉丁格言的意译为“如无必要，勿增实体”。用在机器学习的领域，意味着对数据最简单的拟合往往也是最好的。不过这里有两个问题：1. 说一个模型“简单”是什么意思，2. 我们怎么知道越简单就越好


简单的模型


之前其实提到过什么是“简单的假设”。如果一个假设\(h\)简单，通常它的复杂度\(\Omega(h)\)不高，需要定义的参数少。另外，也提到过什么是“简单的假设集”。如果一个假设集简单，它包含的有效假设不多，成长函数增长比较慢。这两个定义并不冲突：假设一个假设集\(\mathcal{H}\)只有\(2^\ell\)个假设，那么属于它的每个假设\(h\)只需要\(\ell\)个比特就能描述。因此，这两者之间的关系为， \[
{\rm small\  }\Omega(h) \Leftarrow {\rm small\  }\Omega(\mathcal{H})
\] 因此，或者使用简单的模型，或者使用正则化得到简单的假设，这样就会对数据集有简单的解释


简单就好


除去数学证明，还可以通过一些富有哲学意味的推演来说明简单的就是好的。假设使用了一个简单的模型\(\mathcal{H}\)，那么它的成长函数\(m_\mathcal{H}(N)\)就会比较小，成长比较慢。这样，如果给模型随便给出\(N\)条数据（数据标签随机产生），那么这个模型很不太可能完美拟合数据（概率大概是\(\frac{m_\mathcal{H}(N)}{2^N}\)）。反过来，如果模型对数据的拟合非常好，则说明这个拟合的结果是有显著性的，数据应该有迹可循。而这个推论对复杂的模型是不能成立的，即对于复杂数据，即是其可以对数据表现良好，也不敢说这个结果是有显著性的




因此，在实操时，首先就应该使用线性模型，而且要时时思考有没有过度使用模型的现象


取样偏差


先来看个故事。1948年美国总统候选，民主党的候选人是杜鲁门，共和党则是杜威。投票结束后，某报纸进行了一次电话民调，抽样估计谁会赢。抽样结束以后，写下了《杜威击败杜鲁门》的报道


然而，实际上，获胜的是杜鲁门！造成这个反转的原因，不是因为编辑弄错，也不是运气不好，而是因为电话很贵，所以抽样到的都是有钱人，当年正好有钱人是杜威的票仓，因此这样做很容易得出杜威获胜的结论。这告诉我们



如果数据抽样是有偏的，学习得到的结果也是有偏的





回想当初推导VC上界时，少数几条限制条件之一就是训练集和测试集数据应该来自同一个分布。假设训练集数据来自\(P_1({\bf x}, y)\)而测试集数据来自于\(P_2 \not= P_1\)，VC理论就不成立了。就像问已知一个学生刻苦学习了数学，问他在英语考试中会取得什么样的成绩一样——谁知道呢


另一个例子来源于林轩田老师本人的经历：在做Netflix的电影推荐系统时，主办方称如果准确率能提升10%就有100万奖金可以拿，而林老师提的第一个模型在验证集上就提升了13%的准确率。这里有什么问题？问题在于他构建验证集是使用传统的随机取样法，而实际比赛要求的是根据某个人前几次的观影记录来推测其对后几部电影的评分，即测试集和验证集的分布还是不同的。这个隐蔽的错误再次证明，要了解测试环境，进而让训练环境与测试环境尽量接近。对于刚才的例子，训练时就可以给时间轴上靠后的数据权重更大，并使用后面的数据做验证集


之前介绍的信用卡批准这一案例实际上也有同样的问题：我们拿到的信用卡使用数据其实都是来自于银行已经核发了信用卡的顾客，即顾客群体已经被做了一部分筛查。如果这些数据不进行调整就用来训练模型，可能会造成问题，因为它面向的顾客群体与之前相比多了一些会被原系统毙掉的顾客，而模型对这些顾客的表现很可能与预期不符合


数据窥探


前面曾经说过，如果肉眼偷看了数据，尽管设计出来的模型看似VC维很低，但是实际上如果考虑到人脑“附加的模型复杂度”，VC维仍然会很高。因此，在做多项式变换\(\boldsymbol{\Phi}\)时，不应该提前窥探数据


然而数据窥探的概念其实远比前面所说的过程要宽泛。严格来讲，需要记住



无论数据集影响了学习过程中的哪一步，学习得到的模型效果都要被打个问号





假设拿到了某种货币8年的汇率情况，希望对汇率的走势进行预测（假设是用过去20天的汇率情况预测第21天的汇率情况）。一种自然的对数据集的划分是把前6年的数据作为训练集，后2年的数据作为测试集。可以看出来，这是一个回归问题


处理该问题时，为了避免原始数据取值范围太大对模型造成影响，通常要对数据做一个缩放（scale）。正常的情况下，应该是将训练数据和测试数据分别作缩放操作。但是如果将这两组数据放在一起缩放，缩放缩放完以后再划分，会是什么结果？



[image: 数据窥探对模型造成的影响]数据窥探对模型造成的影响

可以看出，尽管后两年的数据没有直接参与训练，但是仍然对模型效果产生了影响。因为在缩放的时候，训练数据已经隐含地知道了测试数据的一些统计信息（例如最大值、最小值、均值、标准差等等）


学术研究中也有类似数据窥探的现象。一般研究时，都会有一个标准数据集\(\mathcal{D}\)。假设研究机构A提出了一个模型\(\mathcal{H}_1\)在\(\mathcal{D}\)上表现良好，那么就会发表文章。后人如果做出了改进，提出的\(\mathcal{H}_2\)比\(\mathcal{H}_1\)更好，也会发表文章。假设某个人做出了\(m\)个模型，实际上该模型的一般化能力需要被怀疑一下，因为此时该模型的VC维已经是\(d_{\rm VC}(\bigcup_m\mathcal{H}_m)\)。因此越晚发表的论文其实受数据窥探的影响越严重



“如果在一个犯人身上拷问越久，ta就越容易招供”





然而，完全避免数据窥探是非常难的，只能尽力做好以下几点



		不到必须的时候，不使用测试集。或者小心地使用验证集


		不在看过数据以后再决定用什么特征


		时刻保持一颗怀疑之心





三生三事


本课到此为止（也就是机器学习基石课）讲的东西基本都跟“三”有关，最后来一起梳理一下



		三项跟机器学习有关的概念：数据挖掘、人工智能和统计学


		三条理论保证：Hoeffding, Multi-Bin Hoeffding, VC


		三种线性模型：PLA/pocket（使用0/1误差）、线性回归（使用平方误差）和Logistic回归（使用交叉熵误差）


		三种重要的工具：特征变换、正则化、验证


		三条锦囊妙计：奥卡姆剃刀、抽样偏差、数据窥测


		三条未来的发展方向（机器学习技法课的内容）：更强力的变换方法、更丰富的正则化方法、更少标签时的处理方式
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        最大间隔分离超平面


前面在介绍感知机时，曾经提到线性分类器的表现形式为 \[
h({\bf x}) = {\rm sign}({\bf w}^\mathsf{T}{\bf x})
\] 它在二维空间表现为一条直线，在三维空间表现为一个平面，在\(n​\)维空间其维度总为\(n-1​\)，称作超平面


感知机算法对一个线性可分的数据集，总能找到一个超平面将其分开。然而，绝大多数情况下，这个超平面都有很多种可能性。例如下图所示



[image: 对同样的数据集，通常可以学习出多个超平面将其分开]对同样的数据集，通常可以学习出多个超平面将其分开

对图中的四个点，至少有三条直线可以将它们分开。PLA算法的选择是随机的，所以它们都有可能被选到。而且就VC维来看，这三条线也没什么差别。因为有 \[
E_{\rm out}({\bf w}) \le E_{\rm in}({\bf w}) + \Omega(\mathcal{H})
\] 对这三条直线，都有\(E_{\rm in}({\bf w}) = 0\)。而感知机的假设集合前面已经证明过其VC维为\(d_{\rm vc}=d+1\)。所以它们的\(E_{\rm out}\)上限是相等的


不过，对大部分人来说，可能都会选择第三幅小图中的那一个分类器。从直觉来说，假设原始数据为\({\bf x}_n\)，测试数据为\({\bf x}\)，由于误差的存在，有\({\bf x} \approx {\bf x}_n\)。学习的目标当然是希望对于学习出来的分类器能将这两条数据归为一类。对于图中所给出的第三个分类器，因为它离所有四个数据点都很远，因此即便这个误差比较大，它也能做出正确的分类。对每条数据，以其为圆心，用灰色标记出分类器可允许的最大误差范围（即测试点落在灰圈之内就可以得到正确的标记），三条直线各自的允许误差如下图所示



[image: 分类器所允许的最大误差范围，以灰圈表示]分类器所允许的最大误差范围，以灰圈表示

也就是说，左边分类器与最右边分类器的最大区别，就是对误差的容忍度有不同。数据\({\bf x}_n\)离分类器越远，模型对误差的容忍度越高。而由前面的讲述，测量误差是噪声的一种，因此模型对误差的容忍度越高，意味着模型对噪声的容忍度越高。又因为噪声的存在是导致过拟合现象的一大诱因，所以模型对噪声的容忍度越高，其本身鲁棒性越强，越不容易过拟合。上面的推理过程反过来也成立，所以最右分类器最优的原因是它最鲁棒，因为它离与它最近的数据最远


前面的讲述是从“点到直线距离”这个角度出发。可以换个角度，再看看从“直线到点距离”这个角度出发有什么结论。如果直线到点的距离越大，那么将直线像两边样本方向移动（直到碰到最接近的正/负例样本），其可移动的距离就越大，可以说这条直线越“胖”。三条直线各自的“胖度”如下图所示



[image: 前述三个分类器的“胖度”]前述三个分类器的“胖度”

因此，分类器“越胖”，它与离它最近的数据点\({\bf x}_n\)距离越大，鲁棒性越好。我们的目标也就变成了要寻找最胖的分离超平面。假设数据集是线性可分的，那么要解决的最优化问题可以使用如下不严格的语言描述 \[
\begin{align*}
\max_{\bf w} \hspace{3ex}&{\rm fatness}({\bf w}) \\
{\rm subject\  to}\hspace{3ex} &{\bf w}{\rm\  classifies\  every\  }({\bf x}_n, y_n){\rm\  correctly} \\
&{\rm fatness}({\bf w}) = \min_{n=1,\ldots,N}{\rm distance}({\bf x}_n, {\bf w})
\end{align*}
\] 文献中，这个“胖度”（fatness）通常称为间隔（margin）（有点像排版中“留白”的意味）。另外，“分类正确”意味着\({\bf w^\mathsf{T}x}_n\)与\(y_n\)同号，也就是对每个样本\(n\)有\(y_n{\bf w^\mathsf{T}x}_n > 0\)。因此上面的最优化问题可以写成 \[
\begin{align*}
\max_{\bf w} \hspace{3ex}&{\rm margin}({\bf w}) \\
{\rm subject\  to}\hspace{3ex} &{\rm every\  }y_n{\bf w^\mathsf{T}x}_n > 0 \\
&{\rm margin}({\bf w}) = \min_{n=1,\ldots,N}{\rm distance}({\bf x}_n, {\bf w})
\end{align*}
\] 问题的目标就变成了：要找到最大间隔分离超平面


标准的最大间隔问题


由上一节最优化问题的定义，可以看到里面有一项是要计算点\({\bf x}_n\)与\(\bf{w}\)之间的距离。所以首先要解决的问题是，这个距离应该如何计算。注意这里算距离时截距项的系数\(w_0\)与其它特征项的系数\(w_1, \ldots, w_d\)是分开计算的，即 \[
\begin{align*}
b &= w_0 \\
\left[\begin{array}{c}
| \\ {\bf w}\\ |
\end{array}\right] &= \left[\begin{array}{c}w_1 \\ \vdots \\ w_d\end{array}\right] ; \left[\begin{array}{c}
| \\ {\bf x} \\ |
\end{array}\right] = \left[\begin{array}{c}x_1 \\ \vdots \\ x_d\end{array}\right]
\end{align*}
\] 本讲中的假设函数形式也变为了 \[
h({\bf x}) = {\rm sign}({\bf w^\mathsf{T}x} + b)
\] 因此要求解的问题可以定义为



给定超平面\({\bf w^\mathsf{T}x'} + b=0\)，求距离\({\rm distance}({\bf x}, b, {\bf w})\)





假设\(\bf x', x''\)是超平面上的两个点，由上面的式子，显然有\({\bf w^\mathsf{T}x'} = -b, {\bf w^\mathsf{T}x''} = -b\)。两者相减，有\({\bf w^\mathsf{T}(x''-x')} = 0\)。而\(\bf x''-x'\)是超平面上的一个向量，\(\bf w\)与这个向量内积为0，说明\(\bf w\)与这个超平面正交。因此空间内任意一点\(\bf x\)到该超平面的距离就是\({\bf x - x'}\)往\(\bf w\)方向的投影，即 \[
{\rm distance}({\bf x}, b,{\bf w}) = \left|\frac{ {\bf w}^\mathsf{T}}{|\!|{\bf w}|\!|}({\bf x - x'})\right| = \frac{1}{|\!|{\bf w}|\!|}|{\bf w^\mathsf{T}x} +b|
\] 又因为现在研究的超平面是分离超平面，前面提到过，在数据集线性可分的情况下，分离超平面对数据集中每个点\(n\)都有\(y_n({\bf w^\mathsf{T}x}_n + b) > 0\)且\(y_n = \pm1\)。利用这个性质，距离的计算公式又可以写为 \[
{\rm distance}({\bf x_n}, b,{\bf w}) =  \frac{1}{|\!|{\bf w}|\!|}y_n({\bf w^\mathsf{T}x}_n +b)
\] 又考虑到平面上同一条线有不同的表示方式，\({\bf w^\mathsf{T}x}+b = 0\)和\(3{\bf w^\mathsf{T}x} + 3b=0\)，因此系数可以放缩。如果将其放缩到满足\(\min_{n=1,\ldots,N}y_n({\bf w^\mathsf{T}x}_n + b) = 1\)，代入到最开始要求解的最优化问题中的限制条件，就有\({\rm margin}(b, {\bf w}) = \frac{1}{|\!|{\bf w}|\!|}\)。因此该最优化问题就可以写为 \[
\begin{align*}
\max_{ {\bf w}, b} \hspace{3ex}&\frac{1}{|\!|{\bf w}|\!|}\\
{\rm subject\  to}\hspace{3ex} &{\rm every\  }y_n{\bf w^\mathsf{T}x}_n > 0 \\
&\min_{n=1,\ldots,N}y_n({\bf w^\mathsf{T}x}_n + b) = 1
\end{align*}
\] 而且再仔细分析，两个限制条件中第二个条件比第一个严格，所以可以继续化简 \[
\begin{align*}
\max_{ {\bf w}, b} \hspace{3ex}&\frac{1}{|\!|{\bf w}|\!|}\\
{\rm subject\  to}\hspace{3ex} &\min_{n=1,\ldots,N}y_n({\bf w^\mathsf{T}x}_n + b) = 1
\end{align*}
\] 这个问题是求最大值，而限制条件里又有最小值，还是不太好解。但是限制条件可以进一步放宽，只需要满足\(y_n({\bf w^\mathsf{T}x}_n + b) \ge 1\)就可以。这里不用担心出现所有点都\(y_n({\bf w^\mathsf{T}x}_n + b) > 1\)的情况，因为如果这种情况发生，假设有\(y_n({\bf w^\mathsf{T}x}_n + b) \ge C, C > 1\)，那么对\((b, {\bf w})\)缩放，得到\((b/C, {\bf w}/C)\)，则还可以满足\(y_n({\bf w^\mathsf{T}x}_n + b) \ge 1\)，但是因为\(\bf w\)被除了一个大于1的正常数，因此\(\frac{1}{|\!|w|\!|}\)会变大，新的解比\((b, {\bf w})\)取得的最优解更好，造成矛盾。最后，再做一点简单的变换，可以得到最终要优化的问题为 \[
\begin{align*}
\min_{ {\bf w}, b} \hspace{3ex}&\frac{1}{2}{\bf w^\mathsf{T}w}\\
{\rm subject\  to}\hspace{3ex} &y_n({\bf w^\mathsf{T}x}_n + b) \ge 1{\rm\  for\  all\  }n
\end{align*}
\]


支持向量机（SVM）


上面得到的这个问题通常称为标准问题，解这个问题返回的\(g\)通常称为支持向量机（Support Vector Machine, SVM）。SVM的来源是这样的：通过分析第一节中的例子，可以发现最大间隔分离超平面完全由离该超平面最近的点定义，其它点如果从数据集中删除掉，对最优超平面的选择没有任何影响。这些决定了最大间隔分离超平面的点通常被称为支持向量，因此SVM的意思就是使用支持向量学习出最优的超平面


SVM并不是一个很容易手工解出的问题。由于限制条件的存在，使用梯度下降也不太方便。不过这个问题要最小化的是一个\(\bf w\)的二次函数，限制条件又都是\({\bf w}\)和\(b\)的一次式，因此这个问题其实是凸优化问题里的二次规划问题（简称QP问题）。接下来的问题就是，如何把这个最优化问题改写成二次规划问题的标准形式。假设变量为\(\bf u\)，其二次项系数为\(\rm Q\)，一次项系数为\(\bf p^\mathsf{T}\)，限制条件的每一项系数为\({\bf a}_m^\mathsf{T}\)，常数为\(c_m\)，则二次规划问题的标准形式就可以写为 \[
{\rm optimal\  }{\bf u} \leftarrow {\rm QP}({\rm Q}, {\bf p}, {\rm A}, {\bf c}) \\
\begin{align*}
\min_{\bf u} & \hspace{3ex}\frac{1}{2}{\bf u}^\mathsf{T}{\rm Q}{\bf u} + {\bf p^\mathsf{T}u} \\
{\rm subject\  to} & \hspace{3ex}{\bf a}_m^\mathsf{T}{\bf u} \ge c_m, {\rm for\  }m =1,2,\ldots, M
\end{align*}
\] 记\(\bf w\)的维数为\(d\)，则对应关系如下 \[
\begin{align*}
{\bf u} &= \left[\begin{array}{c}b \\ {\bf w}\end{array}\right] \\
{\rm Q} &= \left[\begin{matrix} 0 & {\bf 0}_d^\mathsf{T} \\ {\bf 0}_d & {\rm I}_d\end{matrix}\right] \\
{\bf p} &= {\bf 0}_{d+1} \\
{\bf a}_n^\mathsf{T} &= y_n\left[\begin{array}{c}1 & {\bf x}_n^\mathsf{T}\end{array}\right] \\
c_n &= 1 \\
M &= N
\end{align*}
\] 因此可以得到线性硬间隔支持向量机算法为




		设置\({\rm Q} = \left[\begin{matrix} 0 & {\bf 0}_d^\mathsf{T} \\ {\bf 0}_d & {\rm I}_d\end{matrix}\right];{\bf p} = {\bf 0}_{d+1};{\bf a}_n^\mathsf{T} = y_n\left[\begin{array}{c}1 & {\bf x}_n^\mathsf{T}\end{array}\right] ;c_n = 1\)


		\(\left[\begin{array}{c} b \\ {\bf w}\end{array}\right] \leftarrow {\rm QP}({\rm Q}, {\bf p}, {\rm A}, {\bf c})\)


		将\(b\)和\(\bf w\)返回为\(g_{\rm SVM}\)








这里“硬间隔”意味着没有点会在“胖的边界”里或者甚至越过分离超平面，而“线性”意味着用的是原始的\(\bf x\)。如果要做非线性的SVM，只需要做非线性转换\({\bf z}_n = \boldsymbol{\Phi}({\bf x}_n)\)就可以


最大间隔分离超平面背后的原理


最后，来看一下SVM模型可以做得好的理论解释：SVM可以跟正则化做连接：正则化最小化的是\(E_{\rm in}\)，但是限制了\({\bf w^\mathsf{T}w} \le C\)，而SVM最小化的是\({\bf w^\mathsf{T}w}\)，限制条件是\(E_{\rm in} = 0\)（当然还有其它条件，但是这里没有包括进去）。尽管两者的最小化目标和限制条件有所交换，但是可以认为两者做的事情是相同的，实际上就是想把两件事都考虑进去，即可以把SVM看作是一种正则化


另一种解释是从VC的角度看。假设现在使用一种“大间隔算法”\(\mathcal{A}_\rho\)，如果存在某个\(g\)有\({\rm margin}(g) \ge \rho\)，则这个算法返回\(g\)，否则返回空。\(\mathcal{A}_0\)（实际上就是PLA）可以打散三个元素，但是如果\(\rho\)比较大，能被\(\mathcal{A}_0\)打散的数据就不一定能被\(\mathcal{A}_\rho\)打散。即SVM的VC维更小，一般化能力更强


可以从概念上推导\(\mathcal{A}_\rho\)的VC维，注意此时VC维依赖于数据。这里假设\(\mathcal{X}\)是\(\mathbb{R}^2\)上的单位圆，如果\(\rho=0\)，那算法退化成感知机，\(d_{\rm VC} = 3\)。但是当\(\rho > \frac{\sqrt{3}}{2}\)时，算法不能打散任何3个输入，\(d_{\rm VC} < 3\)。通常来讲，假设\(\mathcal{X}\)在一个半径为\(R\)的超球体里，有 \[
d_{\rm VC}(\mathcal{A}_\rho) \le \min \left(\frac{R^2}{\rho^2}, d\right) + 1 \le d+1
\] 之前课程讲述过超平面和特征变换这两种工具。超平面的假设集不大，但是边界比较简单；而带了特征变换的超平面的假设集变得非常大，不过边界也更加复杂。这两者颇有点鱼和熊掌的意味：假设集不大是件好事，因为\(d_{\rm VC}\)不会太大，有利于一般化；边界复杂也是好事，因为这会使\(E_{\rm in}\)变小。在之前，这两种优点不可兼得，但是SVM的引入使得这两个好处有可能被一个模型同时获得（因为SVM的假设集更小）。这种模型称为非线性SVM，其使用的还是SVM的思想，但是会对数据做一些特征变换\(\boldsymbol{\Phi}\)
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        提出对偶SVM的动机


上一讲提到的线性SVM可以很容易地被延展到非线性的情况，只需要引入非线性特征变换\(\boldsymbol{\Phi}\)就可以。引入以后的问题描述为 \[
\begin{align*}
\min_{ {\bf w}, b} \hspace{3ex}&\frac{1}{2}{\bf w^\mathsf{T}w}\\
{\rm subject\  to}\hspace{3ex} &y_n({\bf w^\mathsf{T}}\underbrace{ {\bf z}_n}_{\boldsymbol{\Phi}({\bf x}_n)} + b) \ge 1{\rm\  for\  }n = 1,2,\ldots, N
\end{align*}
\] 非线性硬间隔SVM的算法就可以被修改为




		设置\({\rm Q} = \left[\begin{matrix} 0 & {\bf 0}_\tilde{d}^\mathsf{T} \\ {\bf 0}_\tilde{d} & {\rm I}_\tilde{d}\end{matrix}\right];{\bf p} = {\bf 0}_{\tilde{d}+1};{\bf a}_n^\mathsf{T} = y_n\left[\begin{array}{c}1 & {\bf z}_n^\mathsf{T}\end{array}\right] ;c_n = 1\)


		\(\left[\begin{array}{c} b \\ {\bf w}\end{array}\right] \leftarrow {\rm QP}({\rm Q}, {\bf p}, {\rm A}, {\bf c})\)


		将\(b \in \mathbb{R}\)和\({\bf w} \in \mathbb{R}^\tilde{d}\)返回为\(g_{\rm SVM}({\bf x}) = {\rm sign}({\bf w}^\mathsf{T}\boldsymbol{\Phi}({\bf x}) + b)\)








非线性硬间隔SVM的思路是将SVM的优点（间隔大，有效VC维低，鲁棒性强）和特征变换的优点（能够形成非线性的边界）结合起来。但是这里有个问题：\(\bf x\)经过非线性特征转换以后，映射到新空间里得到的\(\bf z\)通常维度比较高。记映射后向量的维度为\(\tilde{d}\)，则求解QP时需要面对\(\tilde{d}+1\)个变量和\(N\)个限制条件。因此，需要探索一种方法使得SVM不去依赖\(\tilde{d}\)


这种方法的核心思路为，将原来的二次规划问题（有\(\tilde{d}+1\)个变量和\(N\)个限制条件）转换为一个等价的二次规划问题（有\(N\)个变量和\(N+1\)个限制条件）。这种新的问题被称为原始SVM的对偶问题


回顾第14讲介绍正则化时，要求解的原始问题也是带了一个限制条件。当时的做法是进行了一些变换，转而求解一个没有条件，称为“放大误差”的最优化问题。即这两个问题也存在一个等价关系： \[
\min_{\bf w} E_{\rm in}({\bf w})\  {\rm s.t.\  }{\bf w^\mathsf{T}w} \le C \Leftrightarrow \min_{\bf w} E_{\rm aug}({\bf w}) = E_{\rm in}({\bf w}) + \frac{\lambda}{N}{\bf w^\mathsf{T}w}
\] 这里用到的工具称为拉格朗日乘子，也就是\(\lambda\)。做法是把限制条件乘上一个\(\lambda\)，再加到要求解的式子里。这时，\(\lambda\)可以看做是限制条件中参数\(C\)的一个对应。同样的思想也可以用来求解前述的非线性硬间隔SVM，不过具体做法会稍微有点不同：此时这些拉格朗日乘子都会被看做是一个变量，去解跟这个变量有关的对偶问题。而每个限制条件都会对应一个拉格朗日乘子，因此最后会有\(N\)个未知的\(\lambda\)


所以，第一步要做的就是移除原有问题中的条件限制。这一步可以通过引入拉格朗日乘子（这里不再记为\(\lambda\)，而是记为\(\alpha\)）和定义拉格朗日函数做到。这里的拉格朗日函数为 \[
\mathcal{L}(b, {\bf w}, \boldsymbol{\alpha}) = \underbrace{\frac{1}{2}{\bf w^\mathsf{T}w}}_{\rm objective} + \sum_{n=1}^N \alpha_n \underbrace{(1-y_n({\bf w^\mathsf{T}z}_n+b))}_{\rm constraint}
\] 为什么拉格朗日函数定义是合理的？下面试着进行说明：原有的问题其实等价于 \[
{\rm SVM} \equiv \min_{b, {\bf w}} \left(\max_{ {\rm all\  }\alpha_n \ge 0}\mathcal{L}(b, {\bf w}, \boldsymbol{\alpha})\right)
\] 这个式子的意思是



		先考察所有\(b\)和\(\bf w\)。对于给定的\(b\)和\(\bf w\)，寻找所有可能的\(N\)个非负的\(\alpha_n\)，满足\(\mathcal{L}\)最大的\(\boldsymbol{\alpha}\)是要找的\(\boldsymbol{\alpha}\)


		这样，对所有\(b\)和\(\bf w\)，都能找到它们能做到的\(\mathcal{L}\)的最大值。在这些最大值中，求一个最小值。满足这个最小值的\(b\)和\(\bf w\)就是要找的\(b\)和\(\bf w\)





那么问题来了，为什么这个等价关系存在？事实上，对所有的\(b\)和\(\bf w\)，可以分为两组：



		“坏的”，也就是违反了（某一个）限制条件的\(b\)和\(\bf w\)（violate）。限制条件要求\(y_n({\bf w^\mathsf{T}z}_n + b) \ge 1\)，对应的就是\(1 - y_n({\bf w^\mathsf{T}x}_n + b) \le 0\)。如果这组\(b\)和\(\bf w\)违反了限制条件，那么就会有\(1 - y_n({\bf w^\mathsf{T}x}_n + b) > 0\)。将其带入到拉格朗日函数里，求和项中有至少一项的限制条件就会是个正数。前面说，要找到所有可能的\(N\)个非负的\(\alpha_n\)，满足\(\mathcal{L}\)最大。由于目标函数是非负的，限制项中又有至少一个正数，因此只要让限制条件为正数的项的系数随意大就可以无限制地最大化\(\mathcal{L}\)。即在此情况下，\(\max_{ {\rm all\  }\alpha_n \ge 0}\mathcal{L}(b, {\bf w}, \boldsymbol{\alpha}) \rightarrow +\infty\)


		“好的”，也就是遵守全部限制条件的\(b\)和\(\bf w\)（feasible）。在这种情况下，拉格朗日函数中所有限制项都是非正数。为了让\(\mathcal{L}\)尽可能大，最方便的方法就是让所有\(\alpha_n=0\)，这个时候\(\max_{ {\rm all\  }\alpha_n \ge 0}\mathcal{L}(b, {\bf w}, \boldsymbol{\alpha}) = \frac{1}{2}{\bf w^\mathsf{T}w}\)。再对这些\(b\)和\(\bf w\)找到最小的\(\mathcal{L}\)，其实就是去找到最小的\(\frac{1}{2}{\bf w^\mathsf{T}w}\)，跟原来要求解的最优化问题一样





也就是说，原来的限制条件隐藏在了内层的最大化函数里。即 \[
{\rm SVM} \equiv \min_{b, {\bf w}} \left(\max_{ {\rm all\  }\alpha_n \ge 0}\mathcal{L}(b, {\bf w}, \boldsymbol{\alpha})\right) = \min_{b, {\bf w}}\left(\infty {\rm\  if\  violate;\  }\frac{1}{2}{\bf w^\mathsf{T}w}{\rm \  if\  feasible}\right)
\]


拉格朗日对偶SVM


现在的问题是，如何继续对问题做转换。由于内层是一个最大化函数，因此对任意给定的\(\boldsymbol{\alpha}' \  (\forall \alpha_n' \ge 0)\)，肯定有 \[
\min_{b, {\bf w}} \left(\max_{ {\rm all\  }\alpha_n \ge 0}\mathcal{L}(b, {\bf w}, \boldsymbol{\alpha})\right) \ge \min_{b, {\bf w}}\mathcal{L}(b, {\bf w}, \boldsymbol{\alpha}')
\] 因为任何函数的最大值肯定比其任意给定参数对应的值要大。进一步地，使得上面不等式右侧式子取得最大值的\(\boldsymbol{\alpha}'\)，肯定还有（由于\(\boldsymbol{\alpha}'\)的任意性，可以把\(\boldsymbol{\alpha}'\)再用\(\boldsymbol{\alpha}\)代替） \[
\min_{b, {\bf w}} \left(\max_{ {\rm all\  }\alpha_n \ge 0}\mathcal{L}(b, {\bf w}, \boldsymbol{\alpha})\right) \ge \max_{ {\rm all\  }\alpha_n \ge 0}\left(\min_{b, {\bf w}}\mathcal{L}(b, {\bf w}, \boldsymbol{\alpha})\right)
\] （课程中讲的意思大概是说，因为右边不等式是对任意可能的值求极值，肯定不如上来直接求到的极值大。不过这实际上是max-min不等式。化用wiki里的证明方式，可以做简单的证明 \[
\begin{align*}
{\rm Define\  }&g(x) = \min_y f(x, y) \\
\Rightarrow &g(x) \le f(x,y), \forall x, y \\
\Rightarrow &\max_x g(x) \le \max_x f(x, y), \forall y \\
\Rightarrow &\max_x\min_y f(x,y) \le \max_x f(x, y), \forall y\\
\Rightarrow &\max_x\min_y f(x, y) \le \min_y\max_xf(x,y)\hspace{2ex}\blacksquare
\end{align*}
\] 也就对应了民间谚语“瘦死的骆驼比马大”）


这样做实际上交换了min和max的顺序，得到的问题称为是拉格朗日对偶问题 ，而对偶问题的解是原问题的解的下限。事实上，“\(\ge\)”是一个弱对偶关系，只有当两边的式子相等时，这两个问题才构成强对偶关系。对于二次规划问题，如果满足以下三个条件（统称为约束规范 ），则等号成立：



		原问题是凸的


		原问题是可解的


		原问题的约束条件是线性的





原始SVM问题正好满足上述约束规范，因此等号成立（如果经过多项式变换\(\boldsymbol{\Phi}\)数据集在新的空间线性可分，那么原问题就是可解的）。在强对偶关系下，解左边的问题和解右边的问题一样，或者换句话说，使右式最优的\((b, {\bf w}, {\boldsymbol{\alpha}})\)也可以使左式最优，反之亦然


这样，就可以写出对偶问题的完整形式 \[
\max_{ {\rm all\  }\alpha_n \ge 0} \left(\min_{b, {\bf w}} \frac{1}{2}{\bf w^\mathsf{T}w} + \sum_{n=1}^N \alpha_n(1-y_n({\bf w^\mathsf{T}z}_n + b))\right)
\] 现在，最小化的这个函数（也就是拉格朗日函数）没有任何限制条件，可以看看能不能化简。由于其没有限制条件，因此最优的\(b\)肯定使函数对其的偏导数为0，即 \[
\frac{\partial \mathcal{L}(b, {\bf w}, \boldsymbol{\alpha})}{\partial b} = 0 \Rightarrow -\sum_{n=1}^N\alpha_ny_n = 0
\] 由于最优解必定导致如上的结论，因此把这个结论作为条件加上，并不会改变最优解。而且由于拉格朗日函数展开以后关于\(b\)的项是\(-\sum_{n=1}^N \alpha_ny_n \cdot b = -b\sum_{n=1}^N \alpha_ny_n\)。由于\(\sum_{n=1}^N \alpha_n y_n = 0\)，因此加上这个条件以后，可以直接把关于\(b\)的项去掉，即对偶问题可以化简为 \[
\max_{ {\rm all\  }\alpha_n \ge 0, \sum y_n\alpha_n=0} \left(\min_{ {\bf w}} \frac{1}{2}{\bf w^\mathsf{T}w} + \sum_{n=1}^N \alpha_n(1-y_n({\bf w^\mathsf{T}z}_n))\right)
\] 同样的道理，现在对\(\bf w\)求偏导数，有 \[
\frac{\partial \mathcal{L}(b, {\bf w}, \boldsymbol{\alpha})}{\partial {\bf w}} = 0 \Rightarrow {\bf w} = \sum_{n=1}^N\alpha_ny_n{\bf z}_n
\] 将上面的式子作为约束条件，并将\({\bf w} = \sum_{n=1}^N\alpha_ny_n{\bf z}_n\)代入式子，且考虑到\({\bf w^\mathsf{T}w} = |\!|{\bf w}|\!|^2\) ，可以得到 \[
\begin{align*}
&\max_{ {\rm all\  }\alpha_n \ge 0, \sum y_n\alpha_n=0} \left(\min_{ {\bf w}} \frac{1}{2}{\bf w^\mathsf{T}w} + \sum_{n=1}^N \alpha_n(1-y_n({\bf w^\mathsf{T}z}_n))\right) \\
\Leftrightarrow & \max_{ {\rm all\  }\alpha_n \ge 0, \sum y_n\alpha_n=0, {\bf w}=\sum \alpha_ny_n{\bf z}_n} \left(\min_{\bf w} \frac{1}{2} {\bf w^\mathsf{T}w} + \sum_{n=1}^N \alpha_n - {\bf w^\mathsf{T}w}\right) \\
\Leftrightarrow & \max_{ {\rm all\  }\alpha_n \ge 0, \sum y_n\alpha_n=0, {\bf w}=\sum \alpha_ny_n{\bf z}_n} \left(-\frac{1}{2}\left|\!\left| \sum_{n=1}^N\alpha_ny_n{\bf z}_n\right|\!\right|^2 + \sum_{n=1}^N\alpha_n\right)
\end{align*}
\] 这就转化成了一个几乎只有\(\boldsymbol{\alpha}\)的最优化问题，实际上是简化版的拉格朗日对偶问题。也就是说，最优的\(\boldsymbol{\alpha}\)和最优的\(b\)和\(\bf w\)需要满足一些关系，它们才能同时是原问题和对偶问题的最优解。这些关系统称为KKT条件（Karush-Kuhn-Tucker conditions），包括



		\(y_n({\bf w}^\mathsf{T}{\bf z}_n + b) \ge 1\)


		\(\alpha_n \ge 0\)


		\(\sum y_n\alpha_n = 0; {\bf w}=\sum \alpha_n y_n {\bf z}_n\)


		\(\alpha_n (1-y_n({\bf w^\mathsf{T}z}_n + b)) = 0\)





之后，就要用KKT条件求解最优的\(\boldsymbol{\alpha}\)，进而求解最优的\((b, {\bf w})\)


求解对偶SVM


将之前的对偶问题稍作如下变换



		将求最大值问题转为求最小值问题（取相反数即可）


		展开向量的内积





可以得到硬间隔SVM对偶问题的标准形式： \[
\begin{align*}
\min_{\boldsymbol{\alpha}} \hspace{2ex}&\frac{1}{2}\sum_{n=1}^N\sum_{m=1}^N \alpha_n\alpha_m y_ny_m{\bf z}_n^\mathsf{T}{\bf z}_m - \sum_{n=1}^N\alpha_n \\
{\rm subject\  to} \hspace{2ex}&\sum_{n=1}^Ny_n\alpha_n = 0; \\
& \alpha_n \ge 0, {\rm for\  }n=1,2,\ldots,N
\end{align*}
\] 这是一个有\(N\)个变量和\(N+1\)个约束条件的凸二次规划问题，可以将其转换成二次规划的标准形式 \[
\begin{align*}
{\rm optimal\  }\boldsymbol{\alpha} &\leftarrow {\rm QP(Q}, {\bf p}, {\rm A}, {\bf c}) \\
q_{n, m} &= y_ny_m{\bf z}_n^\mathsf{T}{\bf z}_m \\
{\bf p } &= -{\bf 1}_N \\
{\bf a}_\ge  &= {\bf y}, {\bf a}_\le = -{\bf y}; {\bf a}_n^\mathsf{T} = n{\rm th. unit\  direction} \\
c_\ge &=0, c_\le = 0; c_n = 0
\end{align*}
\] 记对偶问题的\(\rm Q\)为\(\rm Q_D\)，由上面的定义可知\(\rm Q\)是稠密矩阵。如果\(N=30000\)，那\(\rm Q\)可以占3G内存！所以要解对偶问题，需要一个特殊的求解器，它不存储整个\(\rm Q_D\)或者使用某些特殊的限制，以应付\(N\)很大的情况


求出最优的\(\boldsymbol{\alpha}\)以后，可以根据KKT条件算出最优的\(b\)和\(\bf w\)。最优的\(\bf w\)很容易求，\({\bf w} = \sum \alpha_ny_n{\bf z}_n\)。而由\(\alpha_n (1-y_n({\bf w^\mathsf{T}z}_n + b)) = 0\)，可知如果有任意\(\alpha_n > 0\)，就可以算出\(b = y_n - {\bf w^\mathsf{T}z}_n\)（不同的\(\alpha_n > 0\)应该算出同样的\(b\)）。注意此时有\(y_n({\bf w^\mathsf{T}z}_n + b) = 1\)，即对任一点\(n\)如果有\(\alpha_n > 0\)，则说明这个点在“胖”的边界上


（这里其实说明了将原始问题转化成对偶问题的两个好处：



		只需要优化\(\boldsymbol{\alpha}\)而不是\(b\)和\(\bf w\)，减小了计算量，降低了算法的时间复杂度


		通过判断\(\alpha_n\)是否为0可以找出支持向量）





对偶SVM传递的信息


在前一讲中曾经得到一个结论，即支持向量机只关注那些在“胖”边界上的点，而其它点则不需要。上一节又证明，如果某个点有\(\alpha_n > 0\)，则这个点一定在“胖”边界上。称所有\(\alpha_n > 0\)的样本\(({\bf z}_n , y_n)\)为支持向量。也就是说有\({\rm SV(positive\  }\alpha_n) \subseteq {\rm SV\  candidates\  (on\  boundary)}\)。这意味着只需要用支持向量计算\(\bf w\)和\(b\)（对于那些不是支持向量的点，算出来的\(\bf w\)和\(b\)也都是0），而SVM也是通过对偶问题的最优解找出支持向量（即有用的向量），进而学到最大间隔超平面的算法


因此，SVM的权重可以写为\({\bf w}_{\rm SVM} = \sum_{n=1}^N \alpha_n(y_n{\bf z}_n)\)，其中\(\alpha_n\)来自于对偶问题的解。这个形式其实跟之前PLA算法得到的权重类似：PLA的权重可以写为\({\bf w}_{\rm PLA} = \sum_{n=1}^N \beta_n(y_n{\bf z}_n)\)，其中\(\beta_n\)是对错分样本进行纠正的次数。即SVM和PLA得到的解都是原始数据的线性组合。更广泛地讲，对基于梯度下降的算法，如果设初始的\({\bf w}_0 = 0\)，那么最后求出的解还是原始数据的线性组合。称这种现象为最优的权重\(\bf w\)可以被数据表示。其中SVM更特殊一些，最优的权重只用支持向量就能表示（PLA是用错分点表示）


这样，到目前为止，一共介绍了两种SVM：



		原始的硬间隔SVM，一共有\(\tilde{d}+1\)个变量和\(N\)个限制条件。如果数据维度比较小，则适用。其物理意义是对\((b, {\bf w})\)进行缩放，得到一个合适的值


		对偶的硬间隔SVM，一共有\(N\)个变量和\(N+1\)个简单的限制条件。如果数据量比较小，则适用。其物理意义是找出起作用的支持向量和它们的\(\alpha_n\)





无论使用哪种做法，都可以得到最优的\((b, {\bf w})\)，进而得到最优的假设函数为 \[
g_{\rm SVM}({\bf x}) = {\rm sign}({\bf w}^\mathsf{T}{\boldsymbol{\Phi}}({\bf x}) + b)
\] 但是问题还没有结束。回想提SVM对偶问题的动机，是为了避免对数据维度\(\tilde{d}\)的依赖。尽管看上去最后求解时只依赖了数据量\(N\)（求解\(N\)个变量和\(N+1\)个限制条件），但是构造矩阵\(\rm Q_D\)时还是在\(\mathbb{R}^{\tilde{d}}\)空间做内积。如果直接计算的话，运算的时间复杂度还是\(O(\tilde{d})\)。因此，之后要解决的问题就是如何避免直接计算内积
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        核技巧


前面提到，对偶问题最后也能写成二次规划问题的标准形式。乍一看，问题的变量数为\(N\)，条件数为\(N+1\)，跟数据的维度\(\tilde{d}\)无关，但是需要注意的是，\(\rm Q_D\)中的每一项计算方式为两个\(y\)相乘再乘上两个\(\bf z\)的内积（\(q_{n, m} = y_ny_m{\bf z}_n^\mathsf{T}{\bf z}_m\)}），这个内积就跟\(\tilde{d}\)有关了。如果数据维度很大，那么\(\rm Q_D\)的计算量就很大，成为了求解问题的瓶颈所在。如果使用某种技巧把\({\bf z}_n^\mathsf{T}{\bf z}_m\)这个直接做内积步骤替换掉，那么计算效率就能得到比较大的提升


经过进一步分析可以发现，之前的讨论都是在\(\mathcal{Z}\)空间做的。但是\(\bf z\)实际上是原始数据\(\bf x\)经过非线性变换\(\boldsymbol{\Phi}\)得到，因此求\({\bf z}_n^\mathsf{T}{\bf z}_m\)实际上是两步：先做变换，再内积。这两个步骤如果能合起来，是不是计算会快一点？


先从一个比较简单的例子入手：考虑之前提到的二次多项式变换 \[
\boldsymbol{\Phi}_2({\bf x}) = (1, x_1, x_2, \ldots, x_d, x_1^2, x_1x_2, \ldots x_1x_d, x_2x_1, x_2^2, \ldots ,x_2x_d, \ldots, x_d^2)
\] 这里为了简单起见，将\(x_1x_2\)和\(x_2x_1\)都放了进来。接下来，假设有两个数据点\(\bf x\)和\(\bf x'\)，看一看先转换再做内积的结果，有 \[
\begin{align*}
\boldsymbol{\Phi}_2({\bf x})^\mathsf{T}\boldsymbol{\Phi}_2({\bf x}') &= 1 +\sum_{i=1}^dx_ix_i' + \sum_{i=1}^d\sum_{j=1}^dx_ix_jx_i'x_j' \\
&= 1+\sum_{i=1}^dx_ix_i' + \sum_{i=1}^d x_ix_i'\sum_{j=1}^dx_jx_j' \\
&= 1 + {\bf x}^\mathsf{T}{\bf x}' + ({\bf x}^\mathsf{T}{\bf x}')({\bf x}^\mathsf{T}{\bf x}')
\end{align*}
\] 化简以后，\(\boldsymbol{\Phi}_2({\bf x})^\mathsf{T}\boldsymbol{\Phi}_2({\bf x}')\)的计算复杂度从\(O(d^2)\)降到了\(O(d)\)。因此，在某些情况下，如果把变换和内积这两个步骤合起来，计算效率可以得到提高。这里可以把转换+内积这个合并步称为核函数，即对变换\(\boldsymbol{\Phi}\)有对应的核函数\(K_\boldsymbol{\Phi}\)满足 \[
K_\boldsymbol{\Phi}({\bf x}, {\bf x}') \equiv \boldsymbol{\Phi}({\bf x})^\mathsf{T}\boldsymbol{\Phi}({\bf x}')
\] 在本例中，有 \[
\boldsymbol{\Phi}_2 \Leftrightarrow K_{\boldsymbol{\Phi}_2}({\bf x}, {\bf x}') = 1 + ({\bf x}^\mathsf{T}{\bf x}') + ({\bf x}^\mathsf{T}{\bf x}')^2
\] 有了核函数以后，原始对偶SVM的算法可以有如下几点修改



		矩阵\(\rm Q_D\)中的每一项\(q_{n, m}\)的计算得到了简化：\(q_{n, m} = y_ny_m {\bf z}_n^\mathsf{T}{\bf z}_m = y_ny_mK({\bf x}_n, {\bf x}_m)\)。注意这里给核函数传递的是在原始空间\(\mathcal{X}\)的向量，提出核函数也就是为了避免在高维空间的计算




		计算最优的偏置\(b\)时，也会用到。具体为（注意\({\bf w}= \sum_{n=1}^N \alpha_n y_n {\bf z}_n\)） \[
b = y_s - {\bf w}^\mathsf{T}{\bf z}_s = y_s - \left(\sum_{n=1}^N \alpha_ny_n{\bf z}_n\right)^\mathsf{T}{\bf z}_s = y_s - \sum_{n=1}^N \alpha_ny_n\left(K({\bf x}_n, {\bf x}_s)\right)
\] 这里\(({\bf x}_s, y_s)\)是得到的任意一个支持向量




		类似地，得到最优的\({\bf w}\)和\(b\)以后，对新的测试输入\(\bf x\)，也可以引入核函数来做预测 \[
g_{\rm SVM}({\bf x}) = {\rm sign}({\bf w}^\mathsf{T}\boldsymbol{\Phi}({\bf x}) + b) = {\rm sign}\left(\sum_{n=1}^N \alpha_ny_nK({\bf x}_n, {\bf x}) + b\right)
\]







可以注意到，原有对偶问题求解的时候，里面所有要在\(\tilde{d}\)维空间\(\mathcal{Z}\)做的操作，最后都可以在\(d\)维空间\(\mathcal{X}\)通过核函数\(K\)得到相等的结果。这种方法也称为“核技巧”，即把所有转换-内积的步骤都换成计算核函数的值，因此在算法里就不会依赖\(\tilde{d}\)了


引入核函数以后，就可以得到核硬边界SVM算法（Kernel Hard-Margin SVM Algorithm）




		\(q_{n,m} = y_ny_m K({\bf x}_n, {\bf x}_m); {\bf p} = -{\bf 1}_N\) （\(\rm A\)和\(\bf c\)还是对偶硬边界SVM算法中的对应值）




		\(\boldsymbol{\alpha} \leftarrow {\rm QP}({\rm Q_D}, {\bf p}, {\rm A}, {\bf c})\)




		任选一个支持向量\(({\bf x}_s, y_s)\)，计算\(b \leftarrow \left(y_s - \sum_{\rm SV\  indices}\alpha_ny_nK({\bf x}_n, {\bf x}_s)\right)\)




		将所有支持向量、对应的\(\alpha_n\)和\(b\)返回。对新的\(\bf x\)，计算 \[
g_{\rm SVM}({\bf x}) = {\rm sign}\left(\sum_{\rm SV\  indices}\alpha_ny_nK({\bf x}_n, {\bf x})+b\right)
\]










假设核函数的计算时间为\(k\)，则算法中第一步的时间复杂度仅为\(O(kN^2)\)，第二步只有\(N\)个变量和\(N\)个限制条件，第三、四步的时间复杂度为\(O(k\#{\rm SV})\)。因此可以看到，引入核函数以后，就可以完全避免在\(\tilde{d}\)维空间做计算，而且核SVM的预测还是只需要支持向量就可以


多项式核


除去上一节给出的变换，还有其它一些比较常见的二次多项式变换方法，例如 \[
\begin{align*}
\boldsymbol{\Phi}_2({\bf x}) = (1, \sqrt{2}x_1, \ldots, \sqrt{2}x_d, x_1^2, \ldots, x_d^2) &\Leftrightarrow K_{2'}({\bf x}, {\bf x}') = 1 + 2{\bf x^\mathsf{T}x}'+({\bf x^\mathsf{T}x}')^2 \\
\boldsymbol{\Phi}_2({\bf x}) = (1,\sqrt{2\gamma}x_1, \ldots, \sqrt{2\gamma}x_d, \gamma x_1^2, \ldots, \gamma x_d^2) &\Leftrightarrow K_2({\bf x}, {\bf x}') = 1 + 2\gamma{\bf x^\mathsf{T}x}' + \gamma^2({\bf x^\mathsf{T}x}')^2 \\
&= (1+\gamma{\bf x^\mathsf{T}x}')^2 \hspace{3ex} (\gamma > 0)
\end{align*}
\] 可以看到\(K_2\)的计算比\(K_{\boldsymbol{\Phi}_2}\)更简单一些，而能力相同（两者映射到的空间相同）。但是要注意的是，转换不同，内积就不同。内积不同，距离就不同。而SVM是由距离决定的，因此会得到不同的边界。实际上\(K_2\)更常用


下图中给出了使用不同的核和同一个核使用不同\(\gamma\)的效果。其中带方框的点是支持向量



[image: 使用不同的核和同一个核使用不同gamma的SVM。其中带方框的点是支持向量]使用不同的核和同一个核使用不同gamma的SVM。其中带方框的点是支持向量

由上图可知，不同的\(g_{\rm SVM}\)会使用不同的支持向量，也就会产生的不同的边界。而使用什么核和\(\gamma\)也是很难在学习之前就能判断出来的。究竟哪个核，这个核的哪个\(\gamma\)最合适，也得通过交叉验证的方法来判断


进一步地，可以加入两个新的变量\(\zeta\)和多项式次数\(Q\)，得到一个更广义的多项式核，即（均设定\(\gamma > 0, \zeta \ge 0\)） \[
\begin{align*}
K_2({\bf x}, {\bf x}') &= (\zeta + \gamma {\bf x^\mathsf{T}x}')^2 \\
K_3({\bf x}, {\bf x}') &= (\zeta + \gamma {\bf x^\mathsf{T}x}')^3 \\
&\vdots \\
K_Q({\bf x}, {\bf x}') &= (\zeta + \gamma {\bf x^\mathsf{T}x}')^Q
\end{align*}
\] 这说明，原来的\(Q\)次多项式变换\(\boldsymbol{\Phi}_Q\)在引入参数为\((\zeta, \gamma)\)的核以后，可以得到相同的效果。而核函数的计算方法又使得不再需要将经过\(\boldsymbol{\Phi}_Q\)变换得到的\(\bf z\)展开，极大加快了计算效率。这种将SVM和多项式核结合起来的方法称为多项式SVM


多项式核里比较特殊的一种是\(\zeta=0, \gamma = 1, Q=1\)。这种核称为线性核。尽管高次多项式核非常强大，但是真正实验模型时还是应该先从线性核这种简单模型试起


高斯核


由上一节可知，如果设计一个很好的核函数，则可以使用\(O(d)\)的时间复杂度计算原始数据被映射到\(\tilde{d}\)维空间以后的内积。那么有没有可能有这么一种核函数，使得可以很方便地计算无限维空间的内积呢？的确存在这么一种核函数。接下来的推导中，为了方便起见，假设\(\bf x\)只有一个维度，记为\(x\)，则 \[
\begin{align*}
K(x, x') &= \exp(-(x-x')^2) \\
&= \exp(-(x)^2)\exp(-(x')^2)\exp(2xx') \\
&= \exp(-(x)^2)\exp(-(x')^2)\left(\sum_{i=0}^\infty\frac{(2xx')^i}{i!}\right) \hspace{3ex}{\rm Taylor\  expansion} \\
&= \sum_{i=0}^\infty\left(\exp(-(x)^2)\exp(-(x')^2)\sqrt{\frac{2^i}{i!}}\sqrt{\frac{2^i}{i!}} (x)^i(x')^i\right) \\
&= \boldsymbol{\Phi}(x)^\mathsf{T}\boldsymbol{\Phi}(x')
\end{align*}
\] 即多项式变换 \[
\boldsymbol{\Phi}(x) = \exp(-x^2)\cdot \left(1, \sqrt{\frac{2}{1!}}x, \sqrt{\frac{2^2}{2!}}x^2,\ldots\right)
\] 可以把\(x\)映射到一个无限维空间，而在该空间两个元素的内积可以在原始空间很方便地使用高斯函数求解。更普遍性地，称形如 \[
K({\bf x}, {\bf x}') = \exp\left(-\gamma |\!|{\bf x} - {\bf x}'|\!|^2\right), {\hspace{3ex}}\gamma>0
\] 这样的核函数为高斯核


将高斯核的表示代入到核SVM中，可以得到使用高斯核的SVM的形式 \[
\begin{align*}
g_{\rm SVM}({\bf x}) &= {\rm sign}\left(\sum_{\rm SV}\alpha_ny_n K({\bf x}_n, {\bf x})+b\right)  \\
&= {\rm sign}\left(\sum_{\rm SV}\alpha_ny_n \exp\left(-\gamma|\!|{\bf x}-{\bf x}_n|\!|^2\right)+b\right)  
\end{align*}
\] 此时SVM实际上是以各支持向量\({\bf x}_n\)为中心的高斯函数的线性组合。考虑到“线性组合”的意义，高斯核通常也称为径向基函数核（Radial Basis Function kernel, RBF kernel）。高斯核函数的使用进一步展示了核SVM的强大：不需要太多的数据点（仅使用支持向量），也不需要太多的计算（仅在原始\(d\)维空间做向量运算），就能得到特别复杂的边界（因为高斯核实际上隐含地将原始数据映射到了无限维空间），而且很鲁棒（SVM本身最大边界的性质）。核函数的简洁性使得我们也不需要去显式地把转换\(\boldsymbol{\Phi}\)写出来，对偶SVM的性质使得我们不需要去存储最优的\(\bf w\)，只需要存好哪些是支持向量以及这些支持向量对应的\(\alpha_n\)就可以
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上图给出了使用不同\(\gamma\)的高斯核SVM的示意图。可以看出，\(\gamma\)越大，对应的高斯函数越尖锐，模型越容易过拟合。这里也说明SVM是不容易过拟合，但是不会永远不过拟合。使用高斯核时，\(\gamma\)的选取仍然是需要仔细考虑的。当\(\gamma\rightarrow \infty\)时，如果\(K\)是高斯核函数，则\(K({\bf x, x}') = [\![{\bf x} = {\bf x}']\!]\)


核的比较


本讲一共介绍了三种常见的核，下面对它们做一比较



		最简单的线性核\(K({\bf x, x}') = {\bf x^\mathsf{T}x}'\)实际上没有对原始数据做任何变化。这种核最简单最安全，而且最快（直接对原始问题用QP求解器求解）。最后得到的模型解释性也比较强，\(\bf w\)会给出每个特征的权重，支持向量会给出每个数据点的重要性。其坏处是可用的场景比较有限，数据并不总是线性可分的。然而无论如何，线性核都是最简单直接的工具，应该在最开始的时候就试用一下


		多项式核\(K({\bf x}, {\bf x}') = (\zeta + \gamma {\bf x^\mathsf{T}x}')^Q\)的好处是可用场景比线性核要广泛，而且工程师可以通过限制\(Q\)的大小来对模型的复杂度加以控制。其坏处是当\(Q\)比较大时，如果\(|\zeta + \gamma {\bf x^\mathsf{T}x}'| < 1\)则核函数值会逼近0，如果\(|\zeta + \gamma {\bf x^\mathsf{T}x}'| > 1\)则核函数值会非常大。总体来讲，数值计算会不太稳定。而且，这个模型里有三个参数\((\gamma, \zeta, Q)\)，调参也比较困难。因此，多项式核可能仅适用于\(Q\)比较小的场景，而且在这种情况下有时反而把\(\boldsymbol{\Phi}({\bf x})\)展开然后代入到线性核求解效率更高


		高斯核\(K({\bf x}, {\bf x}') = \exp\left(-\gamma |\!|{\bf x} - {\bf x}'|\!|^2\right)\)可以算出最复杂的边界，而且由于其值域为\((0, 1]\)，计算稳定性也比较高，不会出现浮点数计算的上溢和下溢。这个核函数只有一个参数\(\gamma\)可调，也比较容易调参。但是由于它把原始数据映射到无限维空间，因此没有一个直观的\(\bf w\)可以用来解释模型。它的计算也比线性核慢，也更容易过拟合。总体来讲，高斯核是一种最常用的核函数，但是用的时候一定要小心





当然，还可以使用其它核函数。从本质上看，核函数实际上是相似性的某种度量方式，其度量的是\(\bf x\)和\(\bf x'\)经过变换以后在空间\(\mathcal{Z}\)中的相似性。那么所有相似性都能用一个合法的核函数来表示呢？并非总是如此。给定函数\(K\)，令\(k_{ij} = K({\bf x}_i, {\bf x}_j)\)，则矩阵\(\rm K\)必须同时满足以下两个条件（充要条件），\(K\)才是合法的核函数。这两个条件包括



		\(\rm K\)是对称的


		\(K\)必须是半正定的





这个条件称为Mercer条件


自定义核是可能的，不过需要注意的是，也是很难的




额外的话


我大概算了算，这应该是我第五遍听关于SVM的课了（吴恩达Coursera课、吴恩达CS229、白思理哥伦比亚大学EdX课、林轩田课x2）。如果算上看pluskid大神、JerryLead大神两神的文章，SVM的理论我不知道过了多少遍。但是遗憾的是，一是由于我天性驽钝，二是因为我有学而不思的毛病，关于“核方法”这个概念，我每次都是很快拾起，然后更快忘记。这次重听林轩田老师的课，我决定努力从各个方面试着战胜自己一次。其中之一就是试着写一点自己关于核方法的理解，让自己能多思考一点，进而把核方法这个概念和思想留在脑子里的时间延长一些，+ns


既然是自己理解的，肯定会有这样那样的问题。欢迎在知乎专栏里指正


首先一点，核方法是一个独立的方法。大部分课程在讲授核方法的时候，都会在讲SVM时引入它。相比较而言，白思理的课程更微妙一些，是先讲核再讲SVM。所以我觉得核方法和SVM的关系应该是这样：核方法提供了一种在低维空间对向量做计算的方式，通过这种方式计算出来的结果，与通过某种映射将原始向量映射到高维空间以后在高维空间做内积的结果是一致的。SVM的对偶问题里计算\(\rm Q\)时、根据支持向量计算\(b\)时以及对新的\(\bf x\)计算估计值\(\hat{y}\)时，都有高维空间计算内积的需求，而这个计算恰好能用核函数在原始空间计算的结果替代，如此而已。更简单地说，是SVM可以用到核方法，而不是SVM产生了核方法


其次一点，在很多讲核SVM的讲义里，都可以看到类似这样的写法（事实上，在林的课件里，就有类似的写法）： \[
K\langle{\bf x}, {\bf x}'\rangle = \boldsymbol{\Phi}({\bf x})^\mathsf{T}\boldsymbol{\Phi}({\bf x}')
\] 初学者最开始看到这个式子的时候，不知道会不会像驽钝的我一样，开始好奇一些其实不用好奇的问题，例如：



		尖角符号代表了什么意义啊？


		这个对应的\(\boldsymbol{\Phi}\)应该是怎样的啊？


		映射了以后的那个高维空间\(\mathcal{Z}\)应该是什么样的啊？





在这里我试着回答以前的我一下



		尖角符号没毛意义，写成\(K({\bf x}, {\bf x}')\)这种普通函数的形式一点问题都没有。核方法的核心是核函数，核函数，归根到底，还是函数，就是给你两个向量，定义一种计算方法，没了。值得玩味的是，这种计算方法里一般会有原始向量的内积运算。多项式核里这个内积是写在明面上的，高斯核稍微不那么明显，但是考虑两点：首先，\(|\!|{\bf v}|\!|^2 = {\bf v^\mathsf{T}v}\)，其次，看上面展开计算的式子，其实也有内积的影子


		\(K\)对应的\(\boldsymbol{\Phi}\)和\(\mathcal{Z}\)是什么样的，这个在理论证明提出的核函数有效时可能应该需要分析，但是如果只站在应用层面，我觉得是不用太关心的。事实上，提出核函数的目的就是为了避免直接像高维空间的变换和在高维空间的计算，如果问题使得我们必须要提出一个自定义的核函数，证明时只需要证明 1. 这个新的核函数确实好用 2. 这个核函数满足Mercer条件，可能就可以了。另外，讲义中给出了\(K\)对应的矩阵\(\rm K\)，我甚至怀疑在证明\(\rm K\)是半正定的时候，也不需要把所有\(\boldsymbol{\Phi}({\bf x}_i)^\mathsf{T}\boldsymbol{\Phi}({\bf x}_j)\)都列出来放在一个大的矩阵里，肯定有其它更抽象的证明方法





所以最后再唠叨一句，核方法的意义就在于，我们只需要关心核函数\(K\)是什么样的就行，它后头的\(\boldsymbol{\Phi}, \mathcal{Z}\)都是透明的了


另外，关于核方法，我的好友咲神写了两篇更干，更数学的博客，也可以作为参考
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        动机与原始问题


上一讲最后提到，SVM也会出现过拟合的情况。那么在什么时候SVM会过拟合呢？其中一种情况是使用太强力的\(\boldsymbol{\Phi}\)，而另一种情况是坚持认为数据是完全可分的。回顾之前的理论，如果总是坚持要完全可分输入数据，就是要找到一个\(g\)使得输入数据可以被\(g\)打散，因此也就增大了过拟合的可能性


回想之前介绍的口袋算法，这个算法对那些线性不可分的数据集做了一些退让：不再要求得到的超平面可以完全分开已知数据，但求最优超平面犯的错误越少越好，即口袋算法得到的\(b, {\bf w}\)满足 \[
\min_{b, {\bf w}}\sum_{n=1}^N [\![y_n \not= {\rm sign}({\bf w^\mathsf{T}z}_n + b)]\!]
\] 相比而言，前面提到的硬间隔SVM的条件实在是太苛刻了：不仅要求每个样本都分对，还要求每个样本离分离超平面有一定的距离。因此，可以适当放松要求，让它对错分的样本不再施加到超平面的距离限制，只控制错分样本的数目让其越少越好（即不让模型无止境地犯错）。这样，得到的优化问题变成了 \[
\begin{align*}
\min_{b, {\bf w}}\hspace{2ex}&\frac{1}{2}{\bf w^\mathsf{T}w} + C\cdot \sum_{n=1}^N [\![y_n \not= {\rm sign}({\bf w^\mathsf{T}z}_n + b)]\!] \\
{\rm s.t.} \hspace{2ex} &y_n({\bf w^\mathsf{T}z}_n + b) \ge 1 {\rm\  for\  correct\  }n \\
&y_n ({\bf w^\mathsf{T}z}_n + b) \ge -\infty{\rm\  for\  incorrect\  }n
\end{align*}
\] 这里\(C\)控制了在训练集上准确性和间隔大小这两者之间的平衡。\(C\)越大，越倾向于不要再训练集上犯错误；\(C\)越小，越倾向于在正确分类的数据上分类器间隔尽可能大


上述问题可以对表达形式做一步化简，得到一个等价的问题 \[
\begin{align*}
\min_{b, {\bf w}}\hspace{2ex}&\frac{1}{2}{\bf w^\mathsf{T}w} + C\cdot \sum_{n=1}^N [\![y_n \not= {\rm sign}({\bf w^\mathsf{T}z}_n + b)]\!] \\
{\rm s.t.} \hspace{2ex} &y_n({\bf w^\mathsf{T}z}_n + b) \ge 1 -\infty\cdot [\![y_n \not= {\rm sign}({\bf w^\mathsf{T}z}_n + b)]\!]
\end{align*}
\] 注意这个问题的限制条件里有\(N\)个布尔表达式\([\![\cdot]\!]\)，因此不是线性约束，整个问题不能再用二次规划求解器来求解，之前的对偶方法、核方法也就没法做了。而且“预测错”也有两种错误的方法，一种是离边界很近的错误，一种是离边界很远的错误，这个问题也没法区分这两种错误，因此需要对这个问题进行修改。一种修改方法是对每个数据点引入\(\xi_n\)这个变量，表示分类器在这个数据点上犯的错误的严重性。最优化问题里要优化的问题也不再简单记录“犯了多少错误”，而是记录所有数据点总共犯错误的情况。即要求解的问题和约束为如下形式 \[
\begin{align*}
\min_{b, {\bf w}}\hspace{2ex}&\frac{1}{2}{\bf w^\mathsf{T}w} + C\cdot \sum_{n=1}^N \xi_n\\
{\rm s.t.} \hspace{2ex} &y_n({\bf w^\mathsf{T}z}_n + b) \ge 1 -\xi_n,\  \xi_n \ge 0 \forall n
\end{align*}
\] 这样一来，所有约束条件都是线性约束，要求解的目标问题是二次函数，又可以用QP求解器求解了。这种问题称为软间隔支持向量机，其中\(\xi_n\)记录的是数据点的“间隔破坏程度”，如下图所示
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上面描述的问题中，\(C\)越大，表示对错误的容忍程度越小，对所有点尽可能不错分；\(C\)越小，表示对错误的容忍程度越大，要求的间隔越宽


新的问题有\(\tilde{d} + 1 + N\)个变量，有\(2N\)个约束条件。接下来，就要用对偶问题来移除问题对\(\tilde{d}\)的依赖


对偶问题


对原始问题 \[
\begin{align*}
\min_{b, {\bf w}}\hspace{2ex}&\frac{1}{2}{\bf w^\mathsf{T}w} + C\cdot \sum_{n=1}^N \xi_n\\
{\rm s.t.} \hspace{2ex} &y_n({\bf w^\mathsf{T}z}_n + b) \ge 1 -\xi_n,\  \xi_n \ge 0 \forall n
\end{align*}
\] 可以看到对每个点都有两个约束条件。引入拉格朗日乘子\(\alpha_n\)和\(\beta_n\)，可以得到拉格朗日函数 \[
\begin{align*}
\mathcal{L}(b, {\bf w}, \boldsymbol{\xi}, \boldsymbol{\alpha}, \boldsymbol{\beta}) = &\frac{1}{2}{\bf w^\mathsf{T}w} + C\cdot \sum_{n=1}^N \xi_n \\
& +\sum_{n=1}^N \alpha_n\cdot (1-\xi_n - y_n({\bf w^\mathsf{T}z}_n + b)) + \sum_{n=1}^N \beta_n \cdot (-\xi_n)
\end{align*}
\] 对应的对偶问题可以写为 \[
\begin{align*}
\max_{\alpha_n \ge 0, \beta_n \ge 0} \left(\min_{b, {\bf w}, \boldsymbol{\xi}}  \frac{1}{2}{\bf w^\mathsf{T}w} + C\cdot \sum_{n=1}^N \xi_n  +\sum_{n=1}^N \alpha_n\cdot (1-\xi_n - y_n({\bf w^\mathsf{T}z}_n + b)) + \sum_{n=1}^N \beta_n \cdot (-\xi_n)\right)
\end{align*}
\] 解这个问题可以用第18讲中相同的技巧：最优的\(\boldsymbol{\xi}\)必然满足\(\frac{\partial \mathcal{L}}{\partial \xi_n} = 0\)，因此可以先解这个关系式 \[
\frac{\partial \mathcal{L}}{\partial \xi_n} = 0 \Rightarrow C - \alpha_n-\beta_n = 0
\] 因此可以把\(\beta_n\)换掉，即\(\beta_n = C - \alpha_n\)，并施加一个写明的约束条件\(0 \le \alpha_n \le C\)。将\(\beta_n\)的这个表达式代入到上面的对偶问题，可以消掉\(\beta_n\)和\(\xi_n\)，问题转化为 \[
\max_{0\le \alpha_n \le C, \beta_n = C-\alpha_n}\left(\min_{b, {\bf w}}  \frac{1}{2}{\bf w^\mathsf{T}w} + \sum_{n=1}^N \alpha_n\cdot (1-y_n({\bf w^\mathsf{T}z}_n + b)) \right)
\] 这个问题和第18讲中推出的对偶问题非常相近，只是最外部\(\alpha_n\)的条件有细微差别。利用同样的方法可以推出 \[
\begin{align*}
\frac{\partial \mathcal{L}}{\partial b} = 0 &\Rightarrow \sum_{n=1}^N\alpha_ny_n = 0 \\
\frac{\partial \mathcal{L}}{\partial {\bf w}} = 0 &\Rightarrow {\bf w} = \sum_{n=1}^N\alpha_ny_n{\bf z}_n
\end{align*}
\] 因此，软间隔SVM对偶问题的标准形式为 \[
\begin{align*}
\min_{\boldsymbol{\alpha}} \hspace{2ex}&\frac{1}{2}\sum_{n=1}^N\sum_{m=1}^N \alpha_n\alpha_m y_ny_m{\bf z}_n^\mathsf{T}{\bf z}_m - \sum_{n=1}^N\alpha_n \\
{\rm subject\  to} \hspace{2ex}&\sum_{n=1}^Ny_n\alpha_n = 0; \\
& 0 \le \alpha_n \le C, {\rm for\  }n=1,2,\ldots,N
\end{align*}
\] 与前面硬间隔SVM对偶问题的标准形式的唯一区别就是这里\(\alpha_n\)有了上限\(C\)。这也是一个标准的二次规划问题，有\(N\)个变量，\(2N+1\)个限制条件


软间隔SVM传递的信息


得到软间隔SVM对偶问题的标准形式以后，求解这个问题的步骤与第18讲硬间隔SVM对偶问题的求解步骤基本类似（如果引入核方法，那么就把在高维空间算内积的步骤用核函数代替）。由于\(C\)和\(\xi_n\)的存在，软间隔SVM不再像硬间隔SVM那样数据必须线性可分时才能有解，而是总有解的。因此软间隔SVM是一种更灵活的模型，在实践中是最常用的SVM模型


接下来的问题是软间隔SVM如何求解\(b\)，因为这两个毕竟是不同的QP问题，KKT条件不完全相同。对于软间隔SVM，其互补松弛条件（complementary slackness）为 \[
\begin{align*}
\alpha_n(1-\xi_n - y_n({\bf w^\mathsf{T}z}_n + b)) &= 0 \\
\beta_n(-\xi_n) &= 0
\end{align*}
\] 将前面推出的\(\beta_n\)的关系式代入，有 \[
\begin{align*}
\alpha_n(1-\xi_n - y_n({\bf w^\mathsf{T}z}_n + b)) &= 0 \\
(C-\alpha_n)\xi_n&= 0
\end{align*}
\] 假设\(\alpha_s > 0\)，即\(s\)是一个支持向量，由第一个式子，可以求出 \[
b = y_s - y_s\xi_s - {\bf w^\mathsf{T}z}_s
\] （注意这里用到了\(y_s\)的一个特点：因为\(y_s \in \{-1, +1\}\)，因此任意数除以\(y_s\)与乘以\(y_s\)的效果是一样的）


这里带了一个惩罚项，如果要算出\(\xi_s\)，就得先算出\(b\)，造成了一个鸡生蛋蛋生鸡的问题。因此要看第二个式子，如果\(\alpha_s < C\)，那么就会有\(\xi_s = 0\)。这种\(0 < \alpha_s < C\)的支持向量称为自由的支持向量。综上所述，使用任意自由的支持向量\(({\bf x}_s, y_s)\)，都可以求出唯一的\(b\)为 \[
b = y_s - \sum_{ {\rm SV\  indices\  }n} \alpha_ny_nK({\bf x}_n, {\bf x}_s)
\] 当然，极少数的情况下，没有自由的支持向量，那么\(b\)就只能通过一系列不等式得出，此时可能有不止一个\(b\)存在


软间隔SVM（使用高斯核）的例子如下图所示。可以看到，小的\(C\)可能会有欠拟合，而大的\(C\)仍然会导致过拟合的现象。因此，对软间隔SVM，仍然要小心地选择\((\gamma, C)\)



[image: 使用高斯核的软间隔SVM在设置不同的C时的效果]使用高斯核的软间隔SVM在设置不同的C时的效果

由前面的互补松弛条件，可以看到不同的数据点对应的\(\alpha_n\)可以分为三种



		非支持向量，\(\alpha_n = 0, \xi_n = 0\) 。这种点被正确分类，且远离分离超平面的间隔边界


		自由支持向量，\(0 < \alpha_n < C, \xi_n = 0\) 。这种点被正确分类，骑在分离超平面的间隔边界上，决定\(b\)值


		受限的支持向量，\(\alpha_n=C\) 。这种点的\(\xi_n = 1-y_n({\bf w^\mathsf{T}z}_n + b)\)，肯定越过了间隔边界。这种店如果要分还能分成两种：一种是跨过了间隔边界，但是没跨过分离超平面；还一种是已经跨过了分离超平面





这三种点可见下图示意。其中自由支持向量以方框圈出，受限的支持向量以三角圈出



[image: 三种不同类型的支持向量]三种不同类型的支持向量

模型选择


前面说过，对高斯SVM（之后提到SVM都默认是软间隔SVM+核方法），不同的\((C, \gamma)\)都会产生不同的分隔边界。到底怎样的组合才是最好的？还是要用交叉验证的方法来选择


这里着重观察交叉验证中最特殊的一种交叉验证：留一交叉验证（LOOCV）。由前面的讲解，可知在训练样本数为\(N\)的情况下，LOOCV可以看做是N折交叉验证。这里要证明的一点是：



对于SVM，有 \[
E_{\rm LOOCV} \le \frac{\#{\rm SV}}{N}
\]





证明如下：


假设对\(({\bf x}_N, y_N)\)，解出来最优的\(\alpha_N=0\)，则该点不是支持向量。因此，如果把这个点从原始数据集中除去，剩下的\((\alpha_1, \alpha_2, \ldots, \alpha_{N-1})\)仍然是剩下的数据集按照算法求出来的最优的\(\boldsymbol{\alpha}\)。也就是说，在LOOCV时如果去掉的是非支持向量点，那么得到的\(g^-\)和不去掉这个点得到的\(g\)是一样的。考虑到非支持向量点肯定是被正确分类，且远离边界的点，因此有 \[
\begin{align*}
e_{\rm non-SV} &= {\rm err}(g^-, {\rm non\text{-}SV}) \\
&= {\rm err}(g, {\rm non\text{-}SV}) = 0
\end{align*}
\] 对支持向量，有\(e_{\rm SV} \le 1\)


将这些式子都加起来求平均，可知 \[
E_{\rm LOOCV} \le \frac{\# {\rm SV}}{N}
\] \(\blacksquare\)


这意味着似乎可以通过支持向量的数量来判断SVM算法是否过拟合。如果一个算法的支持向量数比较少，那么它过拟合的风险可能就比较小。但是实际应用时，有这么几点需要注意



		\({\#{\rm SV}}(C, \gamma)\)是\((C, \gamma)\)一个不平滑的函数，因此很难优化




		\(\#{\rm SV}\)只是\(E_{\rm LOOCV}\)的上界，并非确界







因此，如果在调参时太耗时间，可以先干掉一些支持向量数太多的模型，然后再去仔细验证剩下的模型
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        软间隔SVM与正则化模型


前面讲到，软间隔SVM对每个数据点记录了其“间隔破坏量”，记为\(\xi_n\)，并对该量施加一些惩罚，得到软间隔SVM的优化问题 \[
\begin{align*}
\min_{b, {\bf w}}\hspace{2ex}&\frac{1}{2}{\bf w^\mathsf{T}w} + C\cdot \sum_{n=1}^N \xi_n\\
{\rm s.t.} \hspace{2ex} &y_n({\bf w^\mathsf{T}z}_n + b) \ge 1 -\xi_n,\  \xi_n \ge 0 \forall n
\end{align*}
\] 这个问题可以使用另一种形式来表示，看看它到底要解决什么事情：给定\(b\)和\(\bf w\)，则\(\xi_n\)是怎么算出来的呢？\(\xi_n\)的本质是看这个点对间隔边界的破坏程度，因此对任意一个点，\(\xi_n\)有两种情况



		这个点的确破坏了间隔边界，因此\(\xi_n\)记录它离想要的数字1有多远，此时\(\xi_n = 1 - y_n({\bf w}^\mathsf{T}{\bf z}_n + b)\)。由于这个点已经破坏了边界，因此\(\xi_n \ge 0\)


		这个点没有破坏间隔边界，此时\(\xi_n = 0\)





综上所述，\(\xi_n\)可以用一个式子来表示，即\(\xi_n = \max(1 - y_n({\bf w}^\mathsf{T}{\bf z}_n + b), 0)\)。这也意味着软间隔SVM问题可以写成一个没有限制条件的优化问题，为 \[
\min_{b, {\bf w}}\hspace{2ex}\frac{1}{2}{\bf w^\mathsf{T}w} + C\cdot \sum_{n=1}^N \max(1 - y_n({\bf w}^\mathsf{T}{\bf z}_n + b), 0)
\] 此时\(\xi_n\)不再是一个变量，而是一个由\(b\)和\(\bf w\)算出来的结果


这种表示形式和之前讲过的正则化方法非常像：优化问题本身可以分解为两个部分，第一项是\(\bf w\)的长度，代表了模型的复杂度；而第二项可以看做是样本中所有误差的和，这不过这里似乎使用了一种新的误差函数，可以记为\(\widehat{\rm err}\)。但是为什么不能直接解这个问题呢？首先，它不再是一个二次规划问题，因此对偶和核技巧可能不太好用上；其次，\(\max(\cdot, 0)\)并不是处处可微，因此这个优化问题更难解


下表给出了硬/软间隔SVM和正则化模型之间的一些比较





		模型
		最小化的目标函数
		限制条件






		带限制条件的正则化
		\(E_{\rm in}\)
		\({\bf w^\mathsf{T}w} \le C\)




		硬间隔SVM
		\(\bf w^\mathsf{T}w\)
		\(E_{\rm in} = 0\)（及其他）




		L2正则化
		\(\frac{\lambda}{N}{\bf w^\mathsf{T}w} + E_{\rm in}\)
		




		软间隔SVM
		\(\frac{1}{2}{\bf w^\mathsf{T}w} + CN\widehat{E_{\rm in}}\)
		







即软间隔SVM和L2正则化这两个问题其实非常相似。从上表可知，大间隔其实就是正则化的一种实现，代表可选择的超平面要更少，实际上就是对\(\bf w\)的一种L2正则化；而软间隔则意味着要计算一种特殊的误差函数\(\widehat{\rm err}\)。对于\(C\)来讲，无论是带限制条件的正则化问题还是软间隔SVM问题，\(C\)越大，对应着越小的\(\lambda\)，即越小的正则化


把SVM看作是一种正则化模型的好处是，可以将其理论延伸到其他模型，并与这些模型建立联系


SVM vs. Logistic回归


类似于第11讲中的做法，也可以把上面推出的SVM的损失函数\(\widehat{\rm err}_{\rm SVM}\)做出图像，与原始0/1误差函数\({\rm err_{0/1}}(s, y) = [\![ys \not= 1]\!]\)作比较。下图给出了这两个函数的图像



[image: SVM的损失函数与0/1损失函数比较]SVM的损失函数与0/1损失函数比较

由上图可知，\(\widehat{\rm err}_{\rm SVM}\)是\({\rm err}_{0/1}\)的上界，因此可以用这个上界推导出一些算法，这些算法间接地降低0/1误差，来把0/1分类问题做好。在文献中，SVM使用的这个误差函数通常被称作hinge loss（一些人翻译成“铰链损失函数”）。注意hinge loss不仅是0/1误差函数的上界，还是一个凸的上界，因此在优化时有些好的性质可以利用


接下来再把hinge loss和Logistic回归用的损失函数（经过缩放以后，记为SCE）\(\log_2(1+\exp(-ys))\)做一个比较。当\(ys\)趋近于\(+\infty\)时，\(\widehat{\rm err}_{\rm SVM}(s, y) = 0\)；当\(ys\)趋近于\(-\infty\)时，\(\widehat{\rm err}_{\rm SVM} = 1-ys \approx ys\)。而SCE也有类似的结果（只不过是\(ys \rightarrow +\infty\)时，\(\rm SCE \approx 0\)。因此可以说，SVM可以看做是带有L2正则化的Logistic回归


下表对目前讲解过的三种用于0/1分类的模型做了比较











		模型名称
		基本思想
		优点
		缺点






		PLA
		直接最小化\(\rm err_{0/1}\)
		数据集线性可分时算法效率很高
		只能用于数据集线性可分的情况，否则就要用口袋算法




		带有正则化的Logistic回归
		使用GD/SGD最小化正则化的\(\rm err_{SCE}\)
		易于优化，正则化使得模型不易过拟合
		\(ys\)很小时（是很大的负数时）误差函数是0/1误差函数太松的上界




		软间隔SVM
		使用QP最小化正则化的\(\rm \widehat{err}_{SVM}\)
		易于优化，有理论保证
		\(ys\)很小时（是很大的负数时）误差函数是0/1误差函数太松的上界







从这个角度来看，带有正则项的Logistic回归其实几乎就是在做SVM。那么当解SVM时，可否将这个解用在Logistic回归中（即估计每个点是正例的概率）？


用作软二元分类的SVM


那么怎么将SVM用在软二元分类问题中呢？一种比较直观的方法是，先使用软间隔SVM算法得到\((b_{\rm SVM}, {\bf w}_{\rm SVM})\)，然后使用Logistic函数计算\(\theta({\bf w}_{\rm SVM}^\mathsf{T}{\bf x} + b_{\rm SVM})\)，将该结果作为\(g({\bf x})\)的结果返回。这种做法在实际应用中效果还不错，但是失去了之前推导Logistic回归时候用到的最大似然等等思想。另一种方法是，先用SVM算法得到\((b_{\rm SVM}, {\bf w}_{\rm SVM})\)，将这个结果作为Logistic回归的初始权重，然后使用Logistic回归算法得到最后的\(g({\bf x})\)。这种方法最后得到的结果跟直接用Logistic回归算法跑出的模型应该差不多，丢失了SVM自己的一些特性，例如核方法等等。因此，这两种简单的做法都不尽如人意，需要想一种办法融合这两个算法的优势


SVM得到的结果如果用\({\bf w}_{\rm SVM}^\mathsf{T}{\boldsymbol{\Phi}({\bf x})} + b_{\rm SVM}\)表示，其本质实际上就是一个分数。接着，对这个分数做缩放和平移，即返回\(g({\bf x}) = \theta(A \cdot ({\bf w}_{\rm SVM}^\mathsf{T}{\boldsymbol{\Phi}({\bf x})} + b_{\rm SVM}) + B)\)，通过用Logistic回归训练\(A\)和\(B\)这两个参数来达到使用MLE的目的和效果。由于这个算法的核心还是SVM，因此对偶和核技巧都可以使用。从几何的角度来看，SVM的用处是找到法向量，Logistic回归是使用MLE进行微调。如果\({\bf w}_{\rm SVM}\)比较好，那么\(A > 0, B \approx 0\)


因此，新的Logistic回归问题为 \[
\min_{A,B}\hspace{2ex}\frac{1}{N}\sum_{n=1}^N \log\left(1+\exp\left(-y_n(A\cdot (\underbrace{ {\bf w}_{\rm SVM}^\mathsf{T}{\boldsymbol{\Phi}({\bf x}_n)} + b_{\rm SVM}}_{\boldsymbol{\Phi}_{\rm SVM}({\bf x}_n)}) + B)\right)\right)
\] 该问题可以看做是一个两阶段学习问题：先把数据用SVM做一个变换，再用Logistic回归学习两个参数。这个方法称为Platt模型。这种模型，这里称为软二元分类器，的边界和第一步得到的SVM分类器的边界是不太一样的，因为\(B\)的存在会使边界稍微有所移动


这里的做法是先把数据用核方法变换到空间\(\mathcal{Z}\)里，然后用Logistic回归得到一个模型。这种方法并没有直接在\(\mathcal{Z}\)空间里求解Logistic回归，因此并不是该空间里最好的Logistic回归的解。有没有办法真的在这个空间里找到Logistic回归的最优解呢？


核Logistic回归


要使用核方法做Logistic回归，其根本问题是Logistic回归根本就不是一个二次规划问题！但是之前的核方法为什么能管用呢？其基本思想就是把\(\mathcal{Z}\)空间做的内积转化为在\(\mathcal{X}\)空间可以轻易计算的函数。之前提到过，在求解核SVM问题时，不仅在求解\(\bf w_\ast\)时要用到\(\mathcal{Z}\)空间的内积，而在得到最优的\(g\)以后真正预测时，也需要用到\(\mathcal{Z}\)空间的内积。如果最优的\(\bf w_\ast\)可以表达为一堆已经看过的\(\bf z\)的线性组合，那么才能把最后计算\(\bf w_\ast^\mathsf{T}z\)的过程表达为核函数计算的形式。而核SVM能做到这一点，因此核SVM最后有\({\bf w}_\ast^\mathsf{T}{\bf z} = \sum_{n=1}^N\beta_n{\bf z}^\mathsf{T}_n{\bf z} = \sum_{n=1}^N\beta_n K({\bf x}_n, {\bf x})\)。因此，最优解\({\bf w}_\ast\)是一些\({\bf z}_n\)的线性组合，是能用核方法的关键条件


之前讲过的SVM，其最优权重\({\bf w}_{\rm SVM}\)可以写为\({\bf w}_\ast = \sum_{n=1}^N(\alpha_n y_n){\bf z}_n\)这种形式，此时\(\alpha_n\)来自于对偶问题的解。PLA的最优权重实际上也可以写为这种形式，此时\(\alpha_n\)来自于对错分样本的修正。Logistic回归的最优权重也有这样的性质，此时系数由做SGD过程中总共的移动步数决定。换句话说，这三种算法中\(\bf w_\ast\)都可以被\({\bf z}_n\)表示


推而广之，可以先讨论一个更高级的问题：什么时候\(\bf w_\ast\)可以被\({\bf z}_n\)表示？这里可以证明：



对任何带有L2正则化的线性模型


\[
\min_{\bf w}\hspace{2ex}\frac{\lambda}{N}{\bf w^\mathsf{T}w} + \frac{1}{N}\sum_{n=1}^N {\rm err}(y_n, {\bf w^\mathsf{T}z}_n)
\]


其最优的\(\bf w_\ast\)都可以被表示为\({\bf z}_n\)的线性组合，即\({\bf w}_\ast = \sum_{n=1}^N \beta_n{\bf z}_n\)。





这个定理称为表示定理。证明如下


将最优的\({\bf w}_\ast\)分解为两个向量\({\bf w}_{||}\)和\({\bf w}_{\perp}\)，记由\({\bf z}_n\)张成的空间为\({\rm span}({\bf z}_n)\)，\({\bf w}_{||} \in {\rm span}({\bf z}_n), {\bf w}_{\perp} \perp {\rm span}({\bf z}_n)\)，即\({\bf w}_\ast = {\bf w}_{||} + {\bf w}_\perp\)。则问题转化为证明在这种分解下有\({\bf w}_{\perp} = {\bf 0}\)。假设\({\bf w}_\perp \not= {\bf 0}\)，则由于正交向量的内积为0，有\({\rm err}(y_n, {\bf w_\ast^\mathsf{T}z}_n) = {\rm err}(y_n, ({\bf w_\|} + {\bf w}_\perp)^\mathsf{T}{\bf z}_n) = {\rm err}(y_n, {\bf w_\|^\mathsf{T}z}_n)\)，因此\(\bf w_\ast\)和\(\bf w_\|\)有相同的\(\rm err\)。又\({\bf w}_\ast^\mathsf{T}{\bf w}_\ast = {\bf w_\|^\mathsf{T}w_\|} + 2{\bf w_\|^\mathsf{T}w_\perp} + {\bf w_\perp^\mathsf{T}w_\perp} = {\bf w_\|^\mathsf{T}w_\|} + {\bf w_\perp^\mathsf{T}w_\perp} > {\bf w_\|^\mathsf{T}w_\|}\)。这意味着\(\bf w_\|\)比最优解\(\bf w_\ast\)还要使目标函数更小，矛盾！因此肯定有\({\bf w}_\perp = {\bf 0}\)，最优解可以用\({\bf z}_n\)的线性组合表示，得证 \(\blacksquare\)


表示定理表明，任何L2正则化的线性模型都可以核化。那么接下来的问题是怎么核化带有L2正则项的Logistic回归。考虑原先问题的定义 \[
\min_{\bf w}\hspace{2ex}\frac{\lambda}{N}{\bf w}^\mathsf{T}{\bf w} + \frac{1}{N}\sum_{n=1}^N \log(1+\exp(-y_n{\bf w}^\mathsf{T}{\bf z}_n))
\] 由表示定理，最优的\({\bf w}_\ast = \sum_{n=1}^N\beta_n{\bf z}_n\)。将该式代入原始问题，可以将原来关于\(\bf w\)的问题转化成关于\(\boldsymbol{\beta}\)的问题，即 \[
\min_{\boldsymbol{\beta}} \frac{\lambda}{N} \sum_{n=1}^N\sum_{m=1}^N\beta_n\beta_m K({\bf x}_n, {\bf x}_m) + \frac{1}{N}\sum_{n=1}^N\log\left(1+\exp\left(-y_n\sum_{m=1}^N\beta_m K({\bf x}_m, {\bf x}_n)\right)\right)
\] 这是一个没有条件的最优化问题，因此GD或者SGD方法仍然可以使用


记上面这个问题为KLR问题（Kernel Logistic Regression），可以从另一个角度理解：由前面的讲解，可知核函数从某种意义上也是相似度的一种体现，那么最后一项\(\sum_{m=1}^N\beta_m K({\bf x}_m, {\bf x}_n)\)可以看做是先把所有数据点\({\bf x}_1,\ldots, {\bf x}_N\)与\({\bf x}_n\)的相似度求出来，将这个变换后的数据\(K({\bf x}_1, {\bf x}_n), K({\bf x}_2, {\bf x}_n), \ldots, K({\bf x}_N, {\bf x}_n)\)组成向量与变量\(\boldsymbol{\beta}\)求内积，这其实也是一个小的线性模型。而前面的项\(\sum_{n=1}^N\sum_{m=1}^N \beta_n \beta_m K({\bf x}_n, {\bf x}_m)\)如果写成矩阵形式就是\(\boldsymbol{\beta}^\mathsf{T}{\rm K}\boldsymbol{\beta}\)，其本质实际上是一个正则化。即KLR可以看做是一个关于\(\boldsymbol{\beta}\)的线性模型，其对应的\(\bf x\)是用核变换后得到的结果，而正则化也是使用核来做


需要注意的是，KLR与SVM最大的不同为，对KLR，其系数\(\beta_n\)通常都不为0
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        核岭回归


由上一讲提到的表示定理可知，任何带有L2正则项的线性模型都能被核化。那么如何把回归模型核化呢？而且回想之前讲岭回归（带有L2正则项的线性回归）时，曾经说过该模型可以得到一个闭合的解析解，那么使用了核方法以后的模型是否能同样有解析解？


首先，将原始岭回归的问题写出 \[
\min_{\bf w}\hspace{2ex}\frac{\lambda}{N}{\bf w^\mathsf{T}w} + \frac{1}{N}\sum_{n=1}^N(y_n - {\bf w^\mathsf{T}z}_n)^2
\] 要使该问题的最优解\({\bf w}_\ast\)可以写作若干个\({\bf z}_n\)的线性组合，即\({\bf w}_\ast = \sum_{n=1}^N \beta_n{\bf z}_n\)。类似于之前KLR的推导，可以把\({\bf w}_\ast\)的表达式代回到原始问题，进而求解最优的\(\boldsymbol{\beta}\)。因此原问题可以化为 \[
\min_{\boldsymbol{\beta}}\hspace{2ex}\frac{\lambda}{N}\sum_{n=1}^N\sum_{m=1}^N\beta_n\beta_mK({\bf x}_n, {\bf x}_m) + \frac{1}{N}\sum_{n=1}^N\left(y_n - \sum_{m=1}^N\beta_mK({\bf x}_n, {\bf x}_m)\right)^2
\] 同样的，第一项可以看做是使用核矩阵\(\rm K\)对\(\boldsymbol{\beta}\)做正则化，第二项是对\(N\)维经核变化过的样本做线性回归，权重为\(\boldsymbol{\beta}\)。经过矩阵/向量化，该问题可以进一步化简为 \[
\min_\boldsymbol{\beta}\hspace{2ex}\frac{\lambda}{N}\boldsymbol{\beta}^\mathsf{T}{\rm K}\boldsymbol{\beta} + \frac{1}{N}(\boldsymbol{\beta}^\mathsf{T}{\rm K^\mathsf{T}K}\boldsymbol{\beta} - 2\boldsymbol{\beta}^\mathsf{T}{\rm K}^\mathsf{T}{\bf y} + {\bf y^\mathsf{T}y})
\] 将上式对\(\boldsymbol{\beta}\)取梯度，同时注意\(\rm K\)是对称矩阵（Mercer定理），可知\({\rm K = K^\mathsf{T} = K^\mathsf{T}I}\)。因此 \[
\nabla E_{\rm aug}(\boldsymbol{\beta}) = \frac{2}{N}(\lambda {\rm K^\mathsf{T}I}\boldsymbol{\beta} + {\rm K^\mathsf{T}K}{\boldsymbol{\beta}} - {\rm K^\mathsf{T}}{\bf y}) = \frac{2}{N}{\rm K^\mathsf{T}((\lambda{\rm I+K})\boldsymbol{\beta} - {\bf y})}
\] 可知最后也可以得到\(\boldsymbol{\beta}\)的解析解为\(\boldsymbol{\beta} = (\lambda {\rm I +K})^{-1}{\bf y}\)，返回的\(g({\bf x}) = \sum_{n=1}^N \beta_nK({\bf x}_n, \bf x)\)。由于\(\rm K\)是半正定矩阵且\(\lambda >0\)，因此\(\lambda {\rm I + K}\)总是可逆的。求解该问题的时间复杂度为\(O(N^3)\)。相比而言，线性岭回归得到的结果\({\bf w}={\rm (\lambda I + X^\mathsf{T}X)^{-1}X^\mathsf{T}}{\bf y}\)更受限（如果不做多项式变换，只能得到线性模型），但是训练时间复杂度\(O(d^3 +d^2N)\)，预测时间复杂度\(O(d)\)，在\(N >\!> d\)时效率更高。核岭回归尽管得到的模型更灵活，但是训练时间复杂度\(O(N^3)\)，预测时间复杂度\(O(N)\)，不适合处理大的数据集。这再次说明我们通常要在模型的灵活性和计算效率之间进行权衡


支持向量回归的原始问题


前面说到，线性回归（及其带正则化的变种）也可以用来解决分类问题。使用了核方法的核岭回归也可以解决同样的问题，此时这个模型被称为最小二乘支持向量机（Least-Squares SVM, LSSVM）。高斯LSSVM和软间隔高斯核SVM的对比可见下图



[image: 软间隔高斯核SVM和高斯LSSVM的对比]软间隔高斯核SVM和高斯LSSVM的对比

可见两者的边界差别不是很大，但是对LSSVM，几乎所有点都是支持向量，而对软间隔SVM，只有少数点是支持向量。支持向量越多，预测的时间就越长，效率就越低。那么有没有办法得到这样一种模型：它既可以解决回归问题，又可以像标准SVM那样有稀疏的\(\boldsymbol{\beta}\)呢？


首先考虑一个“管道回归”问题（tube regression）：之前讲线性回归的时候，对模型误差的判定非常严苛：对某个点\(({\bf x}_n, y_n)\)，只有当它完全落在学习出的超平面上时，它的误差才是0。只要出现一点偏差，就要负责任。但是在管道回归问题里，错误评判的标准宽松了一些：在标线的基础上，拓展出来一部分“中立区”。即便是某些点没有落在超平面上，只要落在中立区里，误差就不计算了。对于落在中立区外的点，其误差计算也不是看它到超平面的距离，而是看它离中立区的距离。下图给出了一个示例



[image: 管道回归（tube regression）]管道回归（tube regression）

上图中，蓝色线是学习出的超平面，蓝色带是划分出的“中立区”，红线表明了各点误差的大小。假设中立区的（单侧）高度为\(\epsilon\)，管道回归的误差函数为 \[
{\rm err}(y, s) = \max(0, |s-y|-\epsilon)
\] 可以看出，这个误差函数（通常称为\(\epsilon\)-不敏感误差）与前面讲到的SVM的hinge loss形式很像。而如果将此误差函数的图像做出来，可以发现当\(|y-s|\)比较小时，管道回归的误差与平方误差大致相等。\(|y-s|\)比较大时，管道回归的误差又远小于平方误差，这说明前者受离群点的影响更小


接下来要做的就是求解这个带有L2正则项的管道回归问题来得到一个稀疏的\(\boldsymbol{\beta}\)。首先将问题描述出来 \[
\min_{\bf w}\hspace{2ex}\frac{\lambda}{N}{\bf w^\mathsf{T}w} + \frac{1}{N}\sum_{n=1}^N\max\left(0, |{\bf w^\mathsf{T}z}_n-y|-\epsilon\right)
\] 尽管这是一个无限制条件的优化问题，但是\(\max\)函数不是处处可微的，因此使用微分的方法会遇到问题。标准SVM也有类似的问题，但是重写为一个QP问题以后就好解了。此外，为了使用核方法，该问题可以用表示定理来转换为一个可核化的问题，但是可能不会有稀疏性的保证；而标准SVM由于有对偶问题和KKT条件，有稀疏性的保证。因此在求解此问题时，也会试着像QP、对偶和KKT条件靠拢。所以接下来仿照标准SVM问题对原问题进行重写 \[
\min_{b, {\bf w}}\hspace{2ex}\frac{1}{2}{\bf w^\mathsf{T}w} + C\sum_{n=1}^N\max(0, |{\bf w^\mathsf{T}z}_n+b-y_n|-\epsilon)
\] 原始软间隔SVM问题对\(\max\)函数的处理是引入了边界破坏量\(\xi_n\)。这里使用了类似的思想，但是由于绝对值符号的存在，只引入一个\(\xi_n\)是不够的，约束条件还不是一个线性问题。应该将绝对值符号展开，并引入两个量：向下惩罚项\(\xi_n^\lor\)和向上惩罚项\(\xi_n^\land\)。这样一来，就得到了标准支持向量回归（SVR）的原始问题，形式为 \[
\begin{align*}
\min_{b, {\bf w}, \boldsymbol{\xi}^\lor, \boldsymbol{\xi}^\land}\hspace{2ex}&\frac{1}{2}{\bf w^\mathsf{T}w} + C\sum_{n=1}^N(\xi_n^\lor + \xi_n^\land) \\
{\rm s.t.}\hspace{2ex}& -\epsilon - \xi_n^\lor \le y_n - {\bf w^\mathsf{T}z}_n - b \le \epsilon + \xi_n^\land \\
&\xi_n^\lor \ge 0, \xi_n^\land \ge 0
\end{align*}
\] 这里各参数的意义为



		\(C\)在正则的程度和对管道的破坏程度中做均衡


		\(\epsilon\)控制管道在竖直方向上的宽度（比原来SVM多出来一个超参数）





这个QP问题有\(\tilde{d}+1+2N\)个变量，\(2N+2N\)个限制条件


支持向量回归的对偶问题


要写出上述原始问题的对偶问题，第一步是引入拉格朗日乘子。记约束条件\(y_n - {\bf w^\mathsf{T}z}_n - b \le \epsilon + \xi_n^\land\)对应的拉格朗日乘子为\(\alpha_n^\land\)，约束条件\(-\epsilon - \xi_n^\lor \le y_n - {\bf w^\mathsf{T}z}_n - b\)对应的拉格朗日乘子为\(\alpha_n^\lor\)。经过类似第18讲和20讲的一些计算，可以得到以下一些KKT条件 \[
\begin{align*}
\frac{\partial \mathcal{L}}{\partial w_i} = 0&\Rightarrow {\bf w} = \sum_{n=1}^N(\alpha_n^\land - \alpha_n^\lor){\bf z}_n \\
\frac{\partial \mathcal{L}}{\partial b} = 0 & \Rightarrow \sum_{n=1}^N(\alpha_n^\land - \alpha_n^\lor) = 0
\end{align*}
\] 以及其中的互补松弛条件为 \[
\begin{cases}
\alpha_n^\land(\epsilon + \xi_n^\land - y_n + {\bf w^\mathsf{T}z}_n + b) = 0 \\
\alpha_n^\lor(\epsilon + \xi_n^\lor + y_n - {\bf w^\mathsf{T}z}_n - b) = 0
\end{cases}
\] 最终可以得到对偶问题为 \[
\begin{align*}
\min \hspace{2ex} &\frac{1}{2}\sum_{n=1}^N\sum_{m=1}^N(\alpha_n^\land - \alpha_n^\lor)(\alpha_m^\land - \alpha_m^\lor)K({\bf z}_n, {\bf z}_m) + \sum_{n=1}^N((\epsilon-y_n)\cdot \alpha_n^\land + (\epsilon + y_n)\cdot \alpha_n^\lor) \\
{\rm s.t.} \hspace{2ex} &\sum_{n=1}^N(\alpha_n^\land - \alpha_n^\lor) = 0 \\
&0 \le \alpha_n^\land \le C, 0\le \alpha_n^\lor \le C
\end{align*}
\] 这个问题也可以用二次规划求解器求解


最后，由前面的KKT条件可知\({\bf w} = \sum_{n=1}^N (\alpha_n^\land - \alpha_n^\lor){\bf z}_n\)。记\(\alpha_n^\land - \alpha_n^\lor\)为\(\beta_n\)，要证明的就是\(\beta_n\)组成的系数向量\(\boldsymbol{\beta}\)是稀疏的。由前面的互补松弛条件，对那些在管道中的点，其对应的\(\xi_n^\land\)和\(\xi_n^\lor\)都为0。由于此时有\(|{\bf w}^\mathsf{T}{\bf z}+b-y_n|<\epsilon\)，因此互补松弛条件中\(\epsilon + \xi_n^\land - y_n + {\bf w^\mathsf{T}z}_n + b\)和\(\epsilon + \xi_n^\lor + y_n - {\bf w^\mathsf{T}z}_n - b\)都不为0，也就是它们对应的\(\alpha_n^\land\)和\(\alpha_n^\lor\)都为0，\(\beta_n\)也就为0。所以可以得出结论：落在管道边界上或管道外的数据点才对\(\bf w\)有贡献，它们才是支持向量，\(\boldsymbol{\beta}\)是稀疏的


核模型总结


最后对前面讲过的所有线性模型和使用了核技巧的模型（简称核模型）做一总结，参见下图



[image: 线性模型与核模型总结]线性模型与核模型总结

上图中，



		前两行均为线性模型，其中

		第一行较少使用，因为性能/效果比较差


		第二行是经典机器学习包liblinear的主力







		后两行均为核模型，其中

		第三行较少使用，因为支持向量是稠密的


		第四行是经典机器学习包libsvm的主力










核模型中可用的核包括多项式核、高斯核，或者是任何满足Mercer条件的自定义核。它们是线性模型的有力扩展。但是“能力越大责任越大”，使用这些强力模型时，要更小心地调参以及做验证，避免过拟合现象的出现
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        模型聚合的动机


如果已经得到了一些特征或假设，这些假设可以做预测，那么如何将这些有预测性的特征或假设合起来，让它们变得更好？这种模型就称为模型聚合


为什么要做模型聚合呢？举个例子，假设今天有15个朋友，每个人都会对股市的涨跌做一个预测，那么在得到这些预测以后应该怎么办？其实可以做的事情非常多，例如



		根据过往的情况，选择最可靠的朋友，听ta的意见（类似于机器学习中的验证方法）


		让朋友们一人一票，看投票结果


		让朋友们投票，其中比较可靠的给的票数多（非平等投票）


		根据每个人的特长，在不同的情况下听从不同人群的意见





以上做法都可以对应于机器学习中的某种算法。总的来说，将这些人意见融合起来的过程，就可以类比为模型聚合的算法过程。可以使用更加形式化的方法来描述上述做法。假设有\(T\)个朋友对应于\(T\)个假设函数\(g_1, \ldots, g_T\)，每个朋友\(t\)做出的预测为\(g_t({\bf x})\)，则（假设每个人只预测涨跌，涨记为\(+1\)，跌记为\(-1\)）



		验证法的形式化表示为\(G({\bf x}) = g_{t_\ast}({\bf x}){\rm\  with\  }t_\ast = \mathop{\rm arg\min}_{t \in \{1,2,\ldots, T\}}E_{\rm val}(g_t^-)\)


		平等投票法的形式化表示为\(G({\bf x}) = {\rm sign}\left(\sum_{t=1}^T 1\cdot g_t({\bf x})\right)\)，这里每个\(g_t({\bf x})\)前面乘的1就是每个人的权重


		非平等投票法的形式化表示为\(G({\bf x}) = {\rm sign}\left(\sum_{t=1}^T \alpha_t\cdot g_t({\bf x})\right), \alpha_t \ge 0\)。注意这种方式包含了前面提到的验证法和平等投票法。当\(\alpha_t = 1\)时，该方法退化为平等投票法；当\(\alpha_t = [\![E_{\rm val}(g_t^-)\  {\rm smallest}]\!]\)时，该方法退化为验证法


		根据特长选择法的形式化表示为\(G({\bf x}) = {\rm sign}\left(\sum_{t=1}^T q_t({\bf x})\cdot g_t({\bf x})\right), q_t({\bf x}) \ge 0\)。这里\(q_t({\bf x})\)实际上是根据输入对\(t\)做判断给ta几票的函数。当\(q_t({\bf x}) = \alpha_t\)时，该方法退化为非平等投票法





可见，聚合模型是一个很大的模型族


在正式介绍聚合模型法之前，有必要先从验证法入手，分析一下验证法与（其它）聚合模型法之间的不同。回忆之前讲过的验证法的过程，不难发现验证法最后返回的\(g_t^-\)是一个很强的模型，因为使用验证的目的就是让被选出的模型有足够小的\(E_{\rm out}\)，对该模型的评估也是要求其有足够小的\(E_{\rm val}\)。再次强调，验证法最后只返回一个模型。而聚合模型的出发点是，如果我们手里有多个假设模型，是否可以做得更好（尽管这些模型可能每个单拿出来效果都不是太好）？


为什么模型聚合以后的效果会比较好？可以看下面两个例子



[image: 模型聚合的例子]模型聚合的例子

上图左描述了这样一个问题：对于图示中的数据集，只允许用水平和竖直的线做分类器，将数据集完全分开（但是可以对分类器产生的结果进行组合）。可以看到，图中选择的两条竖直线和一条水平线各自都没有将数据集完全分开的能力，但是它们组合（投票）的结果却可以完成目标。这表明若干弱分类器聚合的结果可能会突破个体的能力限制，完成某种类似于“特征变换”的功能


上图右描述了另一个问题：对于图示中的数据集，PLA算法可能会产生无限多条线将样本完全分开（因为PLA算法有随机性）。这些线有的可能会偏向红方，有的可能会偏向蓝方，但是它们组合（投票）的结果最后可能得到的是图中的黑色实线，这条实线比较中庸平均，离两边都不近——而这条线很有点像使用SVM算法得到的分类器。这说明从另一方面，模型经过聚合以后可能可以达到正则化的目的


在之前的课程里，以开车为例，特征变换使模型变得强大，有点像踩油门；而正则化使模型不要过分复杂，有点像踩刹车。从上面的例子中，可以看到这两个效果都可以通过模型聚合达到，因此可以初步判断说，恰当的聚合可以使模型的效果更好


均匀混合


均匀混合法，对应于之前提到的平等投票法。其原理是对于若干个已经知道了形式的假设函数\(g_t\)（这里首先考虑二元分类问题，因此假设每个函数返回都是+1或者-1），给它们分配相等的权重，对分类的结果进行统计，即 \[
G({\bf x}) = {\rm sign}\left(\sum_{t=1}^T 1\cdot g_t({\bf x})\right)
\] 如果所有\(g_t\)返回的结果都一样，那么跟使用其中任何一个\(g_t\)也没什么差别。但是如果每个\(g_t\)返回的结果很不一样，那么大多数模型的结果可以对小部分模型的异端结果做出纠正（少数服从多数）——当然，如果要解决的是多元分类问题，可以采用类似的思想。不过此时具体\(G({\bf x})\)的形式稍有不同，为 \[
G({\bf x}) = \mathop{\rm arg\max}_{1\le k \le K}\sum_{t=1}^T [\![g_t({\bf x}) = k]\!]
\] 对于回归问题，均匀混合法应如何做？直观（且的确是可行）的方法就是把所有分类器预测的结果做平均，即 \[
G({\bf x}) = \frac{1}{T}\sum_{t=1}^Tg_t({\bf x})
\] 假设\(g_t\)返回的结果很不一样，那么很可能出现的结果是一部分\(g_t({\bf x}) > f({\bf x})\)，另一部分\(g_t({\bf x}) < f({\bf x})\)。求均值的结果是将这些盈余和不足都抵消掉，最后的结果会比每个独立\(g_t\)预测的结果都更靠近\(f\)


综上所述，如果各个\(g_t\)的结果都很不一样，即使最后聚合模型的时候采用的是非常简单的均匀混合法，得到的结果也比任意一个单个假设返回的结果要好一些


对于回归问题，有一个更理论的证明，可以表明\(G({\bf x})\)的结果肯定比单一模型的结果更好。从最简单的情况入手，先考虑对一个数据点\(\bf x\)的情况。为了记法上的方便，可以把\(\bf x\)都省略掉，即记为\(G = \frac{1}{T}\sum_{t=1}^Tg_t = {\rm avg}(g_t)\)。因此 \[
\begin{align*}
{\rm avg}\left((g_t({\bf x}) - f({\bf x}))^2\right) &= {\rm avg}(g_t^2 - 2g_tf + f^2) \\
&= {\rm avg}(g_t^2) - 2Gf + f^2 \\
&= {\rm avg}(g_t^2) - G^2 + (G-f)^2 \\
&= {\rm avg}(g_t^2) - 2G^2 + G^2 + (G-f)^2 \\
&= {\rm avg}(g_t^2 - 2g_tG +G^2) + (G-f)^2 \\
&= {\rm avg}((g_t-G)^2) + (G-f)^2
\end{align*}
\] 上面讨论的是对一个数据点的情况。将其扩展到整个数据集上，有如下关系式 \[
\begin{align*}
{\rm avg} (E_{\rm out}(g_t)) &= {\rm avg}\left(\mathcal{E}(g_t-G)^2\right) &+ E_{\rm out}(G) \\
&\ge &+E_{\rm out}(G)
\end{align*}
\] \(\blacksquare\)


那么如何运用这个模型聚合的方法呢？可以想象一个虚拟的机器学习过程：对每个\(t=1,2\ldots, T\)，假设有\(N\)条来自于某个分布\(P^N\)的数据，组成数据集\(\mathcal{D}_t\)（满足独立同分布性）。假设每个\(g_t\)都是用不同的\(N\)条数据根据算法\(\mathcal{A}(\mathcal{D}_t)\)学习得出，那么所有这些\(g\)的均值，记为\(\bar{g}\)，有 \[
\bar{g} = \lim_{T\rightarrow \infty}G = \lim_{T\rightarrow \infty}\frac{1}{T}\sum_{t=1}^Tg_t = \mathcal{E_D A(D)}
\] 套用上面的结论，有 \[
{\rm avg} (E_{\rm out}(g_t)) = {\rm avg}\left(\mathcal{E}(g_t-\bar{g})^2\right) + E_{\rm out}(\bar{g})
\] 这里各项可以解释如下：



		\({\rm avg} (E_{\rm out}(g_t))\)：算法\(\mathcal{A}\)效果的期望


		\(E_{\rm out}(\bar{g})\)：是各\(g_t\)“共识”的效果，称作偏差（bias）


		\({\rm avg}\left(\mathcal{E}(g_t-\bar{g})^2\right)\)：各个\(g_t\)与它们“共识”之间偏离量的期望，称作方差（variance）。方差衡量了\(g_t\)内部的“混乱程度”





而均匀混合的过程实际是减少方差的过程，因此模型的表现更加稳定


线性混合与任意混合法


线性混合法比均匀混合法更复杂一些，每个\(g_t\)的权重不再相等，而是各自有一个\(\alpha_t\)作为权重与之对应，形式为 \[
G({\bf x}) = {\rm sign}\left(\sum_{t=1}^T \alpha_t\cdot g_t({\bf x})\right), \alpha_t \ge 0
\] 可以看到，其实就是对\(g_t({\bf x})\)做了一个线性组合，这也是线性混合法这个名称的来历。这里最核心的问题就是怎样的\(\alpha_t\)最好。一个简单且直接的想法就是，最好的\(\alpha_t\)肯定使\(E_{\rm in}\)最小，即满足\(\min_{\alpha_t \ge 0}E_{\rm in}(\boldsymbol{\alpha})\)。对应的优化问题为（以回归问题举例） \[
\min_{\alpha_t \ge 0}\frac{1}{N}\sum_{n=1}^N\left(y_n - \sum_{t=1}^T \alpha_tg_t({\bf x}_n)\right)^2
\] 这个优化问题的形式很像线性回归+多项式变换的问题，求解则像概率SVM那样，使用两阶段学习的方法求解：第一步先学习出\(g_t\)，第二步再做线性回归学习出\(\alpha_t\)。因此线性混合可以理解为下面的过程：总体是一个线性模型，每个\(g_t\)看作是多项式变换，然后再加上条件说\(\alpha_t \ge 0\)。但是有了限制条件以后怎么求解？对那些小于0的\(g_t\)，只需要反过来用就行，即\(\alpha_t g_t({\bf x}) = |\alpha_t|(-g_t({\bf x}))\)（尤其是在二元分类中，99%的错误率实际就是99%的正确率）。因此在真正使用时，通常不考虑限制条件


在现实世界中，这些\(g_t\)通常来自于不同的假设集合，即\(g_1 \in \mathcal{H}_1, g_2 \in \mathcal{H}_2, \ldots, g_T \in \mathcal{H}_T\)。一个直观的做法是我们使用不同的假设集合，在每个集合上都找到\(E_{\rm in}\)最小的\(g_t\)，将它们混合起来。但是回忆之前的课程曾经提过，在一堆最好的假设函数里再选择一个更好的假设函数（称为best of best），模型的复杂度其实是\(d_{\rm VC}\left(\bigcup_{t=1}^T\mathcal{H}_t\right)\)，需要对最后的模型做小心的验证。而线性混合法中的一个特例是验证法，这就表示用\(E_{\rm in}\)来做线性混合的标准，复杂度要\(\ge d_{\rm VC}\left(\bigcup_{t=1}^T\mathcal{H}_t\right)\)（因为best of best只是特例而已）。因此在实践中不建议用\(E_{\rm in}\)来选择，而是选择让\(E_{\rm val}\)最小的\(\boldsymbol{\alpha}\)，而且各个\(g_t\)要用从训练集得到的\(g_t^-\)


所以，这里推荐的做法为



		使用训练数据\(\mathcal{D}_{\rm train}\)得到\(g_1^-, g_2^- ,\ldots, g_T^-\)


		对验证集\(\mathcal{D}_{\rm val}\)中的每条数据做变换得到\(({\bf z}_n = \boldsymbol{\Phi}^-({\bf x}_n), y_n)\)，其中\(\boldsymbol{\Phi}^-({\bf x}) = (g_1^-({\bf x}), \ldots, g_T^-({\bf x}))\)





在经过上述训练和转换后，线性混合法对\(\{({\bf z}_n, y_n)\}\)做线性模型得到最优的\(\boldsymbol{\alpha}\)，然后返回的\(G_{\rm LINB}({\bf x})\)是\(\boldsymbol{\alpha}\)与\(\boldsymbol{\Phi}({\bf x})\)内积的线性模型，这里\(\boldsymbol{\Phi}({\bf x}) = (g_1({\bf x}), \ldots, g_T({\bf x}))\)


当然，这里可以不必要拘泥于线性模型，甚至可以使用非线性模型。此时整个过程称为任意混合法，或者称为堆叠法（stacking）。即首先计算\(\tilde{g} = {\rm Any}(\{({\bf z}_n, y_n)\})\)，最后返回\(G_{\rm ANYS}({\bf x}) = \tilde{g}(\boldsymbol{\Phi}({\bf x}))\)。堆叠法能力更强，实际上实现了前面提到的条件混合法（根据特长混合法），但是也更容易过拟合


经典案例：KDD Cup 2011冠军队的解决方案


Bagging


前面讲的混合模型的方法基本都是在得到\(g_t\)以后的进一步处理。那么有没有可能一边学\(g_t\)一边将它们聚合起来？首先，由前面均匀混合模型一节的讲解，混合模型的关键是所有\(g_t\)必须非常不一样。这种多样性从何而来？可以有这么几个方面：



		\(g_t\)来自于不同的模型集合，即\(g_1 \in \mathcal{H}_1, g_2 \in \mathcal{H}_2, \ldots, g_T \in \mathcal{H}_T\)


		\(g_t\)来自于同一个模型集合的不同超参数，例如GD时设置学习率\(\eta = 0.001, 0.01, \ldots, 10\)


		算法本身有随机性，例如使用不同的随机种子来得到不同的PLA


		数据本身具有随机性，例如交叉验证时得到不同的\(g_v^-\)





那么有没有可能进一步，我们使用同一份数据，对这份数据施加一些随机性，又不使用\(g^-\)，而是制造很多不同的\(g\)？回顾前面讲到的偏差-方差之间的关系，可知大家的“共识”比直接使用\(\mathcal{A(D)}\)要稳定，但是代价是每次都要新鲜的数据集\(\mathcal{D}_t\)。此外，\(\bar{g}\)是从无限多个\(g\)产生，这个无限也不可能达到。因此，需要做两个妥协：使用有限多但是足够大的\(T\)，以及只使用一份\(\mathcal{D}\)来模拟产生\(T\)份不同的数据集。对于后者，要用到统计学上一个重要的工具——bootstrapping（直译为“拔靴法”，或者意译为“自助法”），其核心做法是通过对原始数据集\(\mathcal{D}\)进行有放回抽样，每取\(N'\)条数据形成一个\(\mathcal{D}_t\)（\(N'\)不一定非要等于\(N\)）。由于有放回的动作，因此每个\(\mathcal{D}_t\)中都会有某几条数据重复了若干次，同时又有若干条数据没有出现


这样，就可以得到一个bootstrapping模型聚合的过程：对\(t=1,2, \ldots, T\)，通过bootstrapping得到一个大小为\(N'\)的数据集\(\tilde{\mathcal{D}}_t\)，在这个数据集上运行算法\(\mathcal{A}\)得到\(g_t\)。最后，对得到的\(T\)个\(g_t\)，通过均匀混合的方法得到\(G\)。这种元算法（建立在基算法\(\mathcal{A}\)之上的算法）称为Bootstrap AGgregration，简写为BAGging（中文译为装袋法或者引导聚集算法）


如果基算法对随机性比较敏感，那么bagging的结果会比较好
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        本文中“提升算法”一词皆使用英文原文boosting代替


Boosting算法的动机


假设幼儿园老师要教小孩子辨认是什么苹果，那么每次他会给出若干张“是苹果”的照片，另若干张”不是苹果“的照片，让学生给出如何分辨哪些是苹果。有的学生可能会说”圆形的是苹果“，那么老师会高亮犯错的照片，让别的学生继续提出分辨方法，再高亮新分辨方法犯错误的样本，以此类推


Boosting算法的思想和动机就类似上述过程：用一些很弱的模型\(g_t\)（称作基分类器）聚合起来，形成一个复杂的\(G\)。这个聚合的算法主要让基分类器专注在重要的（犯过错的）数据上


权重重设造成的多样性


首先回顾之前讲过的bootstrapping方法。假设原始数据集一共有4条数据，\(\mathcal{D} = \{({\bf x}_1, y_1), ({\bf x}_2, y_2), ({\bf x}_3, y_3), ({\bf x}_4, y_4)\}\)，在第\(t\)步使用bootstrapping方法得出来的数据集为\(\tilde{\mathcal{D}}_t = \{({\bf x}_1, y_1), ({\bf x}_1, y_1), ({\bf x}_2, y_2), ({\bf x}_4, y_4)\}\)，则在计算\(\tilde{\mathcal{D}}_t\)上的\(E_{\rm in}^{0/1}=\frac{1}{4}\sum_{({\bf x}, y) \in \tilde{\mathcal{D}}_t}[\![y \not= h({\bf x})]\!]\)时，\(({\bf x}_1, y_1)\)会被计算两次，\(({\bf x}_3, y_3)\)不会被计算。从另一个角度看待这个问题，可以说此时自助法实际对原始数据中每个数据点\(({\bf x}_n, y_n)\)隐含地给出了一个权重\(u_n^{(t)}\)。对于本例，有\(u_1= 2, u_2= 1, u_3=0, u_4=1\)。此时\(E_{\rm in}\)的计算方法等价于计算\(E_{\rm in}^{\bf u}(h) = \frac{1}{4}\sum_{n=1}^4 u_n^{(t)}\cdot [\![y_n \not= h({\bf x}_n)]\!]\)。也就是说，bagging算法也可以理解为每轮产生一个各个样本的权重分配，该轮的\(g_t\)通过最小化加权（该轮权重）的bootstrapping误差来产生不同的分类结果


推而广之，可以通过对各个基算法赋予权重，得到一个基算法的加权 \[
E_{\rm in}^{\bf u}(h) = \frac{1}{N}\sum_{n=1}^N u_n\cdot {\rm err}(y_n, h({\bf x}_n))
\] 当基算法是SVM时，由对偶二次规划问题可知\(E_{\rm in}^{\bf u} \propto C\sum_{n=1}^N u_n \widehat{\rm err}_{\rm SVM}\)，因此最后\(\alpha_n\)的上限被调整为\(Cu_n\)。当基算法是Logistic回归时，\(E_{\rm in}^{\bf u} \propto \sum_{n=1}^N u_n {\rm err}_{\rm CE}\)，而算法一般是使用随机梯度下降SGD，为了体现权重的影响，某个点权重越高，其在SGD时被抽中的机会就应该越大。权重高了几倍，SGD时该点被抽中的机会就应该高几倍。这种调整方法可以看作是本系列课程第八讲中”类别权重“的扩展


既然\(u\)的不同可以导致基算法回传的\(g\)不同，接下来的问题自然就是如何合理地设置\(u\)使得\(g\)越不一样越好。根据刚才的分析，有 \[
\begin{align*}
g_t &\leftarrow \mathop{\rm arg\min}_{h\in \mathcal{H}}\left(\sum_{n=1}^N u_n^{(t)}[\![y_n \not= h({\bf x}_n)]\!]\right) \\
g_{t+1} &\leftarrow \mathop{\rm arg\min}_{h\in \mathcal{H}}\left(\sum_{n=1}^N u_n^{(t+1)}[\![y_n \not= h({\bf x}_n)]\!]\right)
\end{align*}
\] 如果\(g_t\)在使用\({\bf u}^{(t+1)}\)时非常不好，在\(g_{t+1}\)的最小化过程中，就不应该选到\(g_t\)，也不应该选到和\(g_t\)很像的假设函数，此时\(g_{t+1}\)和\(g_t\)就非常不像了。为了做到这一点，可以考虑构造一个最优的\({\bf u}^{(t+1)}\)，使得此时\(g_t\)的表现就像在随机瞎猜，即 \[
\frac{\sum_{n=1}^N u_n^{(t+1)}[\![y_n \not= g_t({\bf x}_n)]\!]}{\sum_{n=1}^N u_n^{(t+1)}} = \frac{1}{2}
\] 将分母展开，有 \[
\frac{\sum_{n=1}^N u_n^{(t+1)}[\![y_n \not= g_t({\bf x}_n)]\!]}{\sum_{n=1}^N u_n^{(t+1)}[\![y_n \not= g_t({\bf x}_n)]\!] + \sum_{n=1}^N u_n^{(t+1)}[\![y_n = g_t({\bf x}_n)]\!]} = \frac{1}{2}
\] 也就是说，让\(g_t\)犯过错误的样本的总权重，等于其正确分类的样本的总权重就可以了。假设前者的总权重是\(a\)，后者的总权重是\(b\)，那么让前者乘以\(b\)，后者乘以\(a\)就可以达到想要的效果。或者说，假设\(g_t\)在\(t\)时犯错的比例为\(\epsilon_t\)，则令每个犯错的点权重都\(\propto (1-\epsilon_t)\)，每个正确的点权重都\(\propto \epsilon_t\)即可得到一个最优的权重调整方法


自适应Boosting算法


根据上一节最后推出来的结论，可以定义一个缩放因子\(\blacklozenge_t\)： \[
\blacklozenge_t = \sqrt{\frac{1-\epsilon_t}{\epsilon_t}}
\] 其中 \[
\epsilon_t = \frac{\sum_{n=1}^N u_n^{(t)}[\![y_n \not= g_t({\bf x}_n)]\!]}{\sum_{n=1}^N u_n^{(t)}}
\] 每个错分的数据点的权重乘以\(\blacklozenge_t\)，正确分类点的权重除以\(\blacklozenge_t\)即可。这种调整方法跟刚才提到的最优权重调整法是一样的，而且透露了更多的物理意义：当且仅当\(\epsilon_t \le \frac{1}{2}\)时，才有\(\blacklozenge_t \ge 1\)。这意味着错分样本会被放大，正确样本会被缩小。这也是自适应提升算法（Adaboost）得到各种不一样的\(g_t\)的方法


这样可以得到一个初始的算法的核心部分：每一轮\(t\)通过让算法\(\mathcal{A}\)最小化\({\bf u}^{(t)}\)加权的0-1误差，可以得到该轮情况下最优的\(g_t\)。然后，使用上述缩放动作，将\({\bf u}^{(t)}\)更新为\({\bf u}^{(t+1)}\)，为下一轮训练做准备。这里还有两个问题没有解决：



		初始的\({\bf u}^{(1)}\)怎么获得


		最后如何聚合这些\(g_t\)得到\(G({\bf x})\)





第一个问题比较直接，要是最开始的\(E_{\rm in}\)最差，只需要让每个样本的权重都一样就可以，即\(u_n^{(1)} = 1/N\)。第二个问题稍微要绕一下：直观的方法是跟每个\(g_t\)相同的票数，但是仔细想一想，\(g_1\)的\(E_{\rm in}\)可能会比较好，\(g_2\)的\(E_{\rm in}\)可能会比较差，让这两个效果不同的分类器票数相同，不太公平。因此最适合的方法是使用线性或者非线性的方法将这些\(g_t\)混合起来。


下面讲的方法就是一种在训练出\(g_t\)时就能顺便求出\(\alpha_t\)的算法。确定各个\(g_t\)时核心思想是对好的\(g_t\)权重\(\alpha_t\)更大，给坏的\(g_t\)权重\(\alpha_t\)更小。什么样的\(g_t\)是好的\(g_t\)呢？很自然，\(E_{\rm in}\)越小的\(g_t\)应该越好，因此\(\epsilon_t\)应该越小越好，即\(\blacklozenge_t\)应该越大越好。这也就意味着，\(\alpha_t\)应该是\(\blacklozenge_t\)的单调（增）函数。这里使用了\(\alpha_t = \ln(\blacklozenge_t)\)来确定，而且通过两个特例可以看出选择这个函数的合理性：



		如果\(\epsilon_t = \frac{1}{2}\)，说明此时这个\(g_t\)其实就是在瞎猜。其对应的\(\blacklozenge_t = 1, \alpha_t = 0\)，因此这个分类器没有话语权


		如果\(\epsilon=0\)，说明一个\(g_t\)就能搞定这个数据集，其对应的\(\blacklozenge_t = \infty, \alpha_t = \infty\)，它的意见压倒一切





因此，最后得到的这个算法，称为自适应boosting（AdaBoost）算法，其实包含了三个重要的组成成分



		很弱的基分类算法\(\mathcal{A}\)


		最优的重赋权因子\(\blacklozenge_t\)


		神奇的线性组合系数\(\alpha_t\)





AdaBoost算法的流程可整理如下



初始化\({\bf u}^{(1)} = [\frac{1}{N}, \frac{1}{N}, \ldots, \frac{1}{N}]\)


对\(t = 1, 2, \ldots, T\)



		通过\(\mathcal{A}(\mathcal{D}, {\bf u}^{(t)})\)得到\(g_t\)。其中\(\mathcal{A}\)是要减小\({\bf u}^{(t)}\)加权的0/1误差




		使用如下方法将\({\bf u}^{(t)}\)更新为\({\bf u}^{(t+1)}\) \[
\begin{align*}
[\![y_n \not= g_t({\bf x}_n)]\!]: u_n^{(t+1)} &\leftarrow u_n^{(t)} \cdot \blacklozenge_t \hspace{2ex}(\rm incorrect\  examples)\\
[\![y_n = g_t({\bf x}_n)]\!]: u_n^{(t+1)} &\leftarrow u_n^{(t)} /\  \blacklozenge_t \hspace{2ex}(\rm correct\  examples) \\
\blacklozenge_t &= \sqrt{\frac{1-\epsilon_t}{\epsilon_t}} \\
\epsilon_t &= \frac{\sum_{n=1}^N u_n^{(t)}[\![y_n \not= g_t({\bf x}_n)]\!]}{\sum_{n=1}^N u_n^{(t)}}
\end{align*}
\]




		计算\(\alpha_t = \ln(\blacklozenge_t)\)







返回\(G({\bf x}) = {\rm sign}\left(\sum_{t=1}^T\alpha_tg_t({\bf x})\right)\)





AdaBoost比较引人关注的地方是，它存在一个理论保证，即对最后返回的聚合模型\(G\)，有 \[
E_{\rm out}(G) \le E_{\rm in}(G) + O\left(\sqrt{O(d_{\rm VC}(\mathcal{H})\cdot T\log T)\cdot \frac{\log N}{N}}\right)
\] 原文证明，如果能保证总有\(\epsilon_t \le \epsilon < \frac{1}{2}\)，则经过\(T=O(\log N)\)就能有\(E_{\rm in}(G) = 0\)，也就是说上式中上界的第一项可以非常小。在上界的第二项中，\(O(d_{\rm VC}(\mathcal{H})\cdot T\log T)\)实际是所有可能\(G\)的VC维，随着\(T\)的增长其增长比较慢，因此第二项也会很小。这意味着，即便是对很弱的\(\mathcal{A}\)，只要其效果比瞎猜的好，哪怕只是好一点，在AdaBoost的作用下最后的\(G\)就可以特别强（\(E_{\rm in} = 0\)且\(E_{\rm out}\)很小）


自适应Boosting实战


（本节只是算法演示，唯一的一点就是重新提了作业2中的决策树桩decision stump。这个模型的核心思想就是在空间里做水平/竖直切面，而且其很容易优化：如果数据集的大小为\(N\)，维度为\(d\)，则优化这个模型的时间复杂度仅为\(O(d\cdot N\log N)\)。最后，AdaBoost还有特征选择的功能，例如人脸识别的那个例子）



      
    

NTUML 25. 决策树


  		
    本文作者：
    Tingxun Shi
  


  		
    本文链接：
    http://txshi-mt.com/2017/10/07/NTUML-25-Decision-Tree/
  


  		
    版权声明： 
    本博客所有文章除特别声明外，均采用 CC BY-NC-SA 3.0 许可协议。转载请注明出处！
  






      
      

      
        决策树假设


模型聚合总体来讲有两种面向。一种是模型混合法，即在已经知道有哪些基分类器\(g_t\)以后做聚合，返回聚合得到的模型\(G\)；另一种是模型学习法，即事前不知道有哪些基分类器，一边求\(g_t\)一边做聚合。聚合这些模型时，总体来讲又有三种方式：将每个\(g_t\)按照等权重聚合、按照重要性分配不同权重聚合，以及按照条件做聚合。决策树就是一种传统的实现条件聚合的学习模型，模仿了人类做决策的过程


之前讲的所有方法可以按照如上的划分方式做出下表





		聚合形式
		混合
		学习






		均匀
		投票法/求均值法
		Bagging




		非均匀
		线性组合
		AdaBoost




		条件
		堆叠法
		决策树







下图给出了一个使用决策树决定是否学习MOOC课程的例子



[image: 使用决策树决定是否学习MOOC课程]使用决策树决定是否学习MOOC课程

从图中可知，从决策树的树根出发，其到任意一个叶子节点的路径都是一个完整的决策过程


接下来，考虑如何表示决策树的假设模型。如前所述，决策树是一个条件模型，因此可以套用第23讲的内容，将其最基本的形式写出，为 \[
G({\bf x}) = \sum_{t=1}^T q_t({\bf x})\cdot g_t({\bf x})
\] 这里的基假设\(g_t\)其实就是路径\(t\)中最后一个节点（叶子节点）的内容，通常是一个常数。条件\(q_t({\bf x})\)是上图中橘色的箭头，可以写为\([\![{\rm is\  }{\bf x}{\rm \  on\  path\  }t]\!]\)，即判断输入是否在某条路径\(t\)上。通常决策的过程（即路径\(t\)上）会有很多简单的决定（在上图中以菱形的内部节点表示）。可以看出，做决定的瞬间并不复杂（即内部节点和叶子节点的操作不复杂），决策树的复杂性是埋藏在条件的抉择中


前面对决策树做出的解释是站在了“决策路径”的角度。从这个角度观察，决策树的假设函数可以写为 \[
G({\bf x}) = \sum_{t=1}^T [\![{\bf x}{\rm\  on\  path\  }t]\!] \cdot {\rm leaf}_t({\bf x})
\] 由于树结构天然的递归性，也可以站在递归的角度对描述决策树。此时，决策树由根节点、分枝条件和子决策树构成。此时决策树的假设函数为 \[
G({\bf x}) = \sum_{c=1}^C [\![b({\bf x})= c]\!] \cdot G_c({\bf x})
\] 这里，\(C\)是由该根节点分出的子树个数，也是该节点的分枝条件数。\(G({\bf x})\)是整棵树对应的假设函数，\(b({\bf x})\)是分枝条件，\(G_c({\bf x})\)是第\(c\)个分枝对应的子树


决策树直观描述了一个做决策的过程，而且跟人的思维方式类似。由于模型的这种可解释性，它被广泛应用在商业和医疗领域的数据分析中。决策树本身算法的实现也不是很难。效率方面，决策树在训练和测试时都非常有效率，因此总体来看决策树是一个很重要的模型。但是决策树没有太多理论解释，其中的原理基本都是来自直觉。决策树的核心算法是一些启发式算法，可能会让初学者感到迷惑，而且没有一个非常有代表性的算法


决策树算法


从上面递归角度定义的决策树的假设函数，可以写出一个基本的决策树算法。记输入数据为\(\mathcal{D} = \{({\bf x}_n, y_n)\}_{n=1}^N\)，函数\({\rm DecisionTree}(\mathcal{D})\)的基本思想为：如果其发现满足终止条件，则返回基假设函数\(g_t({\bf x})\)，否则递归做如下四步



		学习分枝条件\(b({\bf x})\)


		将数据集\(\mathcal{D}\)分为\(C\)个部分，\(\mathcal{D}_c = \{({\bf x}_n, y_n):b({\bf x}_n)=c\}\)


		对每个分枝条件构建子树\(G_c \leftarrow {\rm DecisionTree}(\mathcal{D}_c)\)


		返回\(G({\bf x}) = \sum_{c=1}^C [\![b({\bf x})= c]\!] \cdot G_c({\bf x})\)





有上述伪代码可知，具体涉及决策树算法时，需要注意考虑的有四个关键点，包括



		每一步的分枝数


		分枝条件


		终止条件


		基假设函数





这里要讲的决策树算法是C&RT算法（Classification & Regression Tree，从后文看，其更广为人知的名字应该写作CART算法）。在该算法中，有两点的实现非常简单



		决策树在每一步都分裂成两棵子树，即\(C=2\)（决策树是一棵二叉树）


		基假设函数\(g_t({\bf x})\)是一个使\(E_{\rm in}\)最优的常数

		对分类问题（使用0/1误差函数），返回\(\{y_n\}\)的多数值


		对回归问题（使用平方误差函数），返回\(\{y_n\}\)的平均值










C&RT在分裂内部节点时使用的是决策树桩算法：选择一个特征，在该特征上选择一个最优分割点切下去，一半判定为正例，另一半判定为负例。那么如何决定怎么切最好呢？算法使用了一种叫做“纯度”的指标来判别。由于C&RT最后每个叶子节点（也就是每个\(g_t\)）返回的都是一个常数，显然当这个节点包含的所有数据其\(y_n\)基本相同时（也就是纯度越高时），常数假设函数的效果最好。因此分枝条件的形式为 \[
b({\bf x}) = \mathop{\arg \min}_{ {\rm decision\  stumps\  }h({\bf x})} \sum_{c=1}^2 |\mathcal{D}_c{\rm\  with\  }h|\cdot {\rm impurity}(\mathcal{D}_c{\rm\  with\  }h)
\] 上式的意义可以解释为，对所有的决策树桩（每个决策树桩实际对应了一个特征），判断使用该决策树桩将数据集分成两块以后，各个子数据集不纯度的加权总和。不纯度最低的（也就是纯度最高的）决策树桩用来真正做分裂。这里函数\(\rm impurity\)函数用来判定某个数据集的不纯度，后面会定义。不纯度的权重为该数据集的大小


接下来来看算法核心的部分，即数据集的纯度如何定义。由于纯度的作用是为了返回最后最优的那个常数，因此最后返回的常数好还是不好从某种角度就决定了纯度高还是不高。同样的道理，不纯度的也可以由这个常数的\(E_{\rm in}\)来衡量。对于回归问题，不纯度的定义类似于平方误差 \[
{\rm inpurity}(\mathcal{D}) = \frac{1}{N}\sum_{n=1}^N (y_n - \bar{y})^2
\] 其中\(\bar{y}\)是\(\{y_n\}\)的平均值


对于分类问题，做法类似，也可以定义为 \[
{\rm inpurity}(\mathcal{D}) = \frac{1}{N}\sum_{n=1}^N[\![y_n \not= y^\ast]\!]
\] 其中\(y^\ast\)是\(\{y_n\}\)的多数值。不过对于分类问题，可以进一步分析：如果使用分类误差，要做的其实是在所有\([\![y_n = k]\!]\)的选择里面，找到最多人资瓷的那个\(K\)。也就是说，分类误差可以写为 \[
1 - \max_{1\le k \le K} \frac{\sum_{n=1}^N[\![y_n=k]\!]}{N}
\] 这个值只有在\(k=y^\ast\)时才能取得最优。进一步地，如果考虑进所有\(k\)，可以得到一个新的衡量不纯度的函数，为 \[
1-\sum_{k=1}^K \left(\frac{\sum_{n=1}^N [\![y_n = k]\!]}{N}\right)^2
\] 该值又称为Gini指数。实际上，在做决策树算法时，如果要解决分类问题，通常用Gini判定不纯度；如果要解决回归问题，通常用回归误差来判定不纯度


最后，考察算法何时终止。事实上，算法在以下两种条件下都会停止



		所有\(y_n\)都一样，则这个子数据集已经达到了至纯的境地，\(g_t({\bf x}) = y_n\)


		所有\({\bf x}_n\)都一样，则不会学出决策树桩





使用这种终止条件得到的C&RT决策树，称为一棵完全长成的C&RT决策树


C&RT启发式算法


将上述对四个关键点的设计代回到决策树的基础算法框架中，就能得到一个可用的完整算法。但是这个算法还有一个问题：如果所有\({\bf x}_n\)两两不同，这个算法的\(E_{\rm in}\)必然是0。这意味着这个算法的VC维非常大，很容易有过拟合的危险。尤其是随着分枝的深入，越接近叶子节点时，决策树子树处理的数据实际上越少，这就更增大了过拟合发生的可能性，因此需要向这个算法加入一些正则项


决策树算法中一个很自然的正则项是对树的叶子节点数做一个限制，即\(\Omega(G) = {\rm NumberOfLeaves}(G)\)。这样，带有正则项的决策树要优化的目标函数变为 \[
\mathop{\arg \min}_{ {\rm all\  possible\  }G}E_{\rm in}(G) + \lambda \Omega(G)
\] 这样得到的树称作修剪过的决策树


但是注意目标函数里是考虑所有可能的\(G\)，这个搜索空间在实际实现时有一些困难，因此需要做一些修改，即实际的搜索空间是



		完全生长的树\(G^{(0)}\)


		\(G^{(i)} = \mathop{\arg \min}_G E_{\rm in}(G)\)，其中\(G\)是从\(G^{(i-1)}\)中拿走一片叶子得到的树（实际上，是将其与其兄弟节点合并得到的树）





此时实际的搜索空间大小就是\(G^{(0)}\)中叶子节点的数目。正则项系数\(\lambda\)仍然是由验证得到


决策树还有一些其他特点。之前考虑的特征基本都是数值特征，分枝时候使用的是决策树桩 \[
b({\bf x}) = [\![x_i \le \theta]\!] + 1,\  \  \theta\in \mathbb{R}
\] 但是真正在工作中，可能会遇到大量离散的类别特征，例如性别={男, 女}。对于这种特征，线性模型通常不能直接处理，而决策树不会受到影响，只需要修改一下分枝时用到的模型即可。一般来讲，对类别特征使用的切割方式是使用决策子集 \[
b({\bf x}) = [\![x_i \in S]\!] + 1,\  \  S \subset\{1,2,\ldots, K\}
\] （补充一点课堂里没有提到的。对于类别特征，在使用线性模型做处理时，通常的方法是对特征进行独热编码，即：第一步将该项类别特征用数字代替，每一位数字对应一个类别特征的具体值，例如上面性别这一项，将男对应为1，将女对应为0。第二步，假设该项类别特征有\(K\)种不一样的取值，那么就设置一个长度为\(K\)的向量\(\bf k\)。对每个具体的值，假设其在第一步被编码为\(i, i \in \{0, 1, \ldots, K-1\}\)，将这个\(\bf k\)的其它项设为0，但是把第\(i\)项设为1。这样，如果样本中”性别“这一列的值是”男“，送进模型之前性别这部分的向量应该是[0, 1]；如果是”女“，则应该是[1, 0]）


C&RT算法在具体实现时还会对缺失值进行处理。假设有一个分枝条件是\(b({\bf x}) = [\![{\rm weight \le 50kg}]\!]\)，但是某些样本没有获取到体重的具体值，应该怎么办？在训练时，C&RT算法会使用一种叫做“替代分枝”（surrogate branch）的方法，即它会寻找一些类似的条件来做近似的分枝判断，例如它可能会使用高度是否小于等于155cm来代替判断体重是否小于等于50kg，而替代特征的选择也会在训练时学习到。其原理是，替代分枝\(b_1({\bf x}), b_2({\bf x})\)等等的分枝效果应该跟最优的分枝效果近似


决策树实战


概括了C&RT算法的好处：解释性强，能比较容易地处理多类别问题、离散特征、缺失特征，而且可以非常有效地训练出一个非线性模型。机器学习里几乎没有其它的模型可以同时具有以上优点


除了C&RT算法，其它决策树算法还包括C4.5和ID3算法，它们使用了一些不同的启发式算法
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        随机森林算法


之前的课程里曾经讲述过两种算法：bagging算法和决策树算法。这两种算法的特点都很明显：



		bagging算法需要基分类器\(g_t\)的方差尽可能大，然后它会通过投票或求均值的操作来减少最后算法\(G\)的方差


		决策树会根据数据情况选择最佳切割点。数据有一点变化，切割点可能就会不同。因此决策树对数据很敏感，方差比较大（当决策树是完全生长的时候，尤其如此）





既然两个算法一个是能降低方差，另一个方差特别大，那么能不能把这两种算法结合在一起，取长补短？答案是可以的。这种将聚合算法做聚合的算法，称为随机森林，即随机森林是把完全生长的C&RT决策树做bagging，其中“随机”点出了bagging算法所依赖的随机性，“森林”点出了基算法是决策树的内涵。其具体过程为



对\(t=1,2,\ldots, T\)



		通过对原始数据集\(\mathcal{D}\)做bootstrapping，得到大小为\(N'\)的数据集\(\tilde{\mathcal{D}}_t\)


		在\(\tilde{\mathcal{D}}_t\)上运行决策树算法\(\rm Dtree\)，得到基分类器\(g_t\)





对得到的所有\(g_t\)做均匀混合，返回\(G={\rm Uniform}(\{g_t\})\)





随机森林的优点在于，其底层bagging过程可以拆开到不同机器上，而各个基分类器\(g_t\)也是独立学出来的，互相没有什么依赖关系，因此整个算法可以并行运行。加上决策树的训练效率很高，因此随机森林非常高效。该算法在继承了决策树算法优点的同时，还因为使用bagging而降低了方差，弥补了完全生长的决策树的缺点。综上，随机森林是一个非常有用的模型


除去bootstrapping中对数据做采样的随机性，随机森林还采用了另一种技术来保证底层基分类器尽量不同（回忆之前所讲的课程，基分类器越千差万别，bagging算法的效果越好）：它还会数据集的特征做随机采样。假设原始数据集\(\mathcal{D}\)有\(N\)条数据，\(d\)个特征，那么随机森林用来训练基分类器的数据集\(\tilde{\mathcal{D}}_t\)大小为\(N'\)，特征数为\(d'\)。这个对特征做采样的过程可以看作是对原始样本空间\(\mathcal{X} \in \mathbb{R}^d\)做一个特征投影，投影到一个随机子空间\(\mathcal{Z} \in \mathbb{R}^{d'}\)的过程。由于通常情况下有\(d' <\!< d\)，因此随机森林算法的效率可以得到进一步的提升（这种做法也可以用在使用其它模型做基模型的bagging算法里）。随机森林的提出者建议，对\(g_t\)的每次节点分裂\(b({\bf x})\)时都重采样一遍，使用不同的特征子空间，效果会更好


在此基础上，随机森林还可以再做进一步扩展！上面随机采样出\(d'\)个特征的过程，其实就是对原始数据\(\bf x\)乘以一个投影矩阵\(\rm P\)，做特征变换\(\boldsymbol{\Phi}\)的过程，即\(\boldsymbol{\Phi}({\bf x}) = {\rm P}\cdot {\bf x}\)，而\(\rm P\)是通过对标准正交基（natural basis）做随机采样得到的。新的扩展就在于，投影矩阵\(\rm P\)不再限定于是由标准正交基得到的矩阵，而是原始数据投影到不同的方向上，即新的特征是某些原始特征的线性组合。随机森林里考虑的投影通常是低维投影，即只选取\(d''\)个非零项做组合。注意当\(d''= 1\)，\(\rm P\)的每一行\({\bf p}_i\)都是标准正交基时，这种方法退化到了原来随机子空间的情况。随机森林的提出者建议，对\(g_t\)的每次节点分裂\(b({\bf x})\)时都做一次随机低维投影，效果会更好


袋外估计


本节对之前所讲授的bagging过程做一个更深入的探索：有前面bagging算法可知，在训练每个基分类器\(g_t\)时，都会使用一个bootstrapping得到的数据集\(\tilde{\mathcal{D}}_t\)。由于bootstrapping是有放回抽样的随机均匀采样过程，因此每个\(\tilde{\mathcal{D}}_t\)有\(1-N!/N^N\)的概率不会包含所有数据。所以，可以画一个表，来看对每个基分类器\(g_t\)，在训练它时用到了哪些数据，没有用哪些数据。下表就给出了这么一个例子













		数据
		\(g_1\)
		\(g_2\)
		\(g_3\)
		\(\cdots\)
		\(g_T\)






		\(({\bf x}_1, y_1)\)
		\(\tilde{\mathcal{D}}_1\)
		\(\star\)
		\(\tilde{\mathcal{D}}_3\)
		
		\(\tilde{\mathcal{D}}_T\)




		\(({\bf x}_2, y_2)\)
		\(\star\)
		\(\star\)
		\(\tilde{\mathcal{D}}_3\)
		
		\(\tilde{\mathcal{D}}_T\)




		\(({\bf x}_3, y_3)\)
		\(\star\)
		\(\tilde{\mathcal{D}}_2\)
		\(\star\)
		
		\(\tilde{\mathcal{D}}_T\)




		\(\cdots\)
		
		
		
		
		




		\(({\bf x}_N, y_N)\)
		\(\tilde{\mathcal{D}}_1\)
		\(\tilde{\mathcal{D}}_2\)
		\(\star\)
		
		\(\star\)







上表中，第\(t\)列第\(n\)行的星号\(\star\)代表训练基分类器\(g_t\)时没有用到数据\(({\bf x}_n, y_n)\)，这条数据就称为\(g_t\)的袋外样本（OOB样本）。首先看抽样\(N\)次以后有多少样本是OOB的：每次抽取时，任意一条数据被抽中的概率为\(1/N\)，所以其不被抽中的概率为\(1-1/N\)。因此，任意一条样本连续\(N\)次都没被抽中的概率为\((1-1/N)^N\)。当\(N\)很大时，有 \[
\lim_{N\rightarrow +\infty}\left(1-\frac{1}{N}\right)^N = \lim_{N\rightarrow +\infty} \frac{1}{\left(\frac{N}{N-1}\right)^N} =  \lim_{N\rightarrow +\infty} \frac{1}{\left(1+\frac{1}{N-1}\right)^N} = \frac{1}{e}
\] 因此对大小为\(N\)的数据集做bootstrapping以后，如果得到的新数据集大小还是\(N\)，则OOB样本的数量应该约为\(N/e\)（三分之一强）


再看前面给出来的表，可以发现OOB数据有点像以前将验证时候提到的验证集：这些数据也是随机从原始数据中抽取，没有在训练中被使用，而且样本数量足够多。所以要用这些数据来验证\(g_t\)吗？理论上可以，但是实际中不需要。因为bagging的方法是模型聚合的方法，它的目的是要让最后聚合到的模型\(G\)好，因此需要找到一种方法，能够使用OOB数据来验证\(G\)的效果。由前面的知识可知，如果要用OOB数据验证\(G\)，就要保证这部分数据没有受到污染。以上表为例，\(({\bf x}_N, y_N)\)是\(g_3\)和\(g_T\)的OOB数据，那么它可以用来验证\(G_N^-({\bf x}) = {\rm average}(g_3, g_T)\)。以此类推，对每一条数据\(({\bf x}_n, y_n)\)，都可以构造出来这么一个子模型\(G_n^-\)，因此整个模型\(G\)的oob误差就可以通过下式计算 \[
E_{\rm oob}(G) = \frac{1}{N} \sum_{n=1}^N {\rm err}(y_n, G_n^-({\bf x}_n))
\] 即bagging算法的特性是，得到\(G\)后就能马上知道它的效果如何，因为它可以通过\(E_{\rm oob}\)来做一个自我验证，对超参数进行调整。与之前的验证方法相比，有了OOB数据和\(E_{\rm oob}\)以后，既不用将数据集分为两份（验证集和训练集），也不用再在确定好超参数以后重新训练模型了


特征选择


OOB数据除了可以对\(G\)做验证，还有别的用途。对于一份原始的\(d\)维数据\({\bf x} = (x_1, x_2, \ldots, x_d)\)，这里可能会有两种特征：



		冗余特征，例如数据里可能同时有“年龄”和“生日”两项


		不相关特征，例如做癌症推断的数据里可能有“医保类型”一项，而这一项对判断是否为癌症起不到作用





为了降低模型的复杂度，提高训练效率，需要将这些特征移除掉。尽管这些事情理论上可以手工完成，但是我们仍然希望能够通过学习的方法达到目的，即希望能学到一个特征子集的转换\(\boldsymbol{\Phi}({\bf x}) = (x_{i_1}, x_{i_2}, \ldots, x_{i_d'}), d' < d\)，然后用转换后的特征来学习\(g_t\)


特征选择的好处，首先它的效率得到了提升，而且排除掉了\(d-d'\)项噪声，降低了过拟合的可能性。最后，对\(d'\)项特征作分析可以集中在有用的特征上，提高模型的可解释性。但是从另一个角度看，特征选择也会带来风险。首先它是一个组合问题，选择最优组合的过程可能会占用额外时间；其次，如果特征选择没有做好，可能反而就会导致过拟合，得到错误的解释（或者分析时只能看到相关性不能看到因果性）。因此，这里责任最重的地方就是如何在\(d\)项特征中找到\(d'\)维特征子集。幸运的是，决策树本身自带一些特征选择的方法（因为它在训练时要决定在哪个特征上做分割是最有效的）


前面提过，特征选择本质是一个特征组合问题。有组合，就会有组合爆炸的可能性。那么如何降低这种可能性的发生，降低计算量？一种比较自然的启发式算法是，可以尝试计算每个特征的重要程度\({\rm important}(i){\rm \  for\  }i=1,2,\ldots, d\)。如果这个重要程度能够计算出来，那么只需要选\(d'\)个重要程度最大的特征\(i_1, i_2, \ldots, i_{d'}\)就可以。这种简单的方式在线性模型中很容易实现，因为重要程度可以根据模型权重向量\(\bf w\)的分量\(|w_i|\)来判断。\(|w_i|\)越大，特征的重要程度就越大。而\(\bf w\)的学习很直接，也很容易。然而，非线性模型中由于增添了特征之间的交互，特征重要性的判断通常会难很多。但是随机森林本身的一些机制，使得其成为了一种很容易做特征选择的非线性模型


使用随机森林做特征选择的基本原理是，如果特征\(i\)比较重要，那么往这个特征上塞入一些噪声，模型的表现肯定会变差。那么问题是，如何给某个特征加入一些随机值？不能给入服从均匀分布或者高斯分布的噪声，因为原始数据可能不服从这样的分布，武断地加入某个确认分布的噪声会改变数据在第\(i\)个维度上的分布\(P(x_i)\)。这里利用了类似bootstrapping的方法：为了验证某个特征\(i\)的重要性，对\(\{x_{n,i}\}_{n=1}^N\)重新生成一个排列（permutation），这样，数据在该特征上的分布\(P(x_i)\)就不会有什么变化了。记重排列特征\(i\)上的值以后得到的数据集为\(\mathcal{D}^{(p)}\)，特征\(i\)的重要性可以根据如下方式（称为排列测试 permutation test）做一粗略估计： \[
{\rm importance}(i) = {\rm performance}(\mathcal{D}) - {\rm performance}(\mathcal{D}^{(p)})
\] 这里，求\({\rm performance}(\mathcal{D}^{(p)})\)时需要用重排列后的数据集重新训练和验证模型。不过对于随机森林，可以免去验证的步骤，使用OOB就可以。甚至，可以不重新训练\(G\)，而是把OOB中的第\(i\)个特征做一个重排列。即 \[
{\rm importance}(i) = E_{\rm oob}(G) - E_{\rm oob}^{(p)}(G)
\] 其中，在计算\(E_{\rm oob}(G)\)时，如果基分类器\(g(t)\)用到了第\(i\)维特征\(x_{(n, i)}\)，随机选择\(g_t\)的一个OOB数据点的第\(i\)维特征替代（这样该数据没有参与训练），就可以得到\(E_{\rm oob}^{(p)}(G)\)


随机森林实战


本节通过一些实验进一步展示了随机森林的特点：在树的数量足够多的情况下，随机森林可以学习出光滑，而且类似最大间隔的效果。而且，随机森林要求训练时用的树越多越好。理论上，用无限多棵树可以学到一个稳定的模型\(G\)，有限多的树只是能不断逼近这个结果
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        AdaBoost决策树


在介绍AdaBoost决策树之前，先回顾一下之前讲过的随机森林。随机森林的核心是，将一些决策树（内层）使用bagging的方法（外层）聚合起来。如果把决策树和AdaBoost算法结合起来，那么就得到了AdaBoost决策树。但是有一点需要注意：AdaBoost算法里要求基算法在训练时能够接受样本的权重，但是之前CART算法不能根据各个样本的权重做调整，因此现在最关键的问题是要对决策树算法作出修改，使其可以接受样本的权重，在每个\(t\)得到不一样的\(g_t\) ，即要实现一个加权的决策树算法\({\rm DTree}(\mathcal{D}, {\bf u}^{(t)})\)


加权算法的核心是，其需要根据权重最佳化根据权重加权过的\(E_{\rm in}\)。因此相对应的有两种处理办法



		将原有的基算法看作是白盒，查找其在何处修改\(E_{\rm in}\)，然后在该处加上对权重的处理逻辑。例如SVM中，就是对应hinge loss的部分。但是决策树算法实现里有很多启发式算法，如果挨个分析哪部分跟\(E_{\rm in}\)有关，就比较麻烦


		将原有的基算法看作是黑盒，将送入算法的数据做变化。回想之前对bootstrapping的描述，其实质上也隐含了“权重”的概念：权重是3的数据，其实就是该数据复制3份；权重是7的数据，其实就是该数据复制7份。那么，推而广之，对送入算法的数据的变化方法就是根据数据的权重做采样。这样，就可以得到一组大小为\(N'\)的新数据集\(\tilde{\mathcal{D}}_t\)，其中每种数据的比例正比于\(\bf u\)，也就能体现权重的影响





因此，AdaBoost决策树的核心算法就是，将原始数据集\(\mathcal{D}\)按照\({\bf u}^{(t)}\)做抽样，然后使用得到的新数据集\(\tilde{\mathcal{D}}_t\)按照原有的决策树算法训练。不过这里还有一个矛盾：AdaBoost通常需要一些比较弱的基分类器，而原有的决策树算法初衷是要树完全增长。回想原来AdaBoost里每个基分类器的权重（票数）\(\alpha_t\)是由加权错误率\(\epsilon_t\)决定，即\(\alpha_t = \ln \blacklozenge_t = \ln \sqrt{(1-\epsilon_t)/\epsilon_t}\)。如果决策树\(g_t\)在所有\({\bf x}_n\)上自由生长，且训练数据两两不等，那么就会有\(E_{\rm in}(g_t) = 0\)，进而\(E_{\rm in}^{\bf u}(g_t) = \epsilon_t = 0\)，即\(\alpha_t = \infty\)，这棵树成了一个独裁者！


鉴于上面的情势，考虑AdaBoost的核心思想，为了避免上述状况的发生，还是需要基分类器都足够弱。让基分类器（这里是决策树）足够弱的方法有两种：



		对决策树进行剪枝，参见前面讲过的剪枝方法。或者一种最简单有效的方法是限制树的高度


		不送入全部数据，使用前面提到的采样方法。采样概率\(\propto {\bf u}^{(t)}\)





综合以上讨论，可以得到：AdaBoost决策树 = AdaBoost + 采样概率\(\propto {\bf u}^{(t)}\) + 剪枝过的决策树\({\rm DTree}(\tilde{\mathcal{D}}_t)\)


对树做剪枝的极端情况是，树的高度\(\le 1\)。考虑之前讲过的决策树（C&RT算法），树高为1的数只有一个分枝。回顾决策树的分枝条件定义，其要做的是让左右子树各自的不纯度两者加起来的值最小。如果不纯度的定义为二元分类误差，那么实际上此时决策树退化成了一个决策树桩。即前面提到的AdaBoost决策树桩是AdaBoost决策树的一种特殊情况


最优化角度看AdaBoost


之前讲解AdaBoost时，曾经提出过样本权重的更新法则 \[
u_n^{(t+1)} = \begin{cases}u_n^{(t)} \cdot \blacklozenge_t & {\rm if\  incorrect} \\ u_n^{(t)} / \blacklozenge_t & {\rm if \  correct}\end{cases}
\] 这个式子可以做进一步化简：考虑之前提到的，如果\(y_n \in \{-1, +1\}\)，那么当分类结果正确时，有\(y_ng_t({\bf x}_n) = 1\)，否则\(y_ng_t({\bf x}_n) = -1\)。因此上式可以简写为递推式 \[
u_n^{(t+1)}  = u_n^{(t)} \cdot \blacklozenge_t^{-y_ng_t({\bf x}_n)}
\] 带入\(\blacklozenge_t = e^{\alpha_t}\)，可以得到 \[
u_n^{(t+1)} = u_n^{(t)} \cdot \exp(-y_n\alpha_tg_t({\bf x}_n))
\] 将这个递推式展开，有 \[
u_n^{(T+1)} = u_n^{(1)} \cdot \prod_{t=1}^T\exp(-y_n\alpha_tg_t({\bf x}_n)) = \frac{1}{N} \cdot \exp\left(-y_n\sum_{t=1}^T\alpha_tg_t({\bf x}_n)\right)
\] 注意最后指数里有一部分可以对应于AdaBoost的总假设函数\(G({\bf x})\) ：\(G({\bf x}) = {\rm sign}\left( \sum_{t=1}^T \alpha_tg_t({\bf x})\right)\)。可以将\(\sum_{t=1}^T \alpha_t g_t({\bf x})\)记为\(\{g_t\}\)在\(\bf x\)上的投票得分（voting score）


前面还说过，AdaBoost实际上是一个线性混合的过程：将所有基假设函数看作是对原始数据的一个变换，然后在转换后的空间里学习出一个线性模型，这个线性模型就说明了每个\(g_t\)会占几票。如果将基假设函数的变换过程\(g_t({\bf x}_n)\)写为\(\phi_i({\bf x}_n)\)，将每个\(g_t\)的票数写为权重的样子\(w_i\)，那么投票得分就可以改写为\(\sum_{i=1}^T w_i\phi_i({\bf x}_n)\)。回顾之前提到的SVM间隔的定义，\({\rm margin} = \frac{y_n \cdot ({\bf w}^\mathsf{T}\phi({\bf x}_n) + b)}{\|{\bf w}\|}\)，如果忽略掉这个式子中的常数项\(b\)，正则项\(1/\|{\bf w}\|\)和用来判断点是落在分离超平面正确一侧还是错误一侧的\(y_n\)，其核心部分\({\bf w}^\mathsf{T}\phi({\bf x}_n)\)其实传递的是点到超平面距离的概念。因此，\(y_n \cdot {\rm voting\  score}\)实际上就是带符号的且没有做过正则化的间隔，我们也希望这个间隔是一个比较大的正数。既然如此，那么\(\exp(-y_n({\rm voting\  score}))\)就应该越小越好，\(u_n^{(T+1)}\)也应该越小越好。实际上，AdaBoost就是在减小\(\sum_{n=1}^Nu_n^{(t)}\)，其本质也是要让分离超平面离数据点的间隔变大。也就是说，它要减小的是 \[
\sum_{n=1}^N u_n^{(T+1)} = \frac{1}{N}\sum_{n=1}^N\exp\left(-y_n\sum_{t=1}^T\alpha_tg_t({\bf x}_n)\right)
\] 再次搬出之前提到过很多次的线性得分\(s = \sum_{t=1}^T \alpha_t g_t({\bf x}_n)\)，以及之前提到的0/1误差函数\({\rm err_{0/1}}(s, y) = [\![ys \le 0]\!]\)。如果将上面的这个式子看作是AdaBoost某种意义上要减小的误差函数，记为\(\widehat{\rm err}_{\rm ADA}\)，那么有\({\rm \widehat{err}_{ADA}} = \exp(-ys)\)（称为指数损失函数）也是\(\rm err_{0/1}\)的上界。因此可以说，AdaBoost也是在减小0/1误差函数的凸上限，进而达到解好分类问题的目的


接下来，要证明AdaBoost算法的确可以减小\(\rm \widehat{err}_{ADA}\)。这个证明过程类似于之前提到的梯度下降法（GD），只不过GD是要找到一个向量\(\bf v\)作为下降方向，而AdaBoost是要找到一个基函数\(g_t\)作为下降方向。即在第\(t\)步迭代，为了寻找最优的\(g_t\)，就是要求解 \[
\min_h \widehat{E}_{\rm ADA} = \frac{1}{N}\sum_{n=1}^N\exp\left(-y_n\left(\sum_{\tau = 1}^{t-1}\alpha_\tau g_\tau ({\bf x}_n) + \eta h({\bf x}_n)\right)\right)
\] 将上式展开，代入\(u_n^{(t)} = \frac{1}{N}\cdot \exp(-y_n \sum_{t=1}^T\alpha_t g_t({\bf x}_n))\)，可知 \[
\begin{align*}
\min_h \widehat{E}_{\rm ADA} &= \frac{1}{N}\sum_{n=1}^N\exp\left(-y_n\left(\sum_{\tau = 1}^{t-1}\alpha_\tau g_\tau ({\bf x}_n) + \eta h({\bf x}_n)\right)\right) \\
&= \frac{1}{N}\sum_{n=1}^N\exp\left(-y_n\sum_{\tau = 1}^{t-1}\alpha_\tau g_\tau ({\bf x}_n) \right)\cdot\exp(-y_n\eta h({\bf x}_n)) \\
&= \sum_{n=1}^N u_n^{(t)}\exp(-y_n\eta h({\bf x}_n))
\end{align*}
\] 将上式在零点附近做泰勒展开，可得 \[
\begin{align*}
\min_h \widehat{E}_{\rm ADA} &=  \sum_{n=1}^N u_n^{(t)}\exp(-y_n\eta h({\bf x}_n)) \\
&\approx \sum_{n=1}^Nu_n^{(t)}(1-y_n\eta h({\bf x}_n)) \\
&= \sum_{n=1}^N u_n^{(t)} - \eta\sum_{n=1}^N u_n^{(t)}y_nh({\bf x}_n)
\end{align*}
\] 这就很像之前GD \(\min_{\|v\|=1} E_{\rm in}({\bf w}_t + \eta {\bf v}) \approx E_{\rm in}({\bf w}_t) + \eta {\bf v}^\mathsf{T}\nabla E_{\rm in}({\bf w}_t)\)的形式了！同理，这里\(\sum_{n=1}^N u_n^{(t)}\)是常数项，因此最好的\(h\)会最小化\(\sum_{n=1}^N u_n^{(t)}(-y_nh({\bf x}_n))\)。


由于这里考虑的是二元分类问题，因此\(y_n \in \{-1, +1\}, h({\bf x}_n) \in \{-1, +1\}\)。利用这个性质，展开要最小化的式子，有 \[
\begin{align*}
\sum_{n=1}^N u_n^{(t)}(-y_nh({\bf x}_n)) &= \sum_{n=1}^N u_n^{(t)} \begin{cases} - 1 & {\rm if\  }y_n = h({\bf x}_n) \\ +1 & {\rm if\  }y_n \not= h({\bf x}_n)\end{cases} \\
&= - \sum_{n=1}^N u_n^{(t)} +  \sum_{n=1}^N u_n^{(t)} \begin{cases} 0 & {\rm if\  }y_n = h({\bf x}_n) \\ 2 & {\rm if\  }y_n \not= h({\bf x}_n)\end{cases} \\
&= -\sum_{n=1}^N u_n^{(t)}  + 2\sum_{n=1}^N u_n^{(t)} [\![y_n \not= h({\bf x}_n)]\!] \\
&= -\sum_{n=1}^N u_n^{(t)}  + 2E_{\rm in}^{ {\bf u}^{(t)}}(h) \cdot N
\end{align*}
\] 也就是说，要最小化\(\sum_{n=1}^N u_n^{(t)}(-y_nh({\bf x}_n))\)，实质上就是要最小化\(E_{\rm in}^{ {\bf u}^{(t)}}(h)\)，而这正是AdaBoost的算法\(\mathcal{A}\)做的事！即\(\mathcal{A}\)找到了一个好的梯度下降的函数方向\(g_t = h\)


根据上面的推导，AdaBoost通过近似最小化\(\widehat{E}_{\rm ADA} = \sum_{n=1}^N u_n^{(t)}\exp(-y_n\eta h({\bf x}_n))\)来找到一个最优的函数\(g_t = h\)。那么在找到\(g_t\)以后，能不能不满足于像原始GD那样每次只移动固定的一小步\(\eta\)，而是通过最小化\(\widehat{E}_{\rm ADA} = \sum_{n=1}^N u_n^{(t)}\exp(-y_n\eta g_t({\bf x}_n))\)，找一个最优的\(\eta_t\)，让这一步迈得大一点？观察求和项里的情况：如果分类正确，即\(y_n = g_t({\bf x}_n)\)，则要求和的那一项变为\(u_n^{(t)}\exp(-\eta)\)；如果分类错误，就会有\(y_n \not= g_t({\bf x}_n)\)，要求和的那一项变为\(u_n^{(t)} \exp(+\eta)\)。因此对求和项分拆并代入\(\epsilon_t\)的定义，有 \[
\begin{align*}
\sum_{n=1}^N u_n^{(t)}\exp(-y_n\eta g_t({\bf x}_n)) &= \sum_{n=1}^N \left(u_n^{(t)}[\![y_n = g_t({\bf x}_n)]\!]\exp(-\eta) + u_n^{(t)}[\![y_n = g_t({\bf x}_n)]\!]\exp(+\eta) \right) \\
&= \exp(-\eta)\cdot \sum_{n=1}^N u_n^{(t)}\cdot \frac{\sum_{n=1}^N u_n^{(t)}[\![y_n = g_t({\bf x}_n)]\!]}{\sum_{n=1}^N u_n^{(t)}} + \exp(+\eta)\cdot \sum_{n=1}^N u_n^{(t)}\cdot \frac{\sum_{n=1}^N u_n^{(t)}[\![y_n \not= g_t({\bf x}_n)]\!]}{\sum_{n=1}^N u_n^{(t)}} \\
&= \exp(-\eta) \cdot \sum_{n=1}^N u_n^{(t)}\cdot(1-\epsilon_t) + \exp(+\eta)\cdot \sum_{n=1}^N u_n^{(t)}\cdot\epsilon_t \\
&=  \sum_{n=1}^N u_n^{(t)}\cdot \left((1-\epsilon_t)\exp(-\eta) + \epsilon_t\exp(+\eta)\right)
\end{align*}
\] 求解\(\frac{\partial \widehat{E}_{\rm ADA}}{\partial \eta} = 0\)可以得到最优的\(\eta_t\)，而 \[
\begin{align*}
&\frac{\partial \widehat{E}_{\rm ADA}}{\partial \eta} = 0 \\
\Leftrightarrow & \sum_{n=1}^N u_n^{(t)}\cdot \left(-(1-\epsilon_t)\exp(-\eta) + \epsilon_t\exp(+\eta)\right) = 0 \\
\Leftrightarrow & -(1-\epsilon_t) + \epsilon_t\exp(+2\eta) = 0 \\
\Leftrightarrow & \exp(+2\eta) = \frac{1-\epsilon_t}{\epsilon_t} \\
\Leftrightarrow & \eta = \ln\sqrt{ \frac{1-\epsilon_t}{\epsilon_t}} = \alpha_t
\end{align*}
\] 因此，其实\(\alpha_t\)是跨度最大的\(\eta_t\)


综上所述，AdaBoost是沿着近似函数梯度（方向是函数而不是向量），向最优方向做了最大程度的下降


梯度提升


对上一节所讲的内容做一个总结，就是AdaBoost每一步都是在最小化指数误差：每一步找到一个\(h\)作为\(g_t\)，然后决定要走多远，这个跨度就是\(\alpha_t\)


既然AdaBoost实际上每一步都是在最小化某个误差函数，那么可否对其进行扩展，让其每一步优化的误差函数可以是之前讲过的那些误差函数？答案是肯定的，扩展以后得到的算法称为梯度提升算法（Gradient Boosting），形式为 \[
\min_\eta\min_h \frac{1}{N}\sum_{n=1}^N{\rm err}\left(\sum_{\tau=1}^{t-1} \alpha_\tau g_\tau ({\bf x}_n) + \eta h({\bf x}_n), y_n\right)
\] 在这个框架下，就可以使用不同的\(h\)来做Boosting，解决不同的问题


例如，如果要使用Boosting方法求解回归问题，将\(\sum_{\tau = 1}^{t-1}\alpha_\tau g_\tau({\bf x}_n)\)写成\(s_n\)，那么误差函数就应该是平方误差，\({\rm err}(s, y) = (s - y)^2\)。对上式内层求最小\(h\)的问题，在零点做泰勒展开，有 \[
\begin{align*}
\min_h \frac{1}{N}\sum_{n=1}^N {\rm err}(s_n + \eta h({\bf x}_n), y_n) &\approx \min_h \frac{1}{N} \sum_{n=1}^N {\rm err}(s_n, y_n) + \frac{1}{N}\sum_{n=1}^N \eta h({\bf x}_n)\frac{\partial {\rm err}(s, y_n)}{\partial s}{\huge|}_{s=s_n} \\
&= \min_h {\rm constants} + \frac{\eta}{N}\sum_{n=1}^N h({\bf x}_n)\cdot2(s_n - y_n)
\end{align*}
\] 由于是一个最小化问题，因此要让\(h\)越小越好。如果\(s_n - y_n\)为正，那么\(h\)就应该为负；否则\(h\)就应该为正。但是这里没有限制，因此此时有\(h({\bf x}_n) = -\infty \cdot (s_n - y_n)\)。由于要做的只是寻找一个方向，因此这里可以（也应该）对\(h\)的大小做一个限制，\(h\)的大小由\(\eta\)来解决。直观的做法是在求解时对\(h\)的大小做一个限制，例如\(\|h\|=1\)，但是有限制的最优化问题求解起来比较麻烦。另一种方法，是借鉴拉格朗日乘子和\(\ell_2\)正则化的思想，将\(h\)的大小作为惩罚项放进要求解的问题中，有 \[
\begin{align*}
\min_h &&&{\rm constants} + \frac{\eta}{N}\sum_{n=1}^N(2h({\bf x}_n)(s_n - y_n) + (h({\bf x}_n))^2) \\
&=&&{\rm constants} + \frac{\eta}{N}\sum_{n=1}^N\left({\rm constant} + (h({\bf x}_n) - (y_n -s_n))^2\right)
\end{align*}
\] 如果将上式所有常数项都去掉（其存在与否不影响结果），那么其实就是要找\(\min_h \sum_{n=1}^N (h({\bf x}_n) - (y_n - s_n))^2\)，而这个问题实际上还是一个回归问题，只不过此时目标值从\(y_n\)变成了残差\(y_n - s_n\)。因此用来做回归的梯度提升就是通过对残差做回归，来找到最优的\(g_t = h\)


在有了最优的\(h\)以后，接下来就是要求解最优的\(\eta\)。这个优化问题可以写为 \[
\begin{align*}
&\min_\eta \frac{1}{N}\sum_{n=1}^N (s_n + \eta g_t({\bf x}_n) - y_n)^2 \\
= &\min_\eta \frac{1}{N}\sum_{n=1}^N ((y_n - s_n)  - \eta g_t({\bf x}_n))^2
\end{align*}
\] 其实质是一个单变量的线性回归问题，输入是经过\(g_t\)变换过的原始输入，输出是残差项


将上述内容组合在一起，就可以得到梯度提升决策树算法（GBDT）



\(s_1 = s_2 = \ldots = s_N = 0\)


对\(t=1,2,\ldots, T\)



		使用\(\mathcal{A}(\{({\bf x}_n, y_n-s_n)\})\)获得\(g_t\)，其中\(\mathcal{A}\)是一个最小化平方误差的回归算法，通常是被剪枝过的C&RT决策树


		计算\(\alpha_t = {\rm OneVarLinearReg}(\{(g_t({\bf x}_n), y_n-s_n)\})\)


		更新\(s_n \leftarrow s_n + \alpha_t g_t({\bf x}_n)\)





返回\(G({\bf x}) = \sum_{t=1}^T \alpha_t g_t({\bf x})\)





GBDT是AdaBoost-决策树用来求解回归问题的“表亲”，在实践中非常常用


（笔者注：GBDT的两个很有名的实现XGBoost和LightGBM也可以用来求解分类问题，sklearn也有GBDTClassifier）


聚合模型方法综述


至此，所有聚合模型已介绍完毕，这里对它们做一回顾



		模型的混合法，是在得到各个不同的\(g_t\)以后做聚合，分为一下三种混合方式



		均匀混合：每个\(g_t\)票数相同，追求模型的复杂性


		非均匀混合：实际上就是对输入通过\(g_t\)做一个变换，然后训练一个线性模型。其追求的是模型的复杂性，但是需要小心使用，防止过拟合


		条件混合：与非均匀混合类似，只不过最后训练的是非线性模型。这种方法通常又称为模型的堆叠法（stacking）。其追求的也是模型的复杂性







		模型的学习法，是一边学习\(g_t\)一边做聚合。关系可见下图 [image: 聚合学习模型概览]


其中随机森林、AdaBoost-DTree和GBDT都是很常用的模型







模型聚合有时可以起到特征变换的作用，使得最后得到的\(G({\bf x})\)很强，避免了欠拟合的问题；有时可以起到正则化的作用，使最后得到的\(G({\bf x})\)不偏不倚，避免了过拟合的问题。总之，适当的模型聚合（有时又称组合ensemble），可以得到更好的效果
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        动机


本课在很早之前就讲过了感知机的概念，前面又讲过了模型聚合的概念，那么有没有一种方法可以将若干个感知机模型通过线性的方式聚合起来？显然是可以的。假设一共有\(t\)个感知机，每个感知机训练出来的系数为\({\bf w}_t\)，返回的模型为\(g_t\)，其在整个模型里的权重为\(\alpha_t\)，则最后得到的聚合模型\(G\)为 \[
G({\bf x}) = {\rm sign}\left(\sum_{t=1}^T \alpha_t \underbrace{ {\rm sign}({\bf w}_t^\mathsf{T}{\bf x})}_{g_t({\bf x})}\right)
\] 可以看到这个过程里有两组权重：第一组\({\bf w}_t\)用来投票，第二组\(\alpha_t\)用来让\(g_t\)投票。另外，这里有两组阶梯函数的输出，一组由每个\(g_t\)产生，一组由最后的\(G\)产生


将感知机聚合以后，可以实现某些布尔函数。下图给出了AND函数的例子



[image: 布尔函数AND的示意图]布尔函数AND的示意图

在这种情况下，只有被\(g_1\)和\(g_2\)全部判断为+1的例子，才会被\(G\)判断为+1，否则就会判断为-1。这种分类器不难实现，只需要使得 \[
G({\bf x}) = {\rm sign}(-1 + g_1({\bf x}) + g_2({\bf x}))
\] 就可以学习出上图中由两条直线界定出的边界，达到AND函数的效果。同理，OR和NOT的效果也可以用类似的方法产生。实际上，任意多的感知机聚合得到的模型能力非常强大，它可以逼近凸包集合（注意凸包集合的VC维是\(\infty\)，是一种能力很强的模型），也可以逼近一个平滑的边界，例如一个圆形的边界


但是，感知机的线性组合不能实现XOR函数，这是一个最大的限制。其本质原因是，如果把\(g_1\)和\(g_2\)看作是特征转换，则在新的空间\(\boldsymbol{\phi}(g_1({\bf x}), g_2({\bf x}))\)中，经过转换的数据集仍然不是线性可分的


那么怎么以感知机为基础去实现XOR函数呢？回顾之前所讲的，非线性可分的数据集可以通过某些变换使其线性可分，这个道理在这里同样适用。将XOR函数转写，有 \[
{\rm XOR}(g_1, g_2) = {\rm OR}({\rm AND}(-g_1, g_2), {\rm AND}(g_1, -g_2))
\] 由于AND函数可以用感知机线性聚合来实现，OR函数也可以用感知机线性聚合来实现，因此通过上面的方法就可以以感知机为基础实现XOR了，只不过此时多了一层。这种更强大的模型称为多层感知机，它是后面提到的所有神经网络的基础


多层感知机实际上是对生物钟神经元工作原理的模拟。这里每个感知机就可以看作是一个神经元，神经元的系数可以看做是神经元之间的连接，系数绝对值越大，连接越强。神经元之间通过连接，就形成了一个网络结构，称为神经网络 。如下就给出了一个多层感知机结构的示意图



[image: 多层感知机结构示意]多层感知机结构示意

上图中每个圆圈就是一个感知机，圆圈上的的折线表示做一个非线性变换（这里是sign函数，折线也是sign函数的图像），圆圈之间的连线以及圆圈与\(x_i\)的连线表示了输入输出关系


神经网络假设集合


如果将每一层感知机做的事情看作是对原始数据的一个变换，记第一层感知机做的变换为\(\boldsymbol{\phi}^{(1)}\)，第二层感知机做的变换为\(\boldsymbol{\phi}^{(2)}\)，最后大绿色圆对应的感知机实际上就是输出数据结果，记其权重为\(\bf w\)，则整个模型可以表示为\(s = {\bf w}^\mathsf{T}\boldsymbol{\phi}^{(2)}(\boldsymbol{\phi}^{(1)}({\bf x}))\)。可见，其外核实际上就是一个线性模型，这个线性模型可以根据要解决的问题选择不同的具体实现，例如线性分类模型（感知机）、线性回归或者Logistic回归。这里为了简单起见，将选取线性回归做线性模型而讲解（即最后一步绿圆圈使用线性回归做输出）


另外，中间的非线性变换是对分数\(s\)的变换。如果这个变换是阶梯状函数（例如sign），那么每个神经元就是一个感知机。可不可以将这个变换函数也做一些修改呢？变成线性函数是不太好的，因为这样会使整个网络退化为一个线性变换（线性变换的线性组合还是线性变换），增加了计算复杂度，但是降低了模型复杂度。实际上，由于阶梯状函数是离散函数，难以最优化，因此通常使用s形函数，尤其是双曲正切函数\(\tanh(x)\)，其定义为 \[
\tanh(x) = \frac{\exp(x) - \exp(-x)}{\exp(x) + \exp(-x)}
\] 可以把它看作是sign函数的模拟版本，但是更容易最优化，而且更类似于生物中神经元的工作原理


\(\tanh\)函数与之前提到的sigmoid函数也有关系： \[
\tanh(x) = 2\theta(2x) - 1
\] 之后的讲解中，中间的非线性变化会使用\(\tanh\)函数


接下来，为了更好地定义神经网络假设集合，需要对网络中出现的各个权重和得分进行定义。总体可见下图



[image: 神经网络示意图（带变量）]神经网络示意图（带变量）

其中，\(L\)代表了神经网络总的层数。输入层记为第0层，第一步变换称为第1层，以此类推。\(d^{(\ell)}\)为网络中第\(\ell\)层所含有的总节点数。神经元之间每个连接其本质是一个权重，可以记为\(w_{ij}^{(\ell)}\)，其中\(1 \le \ell \le L\)指明该权重连进第\(\ell\)层；\(0 \le i \le d^{(\ell -1)}\)是第\(\ell - 1\)层神经元的序号，从0开始标记（0对应的是常数项，也就是截距），可以看作是输入索引；\(1 \le j \le d^{(\ell)}\)是第\(\ell\)层神经元的序号，从1开始标记，可以看作是输出索引。换句话说，\(w_{ij}^{(\ell)}\)表示第\(\ell -1\)层第\(i\)个单元指向第\(\ell\)层第\(j\)个单元的权重


第\(\ell\)层中，第\(j\)个节点送进其变换函数之前的值，是上一层所有节点的加权得分总和，记为\(s_j^{(\ell)}\)。由上一段的定义，有 \[
s_j^{(\ell)} = \sum_{i=0}^{d^{(\ell - 1)}} w_{ij}^{(\ell)}x_i^{(\ell-1)}
\] 其中\(x_j^{(\ell)}\)是得分经过变换后得到的值（如果\(\ell = 0\)，则对应原始数据中的一个特征），有 \[
x_j^{(\ell)} = \begin{cases} \tanh\left(s_j^{(\ell)}\right) & {\rm if\  }\ell < L \\ s_j^{(\ell)} & {\rm if\  }\ell = L\end{cases}
\] 称中间使用非线性变换的层为隐含层（更确切地说，是输出结果被其它层当做输入的层），则神经网络假设集合做的事情就是将原始\(\bf x\)作为输入层\({\bf x}^{(0)}\)，经过中间隐含层的一系列计算得到\({\bf x}^{(\ell)}\)，最后由输出层做预测得到\(x_1^{(L)}\)的过程


从物理意义上看，中间各层实际就是对数据做各种变换\(\boldsymbol{\phi}^{(\ell)}({\bf x})\)， \[
\boldsymbol{\phi}^{(\ell)}({\bf x}) = \tanh\left(\left[\begin{array}{c} \sum_{i=0}^{d^{(\ell -1)}} w_{i1}^{(\ell)}x_i^{(\ell - 1)} \\ \vdots\end{array}\right]\right)
\] 当\(x\)与\(w\)接近（平行）时，\(wx\)的值更大，\(\tanh\)的结果越接近+1。换句话说，此时\(\bf x\)与权重向量\(\bf w\)在模式上更加匹配。即神经网络中的每一层都在做模式提取，这种模式是跟各层权重吻合的模式


具体的变换方式是从数据中学习得到的，下一节就会介绍具体的学习方法


神经网络学习


前面讲述了神经网络结构中每个权重\(w_{ij}^{(\ell)}\)是怎么产生，那么一个很自然的问题就是，如何学习出最优的\(\{w_{ij}^{(\ell)}\}\)，使\(E_{\rm in}\left(w_{ij}^{(\ell)}\right)\)最小。如果只有一个隐藏层，整个神经网络就会退化为感知机的聚合模型，因此可以使用梯度提升来确定隐藏层的权重。但是如果有多个隐藏层，问题就没有这么简单了。但是换一个角度思考，对于每一条输入\({\bf x}_n\)，当神经网络确定以后，它的输出就是确定的，记为\({\rm NNet}({\bf x}_n)\)，则预测输出的误差也可以确定。由前面的说明，这里使用平方误差衡量，所以误差函数为\(e_n = (y_n - {\rm NNet}({\bf x}_n))^2\)，这个值也被称为残差。由于神经网络的输出跟每个权重之间都存在变化关系，因此可以计算\(\frac{\partial e_n}{\partial w_{ij}^{(\ell)}}\)，进而可以使用前面讲过的梯度下降法（GD）或者随机梯度下降法（SGD）做最优化。所以接下来要解决的问题，就是如何计算\(\frac{\partial e_n}{\partial w_{ij}^{(\ell)}}\)


首先看一个最简单的情况：对神经网络最后一层中的权重\(w_{ij}^{(L)}\)，其与残差之间的关系。注意最后一层只有一个节点，因此\(j\)肯定为1。而且最后一层的节点按照前面的约定仅做一个线性变换，因此其输出就是\(s_1^{(L)}\)。这样一来，可以将残差项展开，即 \[
\begin{align*}
e_n &= (y_n - {\rm NNet}({\bf x}_n))^2 = \left(y_n - s_1^{(L)}\right)^2 \\
&= \left(y_n - \sum_{i=0}^{d^{(L-1)}}w_{i1}^{(L)}x_i^{(L-1)}\right)^2
\end{align*}
\] 因此，对于神经网络的最外层，要计算\(\frac{\partial e_n}{\partial w_{i1}^{(L)}}\  (0 \le i \le d^{(L-1)})\)，可以借助中间变量\(s_1^{(L)}\)，使用链式法则 \[
\begin{align*}
\frac{\partial e_n}{\partial w_{i1}^{(L)}} 
= \frac{\partial e_n}{\partial s_1^{(L)}} \cdot \frac{\partial s_1^{(L)}}{\partial w_{i1}^{(L)}} = -2\left(y_n-s_1^{(L)}\right) \cdot \left(x_i^{(L-1)}\right)
\end{align*}
\] 推而广之，对于前面的隐含层\(\ell, 1 \le \ell < L\)，\(\frac{\partial e_n}{\partial w_{ij}^{(\ell)}}\  (0 \le i \le d^{(\ell-1)}; 1 \le j \le d^{(\ell)})\)可以通过类似的方法计算： \[
\frac{\partial e_n}{\partial w_{ij}^{(\ell)}} = \frac{\partial e_n}{\partial s_j^{(\ell)}} \cdot \frac{\partial s_j^{(\ell)}}{\partial w_{ij}^{(\ell)}}
\] 其中乘数可以很容易地得到为\(x_i^{(\ell - 1)}\)，但是被乘数的计算并不直观。暂且将被乘数记为\(\delta_{j}^{(\ell)}\)，上面的式子可以写为 \[
\frac{\partial e_n}{\partial w_{ij}^{(\ell)}} = \frac{\partial e_n}{\partial s_j^{(\ell)}} \cdot \frac{\partial s_j^{(\ell)}}{\partial w_{ij}^{(\ell)}} = \delta_{j}^{(\ell)} \cdot\left(x_i^{(\ell - 1)}\right)
\] 当\(j = 1, \ell = L\)时，由上面的推导有\(\delta_1^{(L)} = -2\left(y_n - s_1^{(L)}\right)\)。接下来的任务就是推出其它的\(\delta\)


由于\(\delta\)是最终残差对神经网络中隐藏层某个节点给出的得分的偏导数，因此可以思考这个得分是如何影响残差的。某个节点得到得分\(s_{j}^{(\ell)}\)以后，会对其做非线性变换\(\tanh\)，得到节点的输出\(x_j^{(\ell)}\)。这个输出乘以下一层的各个权重\(w_{jk}^{(\ell + 1)}\)，得到的是一个向量，向量中的每一维都对应了下一层每个节点的一个输出，即 \[
s_j^{(\ell)}{ \overset{\tanh}{\Longrightarrow}} x_j^{(\ell)} \overset{w_{jk}^{(\ell + 1)}}{\Longrightarrow} \left[\begin{array}{c}s_1^{(\ell + 1)} \\ \vdots \\ s_k^{(\ell + 1)} \\ \vdots \end{array}\right] \Longrightarrow \cdots \Longrightarrow e_n
\] 因此求偏导时使用的链式法则里就需要包含\(x_j^{(\ell)}\)和\(s_k^{(\ell + 1)}\)这两组中间变量（其中后一组一共有\(d^{(\ell + 1)}\)个变量）。具体计算，有 \[
\begin{align*}
\delta_j^{(\ell)} = \frac{\partial e_n}{\partial s_j^{(\ell)}} &= \sum_{k=1}^{d^{(\ell + 1)}} \frac{\partial e_n}{\partial s_k^{(\ell + 1)}}\cdot \frac{\partial s_k^{(\ell + 1)}}{\partial x_j^{(\ell)}} \cdot \frac{\partial x_j^{(\ell)}}{\partial s_j^{(\ell)}} \\
&= \sum_k \left(\delta_k^{(\ell + 1)}\right)\left(w_{jk}^{(\ell + 1)}\right)\left(\tanh'\left(s_j^{(\ell)}\right)\right)
\end{align*}
\] 因此，第\(\ell\)层的\(\delta_j^{(\ell)}\)可以从第\(\ell + 1\)层的\(\delta_{k}^{(\ell + 1)}\)推出。将以上推导汇总起来，就可以得到神经网络的学习算法，称为反向传播算法，其具体过程为



初始化所有权重\(w_{ij}^{(\ell)}\)


在时刻\(t=0,1,\ldots ,T\)



		随机选取某个\(n \in \{1,2,\ldots, N\}\)


		正向：计算所有\(x_i^{(\ell)}\)，其中\({\bf x}^{(0)} = {\bf x}_n\)


		反向：计算所有\(\delta_j^{(\ell)}\)


		梯度下降：\(w_{ij}^{(\ell)} = w_{ij}^{(\ell)} - \eta x_i^{(\ell - 1)}\delta_j^{(\ell)}\)





返回\(g_{\rm NNET}({\bf x}) = \left(\cdots \tanh\left(\sum_j w_{jk}^{(2)} \cdot \tanh \left(\sum_i w_{ij}^{(1)}x_i\right)\right)\right)\)





注意有时第1步到第3步是并行地执行很多次，然后将得到的所有数值求出平均\(\left(x_i^{(\ell - 1)} \delta_j^{(\ell)}\right)\)来在第4步更新权重。这种方法介于GD和SGD之间，称为mini-batch GD


优化与正则化


前面讲解神经网络反向传播算法时，使用的误差函数是平方误差函数。将这种情况推广，可以知道神经网络一般是要最小化如下的\(E_{\rm in}\) \[
E_{\rm in}({\bf w}) = \frac{1}{N}\sum_{n=1}^N {\rm err} \left(\left(\cdots \tanh\left(\sum_j w_{jk}^{(2)} \cdot \tanh \left(\sum_i w_{ij}^{(1)}x_i\right)\right)\right), y_n\right)
\] 但是，当有多个隐藏层存在时，这通常不是一个凸优化问题，GD/SGD很难找到全局最优解，只能找到局部最优解。而且，对\(w_{ij}^{(\ell)}\)不同的初始化可能会达到不同的局部最优解，而且并不知道如何初始化能让最后得到的解更好。但是，根据经验，大的初始权重会使得\(\tanh\)函数的值变得很大，导致梯度（变化量）很小，出现饱和（saturate）现象。因此，一般都是用一些随机的，小的值做初始权重


神经网络是一种很强大的算法。假设\(V\)是神经元的数目，\(D\)是神经网络中权重的数目（也就是神经元之间连接的数目），那么整个神经网络的VC维约为\(O(VD)\)。当\(V\)很大时，神经网络几乎可以模拟任意函数，但是也就更容易过拟合


神经网络避免过拟合有一种很基本，也可以看作是“老朋友”的方法，就是加入正则化。直观的方法是加入L2正则化项\(\Omega({\bf w}) = \sum\left(w_{ij}^{(\ell)}\right)^2\)，但是这种权重缩减方法的结果是，大的权重缩减得大，小的权重缩减得小，最后哪个权重都没有缩减到0。而这里做正则化的目的是希望得到稀疏的\(\bf w\)，也就是让尽量多的\(w_{ij}^{(\ell)}\)为0，这样才能有效地减小整个神经网络的VC维。提到使权重稀疏的正则化方法，另一个老朋友是L1正则化\(\sum \left|w_{ij}^{(\ell)}\right|\)，但是这个正则化项是不可微的，而反向传播是微分导向的算法，因此不能使用L1正则化


通常情况下，神经网络里使用了一种称为“权重淘汰”（weight-elimination）的方法，其实质是一种加权的L2正则化，它将大的权重和小的权重都缩减相同的大小，这样小的权重就会被缩减到0。权重淘汰正则项的形式为 \[
\sum \frac{\left(w_{ij}^{(\ell)}\right)^2}{1+\left(w_{ij}^{(\ell)}\right)^2}
\] 神经网络里其实还有一种自己独有的正则化机制，称为“提前停止”法。由于神经网络算法的核心还是GD/SGD，而这种算法随着迭代次数的增多，其在各种不同的\(w\)里选择得越多。如果降低这种算法的迭代次数，它看过的\(w\)就会更少。因此，迭代次数多，有效的VC维就大；反之，迭代次数少，有效的VC维就小。这意味着比较小的迭代次数可以有效降低VC维，而合适的迭代次数可以使用前面讲过的验证法做判断。这种方法对所有基于GD/SGD的算法都适用
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本讲原标题有点标题党，只讲了一点关于深度学习的皮毛，还有一部分在讲PCA，不要被误导！！


本讲原标题有点标题党，只讲了一点关于深度学习的皮毛，还有一部分在讲PCA，不要被误导！！！


深度神经网络


神经网络的核心是一层层的神经元和它们之间的连接关系。一个比较直接的问题，是应该如何设计神经网络？它应该有多少层，每一层各自应该有多少神经元？或者更泛泛地说，应该选择什么样的网络结构？这是神经网络应用时一个非常核心也非常困难的问题。神经网络结构可以粗浅地分成两种：浅层神经网络和深度神经网络，两者区别是前者只有少量的隐藏层，而后者有很多层。浅层神经网络训练起来更有效，关于结构的决定更简单，有足够有力的理论基础。相比而言，深度学习训练起来比较难，也难以决定网络的结构。但是当层数足够多时，网络的能力也会非常强，而且它可以提取出有物理意义的特征


例如，现在要分辨手写的数字是1还是5，那么可以先想办法在笔记里萃取出各个部位的笔画特征，例如中间是竖，底层是不是弯等等。这些特征（笔画）可能通过组合变得更复杂，到最后一步再用来做辨识动作，如下图所示



[image: 深度学习示例：手写数字识别]深度学习示例：手写数字识别

这里实际每一层都可以解读出物理意义。例如要辨识1，可能需要\(\phi_1, \phi_2, \phi_3\)，不需要\(\phi_4, \phi_5, \phi_6\)。这样看，第一层其实做的是从像素点提取笔画的功能，第二层则是对第一层做组合，设计不同权重，等等。层数越多，就能表示越多种不同的变化，每层要做的事情也相对来讲变得更加简单。在这种架构下，每一层只需要贡献出一份微薄的力量，做一点微小的工作，就可以使整个网络完成从简单特征到复杂特征的变换。因此，深度学习适用于那些难以从原始特征做学习的任务，例如语音处理


前面提到过深度学习会面临几个难题，目前（2015年）主要采取如下的方式来应对



		难以决定具体应使用何种网络结构：使用一些领域知识，加入对问题的了解。例如处理图像时使用卷积神经网络（Convolutional NN，CNN），这样让每层神经元都只处理一小块像素


		模型复杂度很高：如果数据足够大，就不是问题。如果的确想控制模型复杂度，想容忍噪声，就使用一些特有的正则化方法，例如dropout（训练时随机丢弃一部分隐藏层神经元）或者降噪（denoising，后面介绍）


		难以最优化：谨慎选择初始权重，以避免陷入差的局部最优解（称为预训练）


		过高的计算复杂度（尤其是在大数据背景下此问题更严重）：使用新的硬件和体系结构，例如使用GPU做mini-batch





本讲无法涵盖所有深度学习的技巧，只能介绍一点入门的部分。这里再多说几句，介绍一种比较简单的预训练方法。不像之前提到的神经网络那样上来对所有权重做决定，这里使用了一种分层决定的方法：对第\(\ell = 1,\ldots , L\)层，假设\(w_\ast^{(1)}, \ldots, w_\ast^{(\ell -1)}\)都已经固定，一层一层去对\(\{w_{ij}^{(\ell)}\}\)做预训练。每层权重都预训练好了以后，再使用反向传播来调优所有的\(\{w_{ij}^{(\ell)}\}\)。接下来的问题就是怎么在每一层进行预训练，以及怎么加入正则化来控制模型复杂度


自动编码器


前面讲过，预训练的意义是寻找一个好的初始化权重，那么什么叫“好的”初始化权重呢？这里引发了我们对权重的物理意义的思考。由前面的讲解，可知权重本质上是告知模型如何做特征变换，或者说，怎么把原始数据换一种表示形式（称为经过了一次编码）。做深度学习时，并不知道初始化（预训练得到）的权重在后面会被如何调整。既然如此，不如希望预训练后得到的权重能够（精炼地）保持原始数据的特征：传给后面神经元的数据不是乱七八糟的，而是对相同信息的一种不同表示。例如，对前面的手写数字例子，第一层提取出的笔画特征经过组合，可以还原出原始的数据。那么什么是维持原来数据的特征变换呢？如果使用变换后的数据可以轻易重建原来的数据，就说明原始数据的信息没有什么损失。也就是说，我们希望深度学习预训练时得到的特征变换（初始权重）都是能保持原始信息的


那么如何得到这种能保持原始信息的特征变换呢？一种做法就是仍然使用一个神经网络来解决：把原始的数据通过变换送入到隐藏层神经元以后，这些神经元的输出经过一些变换还能还原成原始的输入（与原始的输入类似）。这个神经网络\(g\)有一个独特的名字，称为自动编码器，它是一个\(d-\tilde{d}-d\)三层的神经网络，从输入层到隐藏层是编码操作，从隐藏层到输出层是解码操作，保证最后输出\(g_i({\bf x}) \approx {\bf x}_i\)（也就是说，此网络是学习逼近一个恒等函数）。其中\(\tilde{d}\)是编码的维度。整个自动编码器的结构如下图所示



[image: 自动编码器示意]自动编码器示意

其中\(w_{ij}^{(1)}\)称为编码权重，\(w_{ji}^{(2)}\)称为解码权重


那么为什么要设计这么一个复杂的结构，费劲去逼近一个恒等函数（相当于一个什么也不做的函数）？如果真的能得到\(g({\bf x}) \approx {\bf x}\)，则它必然依赖了原始数据一些隐藏的特征/结构。如果能通过这个学习过程得到隐藏的特征/结构，那么就可以把这些特征/结构当做特征变换，用在预训练中。这些特征/结构告诉我们如何用一些有效的信息表示原始数据。对于非监督学习问题，自动编码器也有其实际意义。例如如果要做密度估计问题，则对于密度大的区域，编码器能学习得比较好，会更有\(g({\bf x}) \approx {\bf x}\)。那么对应的，如果对于新的数据有\(g({\bf x}_n) \approx {\bf x}_n\)，就说明它落在了密度大的区域。如果要做离群点检测，就可以通过\(g({\bf x}_n) \not\approx {\bf x}_n\)来找出离群点。也就是说，学习数据的隐藏特征/结构，也就是在学习什么样的数据是“典型的”数据，自动编码器可以判断数据典型与否


综上所述，自动编码器的目标看似只是学好恒等函数，实际它只是表象。重要意义是看隐含层，看数据有效的表示方式


如前面所述，自动编码器就是一个结构为\(d-\tilde{d}-d\)，使用\(\sum_{i=1}^d (g_i({\bf x}) - x_i)^2\)做误差函数的神经网络。它是一种浅层神经网络，因此容易训练。而且，通常\(\tilde{d} < d\)，以保证学到的是原始数据的压缩表示。构造的数据集是\(\{({\bf x}_1, {\bf y}_1 = {\bf x}_1), ({\bf x}_2, {\bf y}_2 = {\bf x}_2), \ldots, ({\bf x}_N, {\bf y}_N = {\bf x}_N)\}\)（不看数据集中的标签，因此通常这个学习过程被看做是无监督学习的过程）。有时，还会加入限制条件\(w_{ij}^{(1)} = w_{ji}^{(2)}\)做正则化，不过这样会使最后计算梯度的过程更加复杂


所以，回到上节最后，讲述深度学习如何初始化权重的方法。这个方法里提到说，初始化方法最有效的一招是每一层做一个预训练，这个预训练的过程就是用前一层的输出（对于第一层，是用输入数据）\(\{ {\bf x}_n^{(\ell -1)}\}\)训练一个自动编码器，该自动编码器的隐藏层神经元数\(\tilde{d}\)与深度神经网络中第\(\ell\)层的节点个数\(d^{(\ell)}\)相等


使用不同的体系结构加上不同的正则化，可以得到更精巧的自动编码器，进而得到更好的预训练结果。不过其本质都是相同的


降噪自动编码器


前面讲述了如何在深度学习里做权重的预训练，这一节主要看一看如何加入一些独有的正则化技巧。前面提到过，深度学习里用到的正则化方法包括对结构做出一些限制、加入与权重有关的正则项以及提早结束训练等。但是考虑过拟合的成因，如果数据中噪声太大，也会造成过拟合。因此还可以再独辟蹊径，找到一种方法去降低噪声，这样也可以降低过拟合的风险。最简单的方法是直接做数据清洗，不过一种更疯狂的方法是向数据里加入噪声


在上一节里，自动编码器逼近的是恒等函数，即使得\(g({\bf x}) \approx {\bf x}\)。但是一个足够鲁棒的自动编码器不仅能做到这一点，对于与输入有些微不同的\(\tilde{\bf x}\)，还能做到\(g(\tilde{\bf x}) \approx {\bf x}\)。也就是说，送进干净的数据可以产生干净的数据，而送进脏数据也可以出来干净的数据。这意味着足够鲁棒的自动编码器还能起到降噪，清洗数据的功能。因此，训练编码器时，可以故意往训练数据里加入一些人工噪声。即此时输入数据为\(\{(\tilde{\bf x}_1, {\bf y}_1 = {\bf x}_1), (\tilde{\bf x}_1, {\bf y}_2 = {\bf x}_2), \ldots, (\tilde{\bf x}_N, {\bf y}_N = {\bf x}_N)\}\)，其中\(\tilde{\bf x}_n = {\bf x}_n + 人工噪声\)。通过这种方法训练出来的自动编码器一般称为降噪自动编码器，在深度学习中通常是使用它，而不是原始的自动编码器。加入人工噪声这种方法告诉了算法我们所需要的性质，得到的模型对噪声容忍度有了很大的增强，因此这种手段也可以看作是一种正则化机制，可以适用到其它模型训练的过程中


主成分分析（PCA）


前面提到的自动编码器实际上是一种非线性模型，但是前面的课程一直都在说模型应该从最简单的，线性的模型试起，为什么这次反其道而行之了？原因是线性编码器是在深度学习预训练权重的背景下提出，而深度学习本身就是一个非线性的问题，因此在这个背景下直接讨论非线性的解决方案更有意义


当然，自动编码器也存在其线性形式，而且线性的自动编码器也有很多适用场合，因此仍然有研究的必要。线性自动编码器类似于前面提到的非线性自动编码器，只不过在对输入\(\bf x\)求出得分以后不需要再做非线性变化\(\tanh\)。这样一来，对\(\bf x\)的第\(k\)个维度，其假设函数形式可以写为 \[
h_k({\bf x}) = \sum_{j=0}^{\tilde{d}}w_{kj}\left(\sum_{i=1}^d w_{ij}x_i\right)
\] 注意内层求和项的指标是从1开始计数，因为对常数项逼近一个恒等函数没什么意义。此外，这里加入了前面所提到的正则化手段，即编码器和解码器的权重相等，\(w_{ij}^{(1)} = w_{ji}^{(2)}\)，这里统一写成了\(w_{ij}\)。以及，为了避免产生非平凡解，且考虑到实际要得到的是原始数据的压缩表示，还限制编码后数据的维度\(\tilde{d}\)要小于原始维度\(d\)。这样，记所有权重组成的矩阵为\(\rm W\)，线性自动编码器假设函数的形式为 \[
h({\bf x}) = {\rm WW}^\mathsf{T}{\bf x}
\] 既然假设函数的形式已经被定义好，那么接下来的做法似乎水到渠成：只需要按部就班写出损失函数，就可以让损失函数对\(\rm W\)求偏导，找出最优的\(\rm W\)。损失函数的形式为（由于最后求出来的是一个向量，因此下面公式中用了黑体\(\bf h\)） \[
E_{\rm in}({\bf h})= E_{\rm in}({\rm W}) = \frac{1}{N}\sum_{n=1}^N \left\|{\bf x}_n - {\rm WW}^\mathsf{T}{\bf x}_n\right\|^2,\  \  {\rm W} \in \mathbb{R}^{d\times \tilde{d}}
\] 前面讲到的线性问题都可以得到一个解析解，但是这里乍看之下并不容易，因为求和项里实际上是\(w_{ij}\)的四次多项式，求解起来可能要费点周折，需要使用一些线性代数里的工具。由于\(\rm WW^{\mathsf{T}}\)是半正定矩阵，因此可以对它做特征值分解，记为\(\rm WW^\mathsf{T} = V\Gamma V^{\mathsf{T}}\)。这里得到的\(\rm V\)是正交矩阵，即\({\rm VV^\mathsf{T} = V^\mathsf{T}V = I}_d\)，而\(\rm \Gamma\)是一个对角矩阵，由特征值组成，对角线上非零元素的数量至多为\(\tilde{d}\)个。因此\({\rm WW^\mathsf{T}}{\bf x}_n = {\rm V\Gamma V}^\mathsf{T}{\bf x}_n\)，接下来可通过优化\(\rm V\)和\(\rm \Gamma\)来最小化\(E_{\rm in}\)


在进入下一步之前，先看一下\({\rm WW^\mathsf{T}}{\bf x}_n = {\rm V\Gamma V}^\mathsf{T}{\bf x}_n\)的几何意义。这里原数据左乘一个正交矩阵\({\rm V}^\mathsf{T}{\bf x}_n\)实际上就是对原数据做一个坐标变换，类似于某种旋转或镜像。再左乘\(\rm \Gamma\)，由于\(\rm \Gamma\)是对角矩阵且只有至多\(\tilde{d}\)个非零元素，因此这一步是将原数据至少\(d-\tilde{d}\)个维度的分量置为0，然后对其他分量做缩放，得到一个新的坐标。最后再乘\(\rm V\)，就是将新的坐标变换到原来的坐标系。因此，类似地，如果对原数据不做任何修改，那么有\({\bf x}_n = {\rm VIV^{\mathsf{T}}}{\bf x}_n\)。原问题就变成了 \[
\min_{\rm V} \min_{\rm \Gamma} \frac{1}{N}\sum_{n=1}^N\left\|{\rm VIV^{\mathsf{T}}}{\bf x}_n - {\rm V\Gamma V^{\mathsf{T}}}{\bf x}_n\right\|^2
\] 首先来看最优的\(\rm \Gamma\)。由于乘以\(\rm V\)和\(\rm V^{\mathsf{T}}\)是旋转和镜像，不改变向量的长度，因此去掉它对最优化问题的解没有影响。即上述问题等价于 \[
\min_{\rm \Gamma}\sum\left\|({\rm I-\Gamma})({\rm some\  vector})\right\|^2
\] 这里\(\rm \Gamma\)是唯一的变量，因此为了让上式小，就要让\(\rm I-\Gamma\)中有尽量多的0。由于\(\rm \Gamma\)是对角矩阵，\(\rm I\)是单位矩阵，那么为了达到效果，就要让\(\rm \Gamma\)的对角线上有尽量多的1。由前面的推导，\(\rm \Gamma\)上最多有\(\tilde{d}\)个1。不失一般性地，最优的\(\rm \Gamma\)可以为 \[
{\rm \Gamma} = \left[\begin{matrix}{\rm I}_{\tilde{d}} & 0 \\ 0 & 0\end{matrix}\right]
\] 这样，求解原问题等价于求解如下问题 \[
\min_{\rm V}\sum_{n=1}^N \left\| \left[\begin{matrix}0 & 0 \\ 0 & {\rm I}_{d-\tilde{d}}\end{matrix}\right]{\rm V}^{\mathsf{T}}{\bf x}_n\right\|^2
\] 直观地看，这个问题是在问“对向量\({\rm V}^\mathsf{T}{\bf x}_n\)，留下哪几个分量可以使剩下的向量范数最小”。由于原向量是固定的，因此实际上这个问题等价于“对向量\({\rm V}^\mathsf{T}{\bf x}_n\)，拿走哪几个分量可以使拿走的向量范数最大”。也就是说，有 \[
\min_{\rm V}\sum_{n=1}^N \left\| \left[\begin{matrix}0 & 0 \\ 0 & {\rm I}_{d-\tilde{d}}\end{matrix}\right]{\rm V}^{\mathsf{T}}{\bf x}_n\right\|^2 \equiv \max_{\rm V}\sum_{n=1}^N \left\| \left[\begin{matrix} {\rm I}_{\tilde{d}} & 0 \\ 0 & 0\end{matrix}\right]{\rm V}^{\mathsf{T}}{\bf x}_n\right\|^2
\] 考虑极端的情况，如果\(\tilde{d} = 1\)，此时只与\(\rm V^\mathsf{T}\)的第一个行向量\({\bf v}^\mathsf{T}\)有关。考虑\(\rm V\)是正交矩阵，有\({\bf v}^\mathsf{T}{\bf v} = 1\)。因此可以得到如下最优化问题 \[
\begin{align*}
\max_{\bf v}\  \  &\sum_{n=1}^N {\bf v}^\mathsf{T}{\bf x}_n{\bf x}_n^\mathsf{T}{\bf v} \\
{\rm s.t.}\  \  &{\bf v}^\mathsf{T}{\bf v} = 1
\end{align*}
\] 使用拉格朗日乘子，可知最优的\(\bf v\)满足 \[
\sum_{n=1}^N {\bf x}_n{\bf x}_n^\mathsf{T} {\bf v} = \lambda {\bf v}
\] （推导过程：引入拉格朗日乘子\(\lambda\)，可知优化问题转为\(\mathcal{L} = \sum {\bf v}^\mathsf{T}{\bf x}_n{\bf x}_n^\mathsf{T}{\bf v} - \lambda(1-{\bf v}^\mathsf{T}{\bf v})\)。\(\nabla \mathcal{L}_{\bf v} = 2\sum{\bf x}_n{\bf x}_n^\mathsf{T}{\bf v} - 2\lambda{\bf v}\)，令\(\nabla \mathcal{L}_{\bf v} = 0\)就可以得到上面这个关系）


而\(\sum_{n=1}^N {\bf x}_n{\bf x}_n^{\mathsf{T}}\)是一个矩阵，如果记为\({\rm X^\mathsf{T}X}\)，则根据特征值与特征向量的定义，最优的\(\bf v\)实际上就是\({\rm X^\mathsf{T}X}\)的第一个特征向量。推而广之，最优的\({\rm V} = \{ {\bf v}_j\}_{j=1}^{\tilde{d}}\) 就是\({\rm X^\mathsf{T}X}\)的前\(\tilde{d}\)个特征向量


因此，线性自动编码器就是要把\(\rm X^\mathsf{T}X\)求出来，得到前\(\tilde{d}\)个特征向量的方向，就是应该投影，做特征变换的方向。算法如下



计算\(\rm X^\mathsf{T}X\)的前\(\tilde{d}\)个特征向量\({\bf w}_1, {\bf w}_2, \ldots, {\bf w}_{\tilde{d}}\)


做特征变换\(\boldsymbol{\Phi}({\bf x}) = {\rm W}({\bf x})\)





由上面的推导，可知线性编码器保证输入在投影后的空间里范数总和最大。如果换一个说法，说输入在投影后的空间里方差（变化量）总和最大，那么就是统计学里主成分分析 (PCA) 的做法。PCA算法与线性自动编码器算法大同小异，不过由于其关注的是变化量总和，而变化量实际上是数据相对于平均数的差的平方，因此需要先把数据做一个相对于平均值的变换。PCA算法总体过程如下



令\(\bar{\bf x} = \frac{1}{N}\sum_{n=1}^N {\bf x}_n\)，令\({\bf x}_n \leftarrow {\bf x}_n - \bar{\bf x}\)


计算\(\rm X^\mathsf{T}X\)的前\(\tilde{d}\)个特征向量\({\bf w}_1, {\bf w}_2, \ldots, {\bf w}_{\tilde{d}}\)


做特征变换\(\boldsymbol{\Phi}({\bf x}) = {\rm W}({\bf x -\bar{x}})\)





自动线性编码器和PCA都是非常好用的线性维度缩减的工具，可以用来处理数据。不过实践中PCA更常用一些
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        径向基函数网络假设函数


前面讲使用高斯核的SVM时曾经提到过这种模型的一个性质：在高斯核的帮助下，这种模型可以在无限维的空间里学习到一个最大间隔超平面。该模型的定义如下 \[
g_{\rm SVM}({\bf x}) = {\rm sign}\left(\sum_{\rm SV}\alpha_n y_n \exp(-\gamma\|{\bf x}-{\bf x}_n\|^2)+b\right)
\] 从最后得到的假设函数来看，它做的事情还可以表述为，使用一系列高斯核函数做线性组合，它们各自的中心就是在支持向量上。高斯核函数又称为径向基函数（Radial Basis Function，RBF），这个词可以做如下分解：



		“径向”表示要求的函数值与某个距离有关，这个距离是新的点\(\bf x\)和已知点\({\bf x}_n\)之间的距离


		“基函数”表示这些函数要用来做线性组合。对于上式，系数就是\(\alpha_n y_n\)





如果定义\(g_n({\bf x}) = y_n\exp(-\gamma\|{\bf x} - {\bf x}_n\|^2)\)，这个函数就表示新的点与已知点够不够近，越近给的票越多，这个票数就是\(y_n\)。这样一来，上面的SVM可以表示为 \[
g_{\rm SVM}({\bf x}) = {\rm sign}\left(\sum_{\rm SV} \alpha_n g_n({\bf x}) + b\right)
\] 这样更清楚地表明\(g_{\rm SVM}\)其实就是\(g_n\)的线性组合，每个\(g_n\)代表一个径向假设。而径向基函数网络（RBF网络）就是这种模型的延伸。之所以说它是一个“网络”，就是因为其结构与之前讲过的神经网络有类似的地方。下图给出了两者的对比



[image: 神经网络与RBF网络的对比]神经网络与RBF网络的对比

可以看出，两者的输出相同，都是线性组合。不同的地方在隐含层：神经网络是计算权重和输入的内积，然后做非线性变换\(\tanh\)；而RBF网络则是计算两点之间的距离，然后使用高斯函数做变换。从历史上讲，RBF网络实际是神经网络的分枝


总体来看，RBF网络的假设函数可以写成如下形式 \[
h({\bf x}) = {\rm Output}\left(\sum_{m=1}^M \beta_m {\rm RBF}({\bf x}, \boldsymbol{\mu}_m)+b\right)
\] 其包括以下几个部分：



		径向基函数\(\rm RBF\)，注意高斯函数只是其中一种，可以有其它选择


		中心点\(\boldsymbol{\mu}_m\)


		投票\(\beta_m\)


		输出转换\(\rm Output\)





其中\(\boldsymbol{\mu}_m\)和\(\beta_m\)是两个关键变量


如果把高斯核SVM看作是RBF网络的一个特例，则存在以下对应关系：



		\({\rm RBF}\)：高斯函数


		\(\rm Output\)：\(\rm sign\)函数


		\(M\)：支持向量的数量


		\({\boldsymbol{\mu}_m}\)：SVM的各个支持向量


		\(\beta_m\)：由对偶问题解出的\(\alpha_m y_m\)





因此RBF网络的问题就是，对给定的\(\rm RBF\)和\(\rm Output\) ，求出\(\boldsymbol{\mu}_m\)和\(\beta_m\)


前面提到过，核函数是在变换后的空间\(\mathcal{Z}\)中的内积，因此能保证满足Mercer定理即可。核函数实际上描述了向量之间的相似性，而RBF描述的也是相似性，只不过这种相似性可以直接通过向量之间的距离来计算，因此可以定义不同的RBF，只要能满足对距离的定义就可以。一般情况下，随着距离的变大，RBF的值应该单调不增。也就是说，核函数和RBF是两种对距离的定义，而高斯函数就属于这两者的交集之中。除此以外，神经网络中每个神经元也可以看作是描述了一种距离的计算方式，为\(\tanh(\gamma {\bf x}^\mathsf{T}{\bf x}' + 1)\)。在DNA序列的应用中，可以使用编辑距离


总而言之，RBF说明相似性是一种很好的定义特征变换的方法，这种相似性通过计算点到中心的距离可以获得


径向基函数网络学习


前面讲过，RBF网络的目的是找到一些中心，以及将RBF值线性组合起来的系数。在最简单的例子中，可以把看到过的所有数据点都当做中心。这种RBF网络称为全RBF网络，满足\(M=N\)以及每个\(\boldsymbol{\mu}_m = {\bf x}_m\)。其物理意义可以解释为，训练集中的每条数据\({\bf x}_m\)对其周围的数据都应该有一定的影响，而影响力由\(\beta_m\)决定。例如，假设每个点的影响力都一样，则对于新点，训练集中的每个点都会根据其到新点距离的远近做投票：总体来讲，一人一票，但是离得越近，系数越大。即\(\beta_m = 1 \cdot y_m\)。这种假设函数的形式为 \[
g_{\rm uniform}({\bf x}) = {\rm sign}\left(\sum_{m=1}^N y_m\exp(-\gamma \|{\bf x}-{\bf x}_m\|^2)\right)
\] 即训练集中的每条数据都可以对新数据的所属类别发表意见，模型将所有人的意见收集起来，根据相似性分配票数，加权求和，最后输出。显然，对离新点\(\bf x\)最近的数据点，它与新点的高斯函数值最大，说话最有分量。由于高斯函数随距离增大衰减很快，因此实际上往往这个点的标签可以决定最后结果。从这个角度来说，可以避免求和项，只需要找到距离新点最近的那个点就可以了。此时，模型的聚合退化成了模型的选择，假设函数变为 \[
g_{\rm nbor}({\bf x}) = y_m {\rm\  such\  that\  }{\bf x}{\rm\  closest\  to\  }{\bf x}_m
\] 这种方法称为最近邻法。在这种算法的基础上可以做一些扩展：不只找最近的邻居，而是找\(k\)个最近的邻居，将它们的结果做聚合。这种扩展的方法称为\(k\)-最近邻法（kNN）。kNN是一种比较“懒”的算法，但是却非常符合直觉。不过这种算法在测试时会比较费事


全RBF有什么好处呢？考虑将这种网络用在回归问题中，误差函数使用平方误差，而且不再指定\(\beta_m\)，而是让算法去优化这些系数。那么模型其实就是对经RBF变换过的数据求解线性回归。变换后的数据为 \[
{\bf z}_n = [{\rm RBF}({\bf x}_n, {\bf x}_1), {\rm RBF}({\bf x}_n, {\bf x}_2), \ldots, {\rm RBF}({\bf x}_n, {\bf x}_N)] \in \mathbb{R}^N
\] 由前面的结论，可以轻易求出最优的系数\(\boldsymbol{\beta} = {\rm (Z^\mathsf{T}Z)^{-1}Z^\mathsf{T}}{\bf y}\)，其中\(\rm Z\)是对称方阵。进一步地，如果使用高斯函数做RBF，且所有\({\bf x}_n\)都不同，则这个\(Z\)还是可逆的，系数\(\boldsymbol{\beta}\)可以继续化简为\(\boldsymbol{\beta} = {\rm Z}^{-1}{\bf y}\)


得到这个结果以后，如果要用得到的\(g\)送入原来的训练数据，有 \[
g_{\rm RBF}({\bf x}_1) = \boldsymbol{\beta}^\mathsf{T}{\bf z}_1 = {\bf y}^\mathsf{T}{\rm Z^{-1}}({\rm Z}的第一列) = {\bf y}^\mathsf{T} \left[\begin{array}{c}1 & 0 & \ldots & 0\end{array}\right]^\mathsf{T} = y_1
\] 以此类推，\(g_{\rm RBF}({\bf x}_n) = y_n\)，\(E_{\rm in}(g_{\rm RBF}) = 0\)，意味着有过拟合的危险。如果使用岭回归，则\(\boldsymbol{\beta} = ({\rm Z^\mathsf{T}Z} + \lambda{\rm I})^{-1}{\rm Z^\mathsf{T}}{\bf y}\)就不会产生前面这种“完美”的结果。考虑到\(\rm Z\)是两个点的高斯函数值，也就是使用高斯核得到的核矩阵\(\rm K\)，则这个模型跟前面讲过的核岭回归有异曲同工之妙。在核岭回归中，\(\boldsymbol{\beta}_{\rm kernel\_ridge\_regression} = ({\rm K} + \lambda{\rm I})^{-1}{\bf y}\)。只不过核岭回归是在无限多维空间中做正则，而正则化的全RBF是在\(N\)维空间中做正则


另外，回顾前面SVM的做法，它其实没有用到所有数据点做中心点，因此可以将中心点数量减少使得\(M <\!\!< N\)，也可以起到正则化的作用。从物理意义上看，相当于不再让每个点都有话语权，而是选择一些代表出来去投票，代表所有人的意见。那么接下来的问题就是，如何找到好的代表呢？


K均值聚类算法


要寻找好的代表，首先可以看一个比较简单的情况。假设在训练集里，有\({\bf x}_1 \approx {\bf x}_2\)，那么它俩的RBF值应该也接近，所以没有必要在RBF网络里保存两份近似的值\({\rm RBF}({\bf x}, {\bf x}_1)\)和\(\rm{RBF}({\bf x}, {\bf x}_2)\)，而是让这两个数据点共用一个代表，也就是把这两个点聚类起来，得到\(\boldsymbol{\mu} \approx {\bf x}_1 \approx {\bf x}_2\)


在本系列课程最开始的时候就提到过聚类问题，这是一种非常典型的非监督学习问题。稍微形式化地说，它是要把数据集合\(\{ {\bf x}_n\}\)划分为\(M\)个不相交的集合\(S_1, S_2, \ldots, S_M\)，而且为每个\(S_m\)选择一个代表\(\boldsymbol{\mu}_m\)，使得对任意\({\bf x}_n \in S_m \Leftrightarrow \boldsymbol{\mu}_m \approx {\bf x}_n\)。因此，聚类问题通常使用的误差函数通常是看数据点到自己所属类别的代表的距离的平方总和，写作如下形式 \[
E_{\rm in}(S_1, \ldots, S_M; \boldsymbol{\mu}_1, \ldots, \boldsymbol{\mu}_M) = \frac{1}{N}\sum_{n=1}^N\sum_{m=1}^M [\![{\bf x}_n \in S_m]\!]\|{\bf x}_n - \boldsymbol{\mu}_m\|^2
\] 聚类算法就是要最小化这样的目标函数，即解决如下最优化问题 \[
\min_{\{S_1, \ldots, S_M; \boldsymbol{\mu}_1, \ldots, \boldsymbol{\mu}_M\}}\sum_{n=1}^N\sum_{m=1}^M [\![{\bf x}_n \in S_m]\!]\|{\bf x}_n - \boldsymbol{\mu}_m\|^2
\] 这并不是一个容易解决的问题，因为它是一种组合最优化问题，而且变量\(S_1, \ldots, S_M\)都是类型变量，\(\boldsymbol{\mu}_1, \ldots, \boldsymbol{\mu}_M\)却是数值变量。不过因为这些变量可以分成两类\(S\)和\(\boldsymbol{\mu}\)，可以尝试使用各个击破的方法，先固定一组变量，对另一组变量做最优化，然后再反过来


首先，固定\(\boldsymbol{\mu}_1, \ldots, \boldsymbol{\mu}_M\)，为每个\({\bf x}_n\)挑选一个最好的\(S_m\)。由于每个\({\bf x}_n\)都必须且只能对应一个最好的\(S_m\)，而\(\boldsymbol{\mu}_m\)固定所以可以知道\({\bf x}_n\)到每个\(\boldsymbol{\mu}_m\)的距离，因此这个最优化动作很简单，只需要把离\({\bf x}_n\)最近的那个\(\boldsymbol{\mu}_m\)分给它就好了


接下来，固定\(S_1, \ldots, S_M\)，选出各个类（簇）的代表。此时原始最优化问题退化成一个与\(\boldsymbol{\mu}_m\)有关的无限值最优化问题，因此只需要求目标函数的梯度然后令其等于0即可。有 \[
\nabla_{\boldsymbol{\mu}_m}E_{\rm in} = -2\sum_{n=1}^N[\![{\bf x}_n \in S_m]\!]({\bf x}_n - \boldsymbol{\mu}_m) = -2\left(\left(\sum_{ {\bf x}_n \in S_m} {\bf x}_n\right)-|S_m|\boldsymbol{\mu}_m\right)
\] 令上式为0，则\(\boldsymbol{\mu}_m\)是属于\(S_m\)的\({\bf x}_n\)的均值


上述过程其实就是非常有名的聚类算法——K均值聚类算法的核心过程（这里的K其实就是前面说的M）。其完整流程如下：




		初始化\(\boldsymbol{\mu}_1, \boldsymbol{\mu}_2, \ldots, \boldsymbol{\mu}_K\)。通常做法是在\({\bf x}_n\)里随机选\(K\)个点


		交替最优化\(E_{\rm in}\)，即重复以下过程直至收敛（收敛的判定方法通常是\(S_1, \ldots, S_K\)不再变化

		最优化\(S_1, S_2, \ldots, S_K\)，即把\({\bf x}_n\)分给离它最近的那个\(\boldsymbol{\mu}_i\)所属的类簇


		最优化\(\boldsymbol{\mu}_1, \boldsymbol{\mu}_2, \ldots, \boldsymbol{\mu}_K\)，即对每个\(S_k\)，求属于该类簇所有点的均值













由于这个过程一直在使\(E_{\rm in}\)变小，因此算法一定会收敛


K均值聚类算法可能是所有聚类算法里最有名的一个，其核心思路就是做交互最优化


可以把K均值聚类算法与RBF网络结合起来，算法如下




		使用K均值聚类算法（这里\(K=M\)）得到\(M\)个中心点\(\{\boldsymbol{\mu}_m\}\)




		使用RBF（例如高斯函数）围绕\(\boldsymbol{\mu}_m\)构建变换\(\boldsymbol{\Phi}({\bf x})\) \[
\boldsymbol{\Phi}({\bf x}) = [{\rm RBF}({\bf x}, \boldsymbol{\mu}_1), {\rm RBF}({\bf x}, \boldsymbol{\mu}_2), \ldots, {\rm RBF}({\bf x}, \boldsymbol{\mu}_M)]
\]




		在变换后的数据\(\{(\boldsymbol{\Phi}({\bf x}_n), y_n)\}\)上运行线性模型，得到\(\boldsymbol{\beta}\)




		返回\(g_{\rm RBFNET}({\bf x}) = {\rm LinearHypothesis}(\boldsymbol{\beta}, \boldsymbol{\Phi}({\bf x}))\)










就像自动编码器一样，这里RBF网络也是使用无监督学习算法来萃取特征


K均值聚类和径向基函数网络实战


实验说明K均值聚类算法的效果对K的设置和初始点的设置比较敏感。以及全RBF网络和kNN由于需要遍历所有数据集，因此预测时效率不高，所以不是很常用
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        线性网络假设函数


在本系列课程的第一讲里，曾讲到过一种称为“推荐系统”的问题，也就是根据用户对电影的评分历史，估计ta对一部新电影可能的评分。也就是说，对于第\(m\)部电影，其数据集\(\mathcal{D}_m\)可以表示为 \[
\{(\tilde{\bf x}_n = (n), y_n = r_{nm}): \  {\rm user\  }n{\rm\    rated\  movie\  }m\}
\] 这种数据与前面介绍的数据最大的不同是，\(\tilde{\bf x}_n\)是抽象特征，只是一个用户的编号ID。我们不知道ta背后是男是女，是长是幼，对电影是什么口味，只知道ta打过了哪些分数。那么如何从这些数据里学到每个用户的喜好呢？


首先，要考虑如何表示这种特征。需要注意的是，用户ID只是一个离散的数值，没有什么实际意义。此外，对用户ID的比较、四则运算等也是没有意义的（一般来说，用户ID越小，说明用户注册时间越早，所以可能会透露出一些额外的信息。不过这里认为评分和注册时间没有什么关系）。类似的特征有很多，例如人的血型，编程语言种类等等。这种没有数值关联性的特征通常称为类别特征。目前为止，介绍过的大部分模型基本都是接受数值特征，例外情况只有决策树及其延伸（例如随机森林）。因此，要把这些类别特征利用到更广泛的模型中，就需要将它们转成数值特征，这也是特征变换的一种。不过这种特征变换通常是预先定义好的，这种预先定义的动作就称为编码。一种比较简单的编码方式称为二值向量编码方式（binary vector encoding，更常见的称呼方法是独热编码 one hot encoding）：假设对于该变量有\(t\)种取值，那么就建立一个长度为\(t\)的数组，每一位都分给一种可能的取值情况。当该特征属于某种取值时，其对应的那一位置为1，其余位置为0。例如，人的血型有A、B、O和AB四种取值情况，那么这四个值可以分别表示为 \[
\begin{align*}
{\tt A} &= [1, 0, 0, 0]^\mathsf{T} \\
{\tt B} & = [0, 1, 0, 0]^\mathsf{T} \\
{\tt O} &= [0, 0, 1, 0]^\mathsf{T} \\
{\tt AB} &=[0, 0, 0, 1]^\mathsf{T} \\
\end{align*}
\] 因此，对第m个电影，编码后的数据\(\mathcal{D}_m\)可以表示为 \[
\{({\bf x}_n = {\rm OneHotEncoded}(n), y_n = r_{nm}): \  {\rm user\  }n{\rm\    rated\  movie\  }m\}
\] 进一步地，可以把用户对所有电影的评分收集起来，得到一个联合数据\(\mathcal{D}\) \[
\{({\bf x}_n = {\rm OneHotEncoded}(n), {\bf y}_n = [\begin{array}{cccccc}r_{n1} & ? &? &r_{n4} & r_{n5} & \ldots & r_{nM}\end{array}]^\mathsf{T})\}
\] 由于用户基本不可能对所有电影都作出过评分，因此可以将用户没有评过分的项用“？”标记起来


这个特征仍然抽象，还是需要考虑怎么做进一步的特征提取和变换。由于前面讲到的神经网络有这方面的功能，因此可以用神经网络来解决这个问题。假设网络使用如下结构构建：输入对应使用者，是一个\(N\)维独热编码过的向量，中间使用\(\tilde{d}\)个神经元做隐藏层，最后输出是一个\(M\)维的向量对应电影评分，那么这个网络很像前面的自动编码器，看上去应该是有提取特征的功能。注意为了简单起见，网络里不带常数项\({\bf x}_0^{(\ell)}\)。此外，这个应用里隐藏层不需要做非线性变换\(\tanh\)，因为输入向量太稀疏了。综合起来，网络的结构可以用下图表示。由于隐藏层都使用的是线性变换，因此该网络也可以称为线性网络



[image: 求解推荐系统问题的线性网络]求解推荐系统问题的线性网络

按照上图所示，将两层权重分别矩阵化 \[
\begin{align*}
{\rm V}^\mathsf{T} &= [w_{ni}^{(1)}] \in \mathbb{R}^{N \times \tilde{d}} \\
{\rm W} &= [w_{im}^{(2)}] \in \mathbb{R}^{\tilde{d} \times M}
\end{align*}
\] 则线性网络的假设函数可以写为 \[
h({\bf x}) = {\rm W^\mathsf{T}V}{\bf x}
\] 其中每个用户\(n\)的输出为\(h({\bf x}_n) = {\rm W}^\mathsf{T}{\bf v}_n\)，这里利用了稀疏向量的性质，\({\bf v}_n\)是\(\rm V\)的第\(n\)列


这样，用于推荐系统的线性网络，就是要最优化\(\rm V\)和\(\rm W\)


基本矩阵分解


前面给出的假设函数中，\({\rm V}{\bf x}\)这一项可以看作是对\({\bf x}\)做的特征变换\(\boldsymbol{\Phi}({\bf x})\)。这样，如果单独看第\(m\)个电影，其对应的实际上就是一个线性模型\(h_m({\bf x}) = {\bf w}_{m}^\mathsf{T}\boldsymbol{\Phi}({\bf x})\)，训练的目标就是希望这个模型对每个\(\mathcal{D}_m\)都能达到\({\bf w}_m^{\mathsf T}{\bf v}_n \approx y_n = r_{nm}\)的效果。因此，可以使用平方误差来做损失函数，即 \[
E_{\rm in}(\{ {\bf w}_m\}, \{ {\bf v}_n\}) = \frac{1}{\sum_{m=1}^M |\mathcal{D}_m|} \sum_{ {\rm user\  }n{\rm\  rated\  movie\  }m}(r_{nm} - {\bf w}_m^{\mathsf T}{\bf v}_n)^2
\] 由于内积的对称性，有\(r_{nm} \approx {\bf w}_m^{\mathsf T}{\bf v}_n = {\bf v}_n^\mathsf{T}{\bf w}_m\)。将这个式子矩阵化，有\(\rm R\approx V^\mathsf{T}W\)，其中\(\rm R\)是评分矩阵，\(\rm V\)是所有用户特征组成的矩阵，\(\rm W\)是所有电影特征（权重）组成的矩阵。如果能通过已知的一部分\(\rm R\)（不需要知道所有的元素）将其分解为\(\rm V\)和\(\rm W\)的乘积，那么就能得到使用者特征，和每部电影应该怎么做线性组合。也就是说，在这个模型里做的模型是由已知评分反推那些特征影响用户评分，以及每部电影有哪些元素。例如，某个维度可能对应用户是否喜欢喜剧片，以及电影是否是喜剧片，如下图所示



[image: 矩阵分解的物理意义]矩阵分解的物理意义

矩阵分解经常用来从抽象特征中提取具体特征


矩阵分解的最优化问题可以进一步推演 \[
\begin{align*}
\min_{\rm W, V}E_{\rm in}(\{ {\bf w}_m\}, \{ {\bf v}_n\}) &\propto \sum_{ {\rm user\  }n{\rm\  rated\  movie\  }m}(r_{nm} - {\bf w}_m^{\mathsf T}{\bf v}_n)^2 \\
&= \sum_{m=1}^M \left(\sum_{( {\bf x}_n, r_{nm}) \in \mathcal{D}_m} (r_{nm} - {\bf w}_m^{\mathsf T}{\bf v}_n)^2 \right)
\end{align*}
\] 这里可以看到又出现了两组变量，难以同时优化，但是可以交替优化：先固定\({\bf v}_n\)，最小化\({\bf w}_m\)，此时就是求解一组线性回归模型，不过不带常数项；然后，固定\({\bf w}_m\)，最小化\({\bf v}_n\)，也是求解一组线性回归模型，只是此时是求解关于用户的线性回归模型，而且也不带常数项。这种算法称为交替最小二乘法。其完整表述如下




		随机初始化\(\tilde{d}\)维向量\(\{ {\bf w}_m\}, \{ {\bf v}_n\}\)


		交替最小化\(E_{\rm in}\)：重复如下过程直到收敛

		最优化\({\bf w}_1, {\bf w}_2 ,\ldots, {\bf w}_M​\)，对第\(m\)个电影，对数据集\(\{({\bf v}_n, r_{nm})\}\)求解一个线性回归模型，更新\({\bf w}_m​\)


		最优化\({\bf v}_1, {\bf v}_2 ,\ldots, {\bf v}_N\)，对第\(n\)个用户，对数据集\(\{({\bf w}_m, r_{nm})\}\)求解一个线性回归模型，更新\({\bf v}_n\)













其实，前面讲的自动编码器也隐含了矩阵分解的思想。类比于矩阵分解的假设函数\({\rm R \approx V^\mathsf{T}W}\)，自动编码器的假设函数也可以写为\({\rm X \approx W(W^{\mathsf{T}}X)}\)。两者都是一种线性神经网络，在隐含层使用\(\tilde{d}\)个节点。只不过自动编码器的误差函数是在所有\(x_{ni}\)上做测量，而矩阵分解只在已知\(r_{nm}\)上做测量，而且前者能得到全局最优解，后者只能得到局部最优解。总而言之，自动编码器可以看作是矩阵分解的一种特殊形式


随机梯度下降


上述问题也可以用随机梯度下降（SGD）来求解：从数据集中选取一条数据，在这条数据上算梯度，做梯度下降。这种算法的效率非常高，而且易于实现，易于扩展到其它误差函数上


首先，写出对每一条数据的误差函数 \[
{\rm err}({\rm user\  }n, {\rm movie\  }m, {\rm rating\  }r_{nm}) = (r_{nm} - {\bf w}_m^{\mathsf T}{\bf v}_n)^2 
\] 其梯度非常好计算 \[
\begin{align*}
\nabla_{ {\bf v}_n}{\rm err} &= -2(r_{nm} - {\bf w}_m^{\mathsf T}{\bf v}_n){\bf w}_m \\
\nabla_{ {\bf w}_m}{\rm err} &= -2(r_{nm} - {\bf w}_m^{\mathsf T}{\bf v}_n){\bf v}_n
\end{align*}
\] 有趣的是，这两项梯度都正比于残差与另一组变量向量的乘积


套用前面讲过的SGD算法，使用SGD求解矩阵分解的过程可以写为



随机初始化\(\tilde{d}\)维向量\(\{ {\bf w}_m\}, \{ {\bf v}_n\}\)


对\(t = 0,1,\ldots, T\)



		在所有已知的\(r_{nm}\)里随机选取一个\((n, m)\)




		计算残差\(\tilde{r}_{nm} = (r_{nm} - {\bf w}_m^\mathsf{T}{\bf v}_n)\)




		SGD更新 \[
\begin{align*}
{\bf v}_n^{\rm new} &\leftarrow {\bf v}_n^{\rm old} + \eta \cdot \tilde{r}_{nm} {\bf w}_m^{\rm old} \\
{\bf w}_m^{\rm new} &\leftarrow {\bf w}_m^{\rm old} + \eta \cdot \tilde{r}_{nm} {\bf v}_n^{\rm old}
\end{align*}
\]










如果要求解的是大规模矩阵分解问题，SGD非常有效


台大团队在参加2011年KDD Cup比赛时用到的就是SGD矩阵分解，不过他们根据问题的场景做了一点有针对性的修改。这次比赛是根据用户之前一段时间的打分去预测后面一段时间的打分，也就是说训练数据的时间戳要比测试数据早一些。在运行SGD时，实际上最后\(T'\)次迭代里算法会倾向于把它在这段时间里看到的数据效果做好，因此台大队会故意让时间戳较晚的数据在比较靠后的迭代中训练。这意味着，如果了解了模型使用最优化的方式和里面的技巧，那么就能够在实际应用时修改算法以使其更符合问题的需要


特征提取模型小结


从神经网络开始所讲的模型基本都可以称为是特征提取模型。所谓特征提取模型，指的是在送入最终模型之前，将特征变换的过程也纳入学习过程，学习如何表示数据才能有更好的结果。例如在神经网络里，对数据的变换是隐藏层的权重\(w_{ij}^{(\ell)}\)，在RBF网络里是\(\boldsymbol{\mu}_m\)（其中KNN是RBF网络的特例），在矩阵分解里则是\({\bf v}_n\)（也可以是\({\bf w}_m\)）。从另一个角度看，AdaBoost或者GBDT也有一点特征提取模型的味道，这里对数据的变化是所有基分类器


不同的模型也有一些提取特征的技巧：Boosting算法里是函数梯度下降，神经网络和深度学习里是反向传播+SGD以及自动编码器，RBF网络里是K均值聚类，矩阵分解里是交替最小二乘，而KNN是“偷懒学习”（在测试时才遍历训练集作比较）


特征提取模型的优点是容易使用，减轻了人类提取特征的负担，而且如果使用了足够多的隐藏变量，模型的能力通常比较强；缺点是问题通常不是凸优化问题，比较难以优化，难以达到全局最优解，而且容易过拟合，需要合适的正则化方法或者验证方法。因此，这些模型用起来一定要小心
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        特征变换技术


关于特征变换，最开始讲的是核技巧。核技巧将可能非常多的特征变换都埋藏在了一个核操作中，包含了多项式核、高斯核和决策树桩核等。核需要满足Mercer条件，所有满足该条件的函数都可以做核函数，值得一提的是，两个核的和/积都还是核。核的应用非常广泛，无论是常见的方法诸如SVM、SVR还是概率SVM，或者是少见的模型例如核岭回归和核Logistic回归，其核心都是核方法的应用。它们都延伸了原有的线性模型，通过核得到复杂的特征


运用特征变换的第二种方法是模型聚合，这种方法的基本思想是将一些比较基础的预测模型\(g\)都看作是一种特征变换，将预测得到的结果聚合起来，使用一些聚合技术，得到一个更大的模型\(G\)。常见的\(g\)包括决策树桩、决策树、（高斯）RBF等等。如果已经有了若干个\(g\)，就可以做模型混合，比如公平投票法（均匀混合）、带权重的投票法（非均匀混合）和有条件的混合等等。如果没有\(g\)，可以使用诸如bagging的方法得到不一样的\(g\)让它们投票，例如随机森林；也可以一步步找到非常不一样的\(g\)，这样就是使用AdaBoost或者梯度Boost；而决策树和KNN有点类似于有条件混合的策略。从另一个角度，概率SVM也有一点模型混合的味道，只不过是先学到SVM，然后将其与一个常数模型做线性聚合


第三种方法是找出潜藏特征，把特征看作是一些隐藏的变量，然后使用传统的权重法将其组合起来。优化时，寻找特征和最后组合特征的过程是一起优化的，而特征的寻找有时还要借助一些无监督学习的方法。这部分常见的方法包括神经网络（神经元的权重）、RBF网络（找到中心点）和矩阵分解（例如找到用户/电影的隐藏特征）。其中RBF网络会使用k均值聚类方法，神经网络会使用自动编码器或PCA等方法


这些模型里还有一个共同的特点，但是容易被人所忽略，即它们都做了一些“特征降维”的方法，例如将特征从高维度到低维度的投影。例如决策树桩是把特征投影到\(\mathbb{R}\)上，PCA或者自动编码器是在最大程度保留信息的基础上做特征压缩，矩阵分解是把特征从抽象特征（用户ID）变换到具体特征上。而随机森林不仅做了一些随机的低维投影，还通过一些特征选择的方法选出最有用的若干特征


误差优化技术


接着，从最优化的角度来对前面学过的知识做一总结。最基本的最优化方法是梯度下降，即如果能够（大致）知道某个梯度的方向，就能把这个方向作为误差函数的一次逼近：往负梯度方向走一小步就可以。梯度下降及其变种随机梯度下降在很多模型中都有应用，例如Logistic回归、神经网络等。梯度下降的延伸方法，函数梯度下降+最陡下降（steepest descent）则是在AdaBoost和梯度Boost中使用


一些更困难的最优化问题需要经过一些数学推导，变型成已知的最优化问题。例如在对偶SVM中，是通过对偶方法推出对偶问题，并说明其等价于凸二次规划问题。而在核Logistic回归和核岭回归中，使用的是表示定理。PCA则是使用了特征值与特征向量方面的知识


另外一些比较困难的方法则是将其分解为一些子问题，分别求解。例如模型混合法，通常是先求解\(g\)，再求解\(G\)。自动编码器则是一层一层地推进。K均值聚类和矩阵分解使用的是交替求解法，而决策树则是使用了“分而治之”的思想


过拟合的避免


最后，再来看一个很重要的问题，就是如何消除或减小过拟合的影响。当模型很复杂时，这个步骤就更加重要。避免过拟合的一种方法是使用正则化，这种方法在很多算法中都有使用。例如SVM和AdaBoost是使用大边界的分类器（AdaBoost是隐含了这方面的思想），SVR、核模型等使用的是L2正则项，模型混合法加入了模型投票的机制，自动编码器使用的是降噪机制（类似于人类接种疫苗），决策树的剪枝，神经网络的dropout或提早停止（其中后者可以应用到任何基于梯度下降的算法），以及对模型做一些预设的限制，例如限制RBF网络的中心点数量


避免过拟合的另一种方法是验证法。例如随机森林使用OOB来做类似的检查，SVM和SVR可以检查支持向量的数量


机器学习实战


首先来看一下台大队在过去几次KDD Cup中使用的方法



		2010年KDD Cup，使用了模型混合的方法。混合的基模型一部分是Logistic回归，其输入为大量经过编码的原始特征；另一部分是随机森林，其输入为人类运用领域知识设计出来的特征


		2011年KDD Cup Track 1，基模型为矩阵分解模型（包括概率PCA）、受限玻尔兹曼机（自动编码器的一种扩展）、KNN、概率LSA、线性回归、神经网络、GBDT。对这些基模型，先使用非线性模型混合（例如神经网络和决策树），最后使用一次线性混合


		2012年KDD Cup Track 2，基模型为线性回归及其变种（例如SVR）、Logistic回归及其变种、矩阵分解及其变种。对这些基模型，先使用非线性模型混合（例如神经网络和GBDT），最后使用一次线性混合


		2013年KDD Cup Track 1，基模型为随机森林（使用了很多树）、GBDT变种，使用线性混合。对这次比赛，还投入了大量的精力来设计特征





总之，台大队经常获胜的秘诀就是精心设计领域知识+使用模型混合防止过拟合


ICDM在2006年给出过十大数据挖掘算法



		C4.5（决策树的另一种方法）


		K均值聚类


		SVM


		Apriori（一种典型数据挖掘的算法，找出频繁出现项）


		EM算法（可以看作是交替优化法的一种特例）


		PageRank（Google最原始分析网站重要性的方法，类似与矩阵分解）


		AdaBoost


		KNN


		朴素贝叶斯（一种简单的线性模型，权重通过数据的统计特性决定）


		C&RT





（当然现在最火的就是深度学习了:-P）




到此为止，台大林轩田老师的机器学习课笔记全部连载完毕，感谢您的阅读。当然，更感谢林轩田老师的精彩授课。在我看来，这是一门不可多得的中文机器学习课程，无论是深度和广度都是恰到好处。另外，这门课的作业设计也非常出色，如果能把这些作业做完，无疑能进一步地加深对这些知识点的理解，不管是从理论的角度，还是实现的角度，都是如此。本系列课程的永久网址可见 https://www.csie.ntu.edu.tw/~htlin/course/ml15fall/



      
    

