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前 言 

“概率论与数理统计”是高等学校的一门重要的数学基础

课，也是考研数学的重要组成部分。概率统计的数学思想和计

算方法已经成为科学技术、经济管理和人文社会等各个领域中

分析问题和解决问题的有效手段，因而备受广大科技工作者的

重视。但这门课程的理论体系抽象，概念难以理解、方法难以

掌握、思维难以展开、问题难以入手和习题难以作对等。为教

学之方便，我们组织相关人员对人民邮电出版社出版的《概率

论与数理统计及其应用》一书的全部习题做了较为详细的解答. 

全书共分 12 章，其中第 3、9 章由张素梅编写，第 4 章由

林椹尠编写，第 5、6 章由赵美霞编写，第 7、8 章由邢务强编

写，其余各章由李昌兴编写，最后由李昌兴统纂定稿. 

我们恳切希望本书能对广大读者朋友有所帮组。但我们水平

有限，书中疏漏不妥之处，恳请读者不吝赐教。 
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第一章  随机事件与概率 

1.1 写出下列随机试验的样本空间． 
(1) 生产某种产品直到生产出 10 件正品为止，描述总生产的产品件数的样本空间.  

(2) 某人射击一个目标，若击中目标，射击就停止，记录射击的次数的样本空间. 

(3) 在半径为 1的圆内任取一点，描述该点位置的坐标的样本空间.  

(4) 记录一个班一次数学考试的平均分数(设以百分制记分). 

(5) 对某工厂出厂的产品进行检查，合格品的记上“正品”，不合格品的记上“次品”，如连续

查出了 2件次品就停止检查，或检查了 4件产品就停止，记录检查的结果. 

解  (1) 设生产产品的总数为n，那么这一试验的样本空间 S应该是从 10 开始的一切整数，即
{ | 10S n n= ≥ 的整数}. 这是有限型的样本空间. 
(2) 因为射击是一次一次的进行下去，若击中目标，不再进行下次射击，若未击中目标，射击

就要继续进行. 所以射击进行的次数就是一切正整数，即样本空间为 {1,2,3, }S = " .这是无限可列

型的样本空间. 

(3) 设 圆 心 与原点重合，该点的坐标为 ),( yx ，那么这一试验的样本空间为
2 2{( , ) | 1}S x y x y= + < .这是无限不可列型的样本空间. 

(4) 以 n表示该班级的学生数，总成绩的可能取值为 0，1，2，3，⋯，100n，样本空间为

{ | 0,1,2, ,100 }iS i n
n

= = " . 

(5) 我们用 0表示检查到一件次品，用 1表示检查到一件正品，如 0110 表示第一次与第四次检

查到次品，而第二次与第三次检查到的是正品，样本空间可表示为 

{00,100,0100,0101,0110,1100,1010,1011,0111,1101,1110,1111}S = . 
1.2 一批产品中有合格品和废品，从中有放回地抽取三次，每次取一件，设 iA表示事件“第 i次

抽到废品”， ,3,2,1=i 试用 iA表示下列事件： 
(1) 第一次、第二次中至少有一次抽到废品. 
(2) 只有第一次抽到废品. 
(3) 三次都抽到废品. 
(4) 至少有一次抽到合格品. 
(5) 只有两次抽到废品. 
解 (1) 1 2A A∪ .      (2) 21 3.A A A             (3) 1 2 3A A A . 

(4) 1 2 3.A A A∪ ∪        (5) 1 2 3 1 2 3 1 2 3.A A A A A A A A A∪ ∪  
1.3袋中有 10个球，分别编有号码 1至 10，从中任取 1球，设 A表示事件“取得球的号码是偶

数”，B表示事件“取得球的号码是奇数”，C表示事件“取得球的号码小于 5“，问下列运算表示
什么事件：(1) A B∪ ；(2) AB；(3) AC；(4) ;AC (5) AC (6) ;CB ∪ (7) A C− . 

解  (1) A B S=∪ 是必然事件； 

(2) AB =∅是不可能事件； 
(3) AC = {取得球的号码是 2，4}； 
(4) AC＝{取得球的号码是 1，3，5，6，7，8，9，10}； 
(5) CA ＝{取得球的号码是奇数，且不小于 5}＝{取得球的号码为 5，7，9}； 

(6) CB ∪ ＝ CB ∩ ＝{取得球的号码是不小于 5的偶数}＝{取得球的号码为 6，8，10}； 

(7) A C AC− = = {取得球的号码是不小于 5的偶数}＝{取得球的号码为 6，8，10}. 
1.4 若 ( ) 0.5P A = ， ( ) 0.4P B = ， ( ) 0.3P A B− = ，求 ( )P A B∪ 和 ( )P A B∪ . 
解 由于 
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( ) ( ) ( ) ( )P A B P A AB P A P AB− = − = −  
那么由已知条件 
         ( ) ( ) ( ) 0.5 0.3 0.2P AB P A P A B= − − = − =  
于是 

( ) ( ) ( ) ( ) 0.5 0.4 0.2 0.7P A B P A P B P AB= + − = + − =∪  

( ) ( ) 1 ( ) 1 0.2 0.8P A B P AB P AB= = − = − =∪  

1.5设 BA, 为两事件且 6.0)( =AP ， 7.0)( =BP ，问(1) 在什么条件下 )(ABP 取到最大值，最

大值是多少？(2) 在什么条件下 )(ABP 取到最小值，最小值是多少？ 
解  (1) 因 为 AAB ⊂ ， BAB ⊂ ， 所 以 ( ) ( )P AB P A≤ ， ( ) ( )P AB P B≤ ， 即

( ) min{ ( ), ( )} 0.6P AB P A P B =≤ ，从而当 ( ) ( )P AB P A= 时， )(ABP 取得值最大，其值等于

6.0)( =AP .  
(2) 由概率加法公式 

( ) ( ) ( ) ( )P A B P A P B P AB= + −∪  
得 

( ) ( ) ( ) ( )P AB P A P B P A B= + − ∪ 0.6 0.7 ( )P A B= + − ∪  
1.3 ( )P A B= − ∪ .  

因为 0 ( ) 1P A B∪≤ ≤ ， ( ) ( ) ( )P S P A P B< + . 所以当 ( ) ( ) 1P A B P S= =∪ 时， ( )P A B∪ 取最

大值，从而 )(ABP 取最小值，且最小值为 3.0 .  

1.6设 CBA ,, 为三事件，且
1( ) ( ) ( )
4

P A P B P C= = = ， ( ) 1( )
8

P AB P BC= = ， ( ) 0P AC = ，

求(1) CBA ,, 都发生的概率；(2) CBA ,, 至少有一个发生的概率；(3) CBA ,, 都不发生的概率． 
解  (1) 由于且 ACABC ⊂ ，那么 )()(0 ACPABCP ≤≤ . 又 ( ) 0P AC = ，所以 CBA ,, 都发

生的概率为: ( ) 0P ABC = ; 
(2) CBA ,, 至少有一个发生的概率为 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )P A B C P A P B P C P AB P BC P AC P ABC= + + − − − +∪ ∪  
1 1 1 1 1 10
4 4 4 8 8 2

= + + − − − = . 

(3) CBA ,, 都不发生的概率为  
1( ) ( ) 1 ( )
2

P ABC P A B C P A B C= = − =∪ ∪ ∪ ∪  

1.7 在一标准英语词典中有 55 个由两个不相同的字母所组成的单词，若从 26 个英文字母中任
取两个字母予以排列，问能排成上述单词的概率是多少？ 

解  设 A表示事件“从 26 个英文字母中任取两个字母的排列能组成单词”，那么 2
26SV A= ，

55AV = ，于是 

2
26

55 11( )
130

A

S

VP A
V A

= = = . 

1.8某油漆公司发出 17桶油漆，其中柏油期 10桶、黑油漆 4桶、红油漆 3桶，在搬运过程中所
有标签脱落，交货人随意将这些油漆发给顾客. 问一个订货 4桶白漆、3桶黑漆和 2桶红漆的顾客能
按顾客所定颜色如数到货的概率是多少? 

解  设 A表示事件“能按顾客所定颜色如数到货”. 不妨设已给这些油漆桶编号，则总的选法
种数为

9
17C ，即

9
17SV C= ，有 4桶白漆，3桶黑漆，2桶红漆的总数为 4 3 2

10 4 3C C C⋅ ⋅ ，即
4 3 2
10 4 3AV C C C= ⋅ ⋅ ，

则所求概率为
4 3 2
10 4 3

9
17

252( )
2431

A

S

V C C CP A
V C

⋅ ⋅
= = = .  
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1.9 在分别写有 2，3，4，5，7，8的六张卡片中任取两张，把卡片上的数字组成一个分数，求
所得分数是既约分数的概率？ 
解  设以 A表示事件“所得分数为既约分数”. 事件 A相当于“所取两个数中至少有一个是奇

数”， A的对立事件 A是“所取两个数都不是奇数”，易见求 )(AP 较为容易，而 
2
3
2
6

1( ) ,
5

CP A
C

= =  

因此 
1 4( ) 1 ( ) 1 .
5 5

P A P A= − = − =
 

1.10 一批产品有 10 件，其中有 3件次品.(1)从中随机地取 3件，求恰有 2件次品的概率；(2)
从中连续取三次，每次取 1件，检查后不放回，求三次中恰好抽到 2件次品的概率；(3)从中连续取

三次，每次取 1件，检查后放回，求三次中恰好抽到 2件次品的概率. 

解 (1) 设 A表示“从中随机地取 3件，恰有 2件次品”. 在 10 件产品中随机取 3件的不同取
法数就是从 10 件产品中随机取 3件的组合数，即样本点总数为

3
10SV C= . 对于事件 A，在 3件产品

中恰有 2件次品共有
2
3C 种取法，有 1件正品共有

1
7C 中取法. 由乘法原理， A包含 2 1

3 7C C 个样本点，
即

2 1
3 7AV C C= . 于是所求概率为 

2 1
3 7

3
10

7( )
40

A

S

V C CP A
V C

= = =  

(2) 设B表示“从中连续取三次，每次取 1 件，检查后不放回，三次中恰好抽到 2 件次品”.
在 10 件产品中连续取三次，每次取 1 件，检查后放回的不同取法数就是从 10 件产品中随机取 3 件

的排列数，即样点总数为
3
10V A= . 对于事件 B，在三次抽取中，恰有 2次取到次品，1次取到正品

的取法数
2 1 3
3 7 3C C P ，即 2 1 3

3 7 3BV C C P= . 于是所求概率为 

2 1 3
3 7 3

3
10

7( )
40

B

S

V C C PP B
V P

= = =  

(3) 设事件C表示“从中连续取三次，每次取 1件，检查后放回，3次中恰好抽到 2件次品”. 
由于检查后放回，所以每次抽取都有 10 种不同的取法，根据乘法原理，连续取 3次的不同取法数，

即样本空间包含的样本点总数为 10 10 10SV = × × . 对于事件C，我们设想把 3 件产品放在 3 位置
上，在 3个位置挑出 2个位置放次品，共有

2
3C 挑选法，再者次品有3 3× 种取法，正品有 7种取法. 

由乘法原理，C包含的样本点总数为 2 2 1
3 73CV C C= × × .所求概率为 

2 2 1
3 7

3

3 189( )
10 1000

C

S

V C CP C
V

⋅
= = = . 

1.11 已知 10 个晶体管中有 7 个正品及 3 个次品，每次任意抽取一个进行测试，测试后不再放
回，直至把 3个次品都找到为止，求需要测试 7次的概率.  
解  测试 7次，就是从 10个晶体管中不放回地抽取 7个晶体管，其样本空间所包含的样本点的

总数为 7
10SV P= . 设事件 A表示“经过 7次测试，3个次品都已找到”，这就是说在前 6次测试中有 2

次找到次品，而在第 7次测试时找到了最后一个次品或者前 7次测试均为正品，最后剩下的 3个就
是次品，由于 3 个次品均可在最后一次被测试到，所以事件 A 所包含的样本点数为

2 4 4 7
6 4 7 73! 7!AV C C P C= ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ . 因此，所求概率为 

2 4 4 7
6 4 7 7

7
10

3! 7! 2( ) .
15

A

S

V C C P CP A
V P

⋅ ⋅ ⋅ + ⋅
= = =  

1.12 三封信随机投向标号为 I、II、III、IV 的四个邮筒投寄，试求:(1) 第 II 邮筒内恰好被投入
一封信的概率；(2) 前三个邮筒内均有信的概率；(3) 三封信平均被投入两个邮筒内的概率.  

解  设 A表示“第 II邮筒内恰好被投入一封信”，B表示“前三个邮筒均有信”，C表示“三封
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信平均被投入两个邮筒”. 由题意每封信被投到每个邮筒的概率都是 4
1 ，即每封信各自都有 4 种不

同的分配方式，因此，3 封信有 34 种不同的分配方法，每一种分法对应着一个样本点，因而样本空
间所包含的样本点总数为

34 64SV = = ；第 II邮筒内恰好被投入一封信可以分为两步:先从三封信中

任选一封信被投入第 II邮筒，共有 1
3C 中选法，而后再把剩下的两封信随机投入其余的三个邮筒，共

有
23 种方式，从而 A所包含的样本点总数为 1 2

3 3 27AV C= ⋅ = ；同样可知B所包含的样本点总数是
3的全排列，即 3

3 6BV P= = ；事实上，我们不可能把三封信平均投入到两个邮筒，也就是说事件C
是一个不可能事件，所以 0CV = .故所求概率分别为 

27( )
64

A

S

VP A
V

= = ， 
3( )

32
B

S

VP B
V

= = ， ( ) 0C

S

VP C
V

= = . 

1.13 在 1—2000的整数中随机地取一个数，问取到的整数既不能被 6整除，又不能被 8整除的
概率是多少?  
解  设 A ={取到的数能被 6整除}、B ={取到的数能被 8整除}、C ={取到的整数既不能被 6整

除，又不能被 8整除}，则C A B= ∪ . 所以 

( ) ( ) 1 ( ) 1 [ ( ) ( ) ( )]P C P A B P A B P A P B P AB= = − = − + −∪ ∪ . 
下面分别计算事件 , ,A B C的概率.  

由于
2000333 334

6
< < ，故 A所包含的样本点总数为 333，因此

333( )
2000

P A = ； 

由于
2000 250

8
= ，故B所包含的样本点总数为 250，因此

250( )
2000

P B = . 

又因为一个数同时能被 6与 8整除，就相当于被它们的最小公倍数整除.注意到
200083 84
24

< < ，

AB所包含的样本点总数为 83，于是
83( )

2000
P AB = . 那么，所求概率 

( ) 1 ( ) 1 [ ( ) ( ) ( )]P C P A B P A P B P AB= − = − + −∪  
333 250 83 31 [ ]
2000 2000 2000 4

= − + − = . 

1.14 某人午休醒来，发现表已停止，他打开收音机，想听电台报时，设电台是整点报时一次，
求他等待报时的时间短于 10min 的概率. 

解  以分钟为单位，记上一次报时的时刻为 0，则下一次报时的时刻为 60，于是这个人打开收
音机的时刻必在 (0,60) 内，即 { | 0 60}S x x= < < . 记 A表示“等待时间短于 10min”，则

{ | 50 60}A x x= < < . 于是 

( ) 60 50 1( )
( ) 60 0 6

m AP A
m S

−
= = =

−
. 

1.15 在 (0,1)中随机地取两个数，求它们乘积不大于 1
4
的概率.  

解  设 ,x y在 (0,1)中随机地取两个数，那么 {( , ) | 0 1,0 1}S x y x y= < < < < ，

1{( , ) | 0 1,0 1, }
4

A x y x y xy= < < < < ≤ . 

从而所求概率 

AP
S

=
的面积

的面积

1
1
4

1 1 1 1 ln 4 0.597
4 4 4

dx
x

= + = + ≈∫ . 

    1.16  将长为 L的细棒随机截成三段，求三段构成三角形的概率. 
解  设棒的左端点为数轴上的原点，两折点的坐标分别为 ,x y，且 x y< ，如图 1-2所示，则这
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是的样本空间 
{( , ) | 0 , , , }S x y x y z L x y z L= < < + + =  

注意到三段长度依次为 , ,x y x L y− − ，于是 

{( , ) | , , , }
2 2 2
L L LA x y x x x y S= < < + ∈ . 

S是直角边为 L的直角三角形， A是直角边为 / 2L 的直角三角形. 由几何概率的定义，所求概

率为
1( )
4

P A = . 

1.17已知 ( ) 0.7P A = ， ( ) 0.4P B = ， ( ) 0.5P AB = ，求 ( | )P B A B∪ . 

解   
( ( )) ( ( ))( | )

( ) ( )
P B A B P BA BBP B A B

P A B P A B
= =

∪ ∪∪
∪ ∪

 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
P BA P A P AB

P A B P A P B P AB
−

= =
+ −∪

 

1 ( ) ( ) 1
41 ( ) 1 ( ) ( )

P A P AB
P A P B P AB

− −
= =

− + − −
. 

1.18已知
1( )
4

P A = ，
1( | )
3

P B A = ，
1( | )
2

P A B = ，求 ( )P A B∪ . 

解  
1( ) ( ) ( | )

12
P AB P A P B A= ⋅ = ，

( ) 1( )
( | ) 6

P ABP B
P A B

= = . 

1 1 1 1( ) ( ) ( ) ( )
4 6 12 3

P A B P A P B P AB= + − = + − =∪ . 

1.19 甲、乙两班共有 70名同学，其中女同学 40名，设甲班有 30名同学，其中女同学 15名. 问
再碰到加班同学时，正好碰到一名女同学的概率.  

解  设 A表示事件“碰到甲班同学”，  B 表示事件“碰到女同学”，由题意 15( )
70

P AB = . 

30( )
70

P A = ，所以 

( ) 15/ 70 1( | )
( ) 30 / 70 2

P ABP B A
P A

= = =  

1.20 从混有 5张假钞的 20张百元钞票中任意抽出 2张， 将其中 1张放到验钞机上检验发现是
假钞，求抽出 2 张都是假钞的概率. 

解  令 A表示事件“抽到 2张中至少有 1张假钞”，B表示事件“抽到 2 张都是假钞”. 由已知条
件 

2
15
2
20

17( ) 1 ( ) 1
38

CP A P A
C

= − = − = ，
2
5
2
20

1( )
19

CP B
C

= = . 

注意到B A⊂ ，于是所求的概率为 
( ) ( ) 1/19 2( | )
( ) ( ) 17 / 38 17

P AB P BP B A
P A P A

= = = =  

1.21 盒中装有 5个球，其中有 3个白球，2个黄球，从中任意取两次，每次取 1个球，观察之
后不放回，设 A表示“第 1次取到的是白球”，B表示“第 2次取到的是白球”，求条件概率 )|( ABP
及 )|( BAP . 

解  由已知条件
5
3)( =AP ，

10
3)( 2

5

2
3 ==

C
CABP ，那么根据条件概率定义得 
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2
1

5/3
10/3

)(
)()|( ===

AP
ABPABP . 

又因为
)(
)()|(

BP
ABPBAP = 及 BAABB ∪= ，所以 

1 1 1 1
3 2 2 3
1 1 1 1
5 4 5 4

6( ) ( ) ( )
10

C C C CP B P AB P AB
C C C C

= + = + =  

因此 
( ) 1( | )
( ) 2

P ABP A B
P B

= = . 

1.22 某地区一工商银行的贷款范围内有甲、乙两家同类企业，设一年内甲申请贷款的概率为
0.15，乙申请贷款的概率为 0.2，在甲不向银行申请贷款的条件下，乙向银行申请贷款的概率为 0.23，
求在乙不向银行申请贷款的条件下，甲向银行申请贷款的概率.  
解  设 A表示“一年内甲向银行申请贷款”，B表示“一年内乙向银行申请贷款”，由已知条件

2.0)( =BP ， 15.0)( =AP ， 23.0)|( =ABP . 本题所求概率是 )|( BAP . 由条件概率公式有

)(
)()|(

BP
BAPBAP = ，又因为 

0045.0)|()()()()()( =−=−= ABPAPBPBAPBPABP ， 

( ) ( ) ( ) 0.1455= − =P AB P A P AB ， 
故所求概率为 

( )( | ) 0.181875
( )

P ABP A B
P B

= = . 

1.23 某厂的产品中 4%的废品，在 100件合格品种由 75件是一等品，试求在该厂的产品中任取
一件产品是一等品的概率.  
解 设 A表示事件“任取一件是合格品”，B表示事件“任取一件是一等品”，依据题意 ( )P AB . 

由于 
( ) 1 ( ) 0.96P A P A= − = ， ( | ) 0.75P B A = . 

所以 
96 75( ) ( ) ( | ) 0.72

100 100
P AB P A P B A= = × = . 

    1.24 设 50件产品中有 5见次品，每次取一件，不放回得取 3件， iA表示事件“第 i次抽取到次
品”，其中 1,2,3i = . 试求 1( )P A ， 1 2( )P A A ， 1 2 3( )P A A A .  
解  由题意 

1
5( ) 0.1

50
P A = = ； 

1 2 1 3 1
5 4( ) ( ) ( | ) 0.0082

50 49
P A A P A P A A= = × ≈ ； 

1 2 3 1 2 1 3 1 2
5 45 4( ) ( ) ( | ) ( | ) 0.0077

50 49 48
P A A A P A P A A P A A A= = × × ≈  

1.25 设有甲、乙两袋，甲袋中装有 n只白球、m只红球；乙袋中装有 N只白球. M只红球，今
从甲袋中任意取一只球放入乙袋，再从乙袋中任意取一只球. 问取到白球的概率是多少？ 

解  设 1B 为从甲袋中取到白球， 2B 为从甲袋中取到红球，A为从乙袋中取到白球，由全概率

公式 
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   1 1 2 2( ) ( ) ( ) ( ) ( )P A P A B P B P A B P B= ⋅ + ⋅  

        
1

1 1
N n N m

M N m n M N m n
+

= ⋅ + ⋅
+ + + + + +

 

1.26 某种产品的商标为“MAXAM”，其中有两个字母脱落，有人捡起随意放回，求放回后仍
为“MAXAM”的概率. 

解 以事件 1A， 2A ， 3A ， 4A ， 5A 分表示事件“脱落M、M”，“脱落 A、A” “脱落M、A” 

“脱落 X、A” “脱落 X、M”以B表示“放回后仍为‘MAXAM’”，所求概率为 ( )P B . 显然 1A，

2A ， 3A ， 4A ， 5A 两两互不相容，且 1 2 3 4 5A A A A A = Ω∪ ∪ ∪ ∪ . 又由题意 
2
2

1 2
5

1( )
10

CP A
C

= = ，
2
2

2 2
5

1( )
10

CP A
C

= = ，
1 1
2 2

3 2
5

4( )
10

C CP A
C

= = ， 

1 1
1 2

4 2
5

2( )
10

C CP A
C

= = ，
1 1
1 2

5 2
5

2( )
10

C CP A
C

= =  

而 

1 2( | ) ( | ) 1P B A P B A= = ， 3 4 5
1( | ) ( | ) ( | )
2

P B A P B A P B A= = =  

由全概率公式得 
5

1

1 1 2 1 1 3( ) ( ) ( | )
10 10 10 10 10 5i i

i
P B P A P B A

=

= = + + + + =∑  

1.27 有朋自远方来，他坐火车、坐船、坐汽车和坐飞机的概率分别为 0.3，0.2，0.1，0.4，若
坐火车，迟到的概率是 0.25；若坐船，迟到的概率是 0.3；若坐汽车，迟到的概率是 0.1；若坐飞

机则不会迟到.求他最后可能迟到的概率. 

解 设B表示“迟到”， 1A， 2A ， 3A ， 4A 分别表示乘“火车、船、汽车、飞机”，则
4

1
i

i

B BA
=
∪＝ ，

且按题意 

1( | ) 0.25P B A = ， 2( | ) 0.3P B A = ， 3( | ) 0.1P B A = ， 4( | ) 0P B A =   

由全概率公式有 
4

1
( ) ( ) ( | ) 0.3 0.25 0.2 0.3 0.1 0.1 0.145i i

i
P B P A P B A

=

= = × + × + × =∑  

1.28  已知男人中有 5％是色盲患者，女人中有 0.25％是色盲患者，今从男女人数相等的人群中
随机地挑选一人，恰好是色盲患者，问此人是男性的概率是多少？ 
解  设事件 1B 表示“选出的是男性”，事件 2B 表示“选出的是女性”，事件 A表示“选出的是

色盲患者”. 因为 1 2 1 2, ,B B S B B= =∅∪ 且由已知条件 

1( | ) 0.05P A B = ， 2( | ) 0.0025P A B = ， 1
1( )
2

P B = ， 2
1( )
2

P B = . 

所求概率为 1( | )P B A . 由贝叶斯公式得 

1 1
1

1 1 2 2

( ) ( ) 0.05 0.5 20( | )
( ) ( ) ( ) ( ) 0.05 0.5 0.0025 0.5 21

P A B P B
P B A

P A B P B P A B P B
⋅ ×

= = =
⋅ + ⋅ × + ×

 

1.29 一道单项选择题列出了 5个答案，一个考生可能正确理解而选对答案，也可能乱猜一个. 假

设他知道正确答案的概率为
1
3
，乱猜选对答案的概率为

1
5
. 如果已知它选对了，试求他确实知道正

确答案的概率.  

解 设事件 A表示“考生选对了”，事件B表示“考生知道正确答案”. 由题意可知 ( | ) 1P A B = ，
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1( | )
5

P A B =  ，
1( )
3

P B = . 由贝叶斯公式得所求概率为 

1 1( ) ( | ) 53( | ) 1 2 1( ) ( | ) ( ) ( | ) 71
3 3 5

P A P B AP B A
P A P B A P A P B A

×
= = =

+ × + ×
 

1.30 设有两台机床加工同样的零件，第一台机床出废品的概率为 0.03，第二台机床出废品的概
率是 0.02. 加工出来的零件混放在一起，并且已知第一台机床加工的零件比第二台机床多一倍. (1) 

求任意取出的一个零件是合格品的概率；(2) 如果任意取出一个零件经过检验后发现是废品，求他

是第二台机床加工的概率. 

解 设事件 A表示任取得一个零件是合格品，事件 iB 表示零件是第 i台机床加工的， 1,2i = . 由

题意知 

1
2( )
3

P B = ， 2
1( )
3

P B = ， 1( | ) 0.97P A B = ， 2( | ) 0.98P A B =  

(1) 由全概率公式得 

1 1 2 2( ) ( ) ( | ) ( ) ( | )P A P B P A B P B P A B= +  

2 1 730.97 0.98
3 3 75

= × + × =  

(2) 由于 

2( ) 1 ( )
75

P A P A= − = ， 2 2( | ) 1 ( | ) 0.02P A B P A B= − =  

于是由条件概率公式得 

2 2 2
2

1 0.02( ) ( ) ( | ) 12( | ) 2( ) ( ) 4
75

P B A P B P A BP B A
P A P A

×
= = = =  

1.31 有两箱同种类的零件，第一箱装 50只，其中 10只一等品；第二箱装 30只，其中 18只一
等品，今从两箱中任挑出一箱，然后从该箱中取两次做不放回抽样.求:(1) 第一次取得零件是一等品
的概率；(2) 已知第一次取的零件是一等品，第二次取到的零件也是一等品的概率.  
解  设事件 iA 表示“任挑一箱是第 i条箱”， iB 表示“第 i次取到的零件是一等品”，其中 2,1=i . 

因为“第一次取的零件是一等品”发生的原因有:此一等品可能是第一箱的零件，也可能是第二箱的

零件，因此 21, AA 是 1B 发生的原因，故 21, AA 是样本空间 S的一个划分，且 1 2
1( ) ( )
2

P A P A= = . 由

题设有 

5
1)|( 1

50

1
10

11 ==
C
CABP ，

5
3)|( 1

30

1
18

21 ==
C
CABP . 

(1) 由全概率公式得第一次取得零件是一等品的概率为 

1 1 1 1 2 1 2( ) ( ) ( | ) ( ) ( | )P B P A P B A P A P B A= ⋅ + ⋅
5
3

2
1

5
1

2
1

⋅+⋅= 2 .
5

=  

(2) 由条件概率及全概率公式有 

)(
)()|(

1

21
12 BP

BBPBBP = 1 1 2 1 2 1 2 2

1

( ) ( | ) ( ) ( | )
( )

P A P B B A P A P B B A
P B
+

=  

1241
690

2
1

2
1

2
5

2
30

2
18

2
50

2
10 =⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⋅+⋅=
C
C

C
C

 

1.32 甲、乙、丙三人同时独立地向同一目标各射击一次，命中率分别为 1/3，1/2，2/3，求目
标被命中的概率. 
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解 记B＝{命中目标}， 1 2 3{ } { } { }A A A= 甲命中， ＝乙命中， ＝丙命中 ，则 1 2 3B A A A= ∪ ∪ ，

因而 

1 2 3 1 2 3
2 1 1 1 8( ) 1 ( ) 1 ( ) ( ) ( ) 1 1
3 2 3 9 9

P B P A A A P A P A P A= − = − = − × × = − =  

1.33 进行摩托车比赛，在地段甲、乙之间设立了 3个障碍. 设骑手在每一个障碍前停车的概率
为 0.1，从乙地到终点丙地之间骑手不停车的概率为 0.7，假定骑手是否在各障碍及从乙地到终点丙

地之间停车相互独立，试求在地段甲、丙之间骑手不停车的概率. 

解 设 A表示事件“骑手在甲、丙之间不停车”，B表示“骑手在乙、丙之间不停车”， iA表示
事件“骑手在甲、乙之间第 i个障碍前停车”. 1,2,3i = ，则 

( ) 0.1iP A = ， ( ) 0.7P B = ， 1,2,3i = . 

又 1 2 3A A A A B= ，由独立性可得 

       
3

1 2 3 1 2 3( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) (1 0.1) 0.7 0.5103P A P A A A B P A P A P A P B= = = − × = . 

1.34 甲、乙、丙三部机床独立工作，而由一名工人照管，某段时间内它们不需要工人照管的概
率分别为 0.9，0.8 及 0.85. 求在这段时间内有机床需要工人照管的概率、机床因无人照管而停工的
概率以及恰有一部机床需要工人照管的概率？ 

解  设事件 CBA ,, 分别表示在这段时间内机床甲、乙、丙不需要工人照管. 有机床需要工人照
管也就是至少有一部机床需要工人照管，另外我们应注意到三部机床由一名工人照管，即因无人照

管而停工等价于在该段时间内至少有两部机床同时需要工人照管. 又已知条件， CBA ,, 相互独立，

且 9.0)( =AP ， 8.0)( =BP ， 85.0)( =CP . 则有机床需要工人照管的概率 

)(1)( ABCPCBAP −=++ 388.0)()()(1 =−= CPBPAP . 
因无人照管而停工的概率 

)( ACCBBAP ++ )(2)()()( CBAPACPCBPBAP −++= 059.0= . 
恰有一部机床需要工人照管的概率 

( ) ( ) ( ) ( )P ABC ABC ABC P ABC P ABC P ABC+ + = + +  

)()()()()()()()()( CPBPAPCPBPAPCPBPAP ++=  
= 0.9 0.8 0.15 0.9 0.2 0.85 0.1 0.8 0.85 0.329× × + × × + × × = . 

1.35 设六个相同的元件，如图 1-9 所示那样安置在线路中，设每个
元件不通达的概率为 p，求这个装置通达的概率.假定各个元件通达与
否是相互独立的. 

解 记 A ＝{通达}， iA ={元件 i 通达}， 1,2,3,4,5,6i =  则

1 2 3 4 5 6A A A A A A A∪ ∪= ，所以 

1 2 3 4 5 6 1 2 3 4 3 4 5 6

1 2 5 6 1 2 3 4 5 6

( ) ) ) ) )
             ) )
P A P A A P A A P A A P A A A A P A A A A

P A A A A P A A A A A A
= + + − −

− +
） （ （ （ （ （

（ （
    

.)1()1(3)13 642 ppp −+−−−=（  

1.36 有两个裁判组，第一组由 3个人组成，其中两个人独立以概率 p做出正确的裁定，而第三
个人以掷硬币决定，最后结果根据多少人的意见决定. 第二组由一人组成，他以概率 p 做出正确的
裁定. 试问这两个组哪一组做出正确的概率大？ 

解  只要把第一组的正确裁定概率计算出来，再与 p比较即可，为此应先搞清楚“最后结果根
据多数人意见决定”指的是什么，即指的是“第一组至少应该有两个人做出正确裁定”这个事件，

为了计算这个事件的概率，不妨设 CBA ,, 分别表示事件“第一组的三个人各自做出正确裁定”，D
表示“第一组做出正确裁定”，则D =  ABC ABC ABC ABC∪ ∪ ∪ ，由题设 pBPAP == )()( ， 

2
1)( =CP . 

由于 CBA ,, 是相互独立的，利用加法定理得 

 
图 1-9 
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( ) ( )P D P ABC ABC ABC ABC= ∪ ∪ ∪  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )P A P B P C P A P B P C P A P B P C P A P B P C= + + +  
1 1 1 1(1 ) (1 )
2 2 2 2

p p p p p p p p= ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ − ⋅ + − ⋅ ⋅  

,p=  
这样，两个裁判组正确裁定的概率一样大. 
1.37 一份英语试卷，有 10道选择题，每题由 4个选项，其中只有一个是正确答安. 某同学投机

取巧，随意填空，试问他至少填对 6道题的概率.  

解  设 A表示事件“至少填对 6 道题“. 这是一个伯努利摡型，随意填对的概率为
1
4
，即此处

110,
4

n p= = . 则 

10 10
10

10 10
6 6

1 3( ) ( ) ( ) ( )
4 4

k k k

k k

P A P k C −

= =

= =∑ ∑  

0.01622 0.00309 0.000389 0.00003 0 0.01973≈ + + + + = . 
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第 2章  随机变量及其分布 

2.1 一个靶子是半径为 2m 的圆盘，设击中靶上任何一同心圆上点的概率与该圆盘的面积成正
比，并设射击都能中靶，以 X 表示弹着点与圆心的距离. 试求随机变量 X 的分布函数. 

解 设 X 的分布函数为 ( )F x ，即 ( ) { }F x P X x= ≤ . 由已知 

当 0x < 时，{ }X x≤ 是不可能事件，从而 ( ) 0F x = ； 

当 2x ≥ 时，{ }X x≤ 是必然事件，那末 ( ) 1F x = ； 

当 0 2x≤ ≤ 时，由题意
2{0 }P X x kx≤ ≤ = ， k 是一常数，为了确定 k 的值，取 2x = ，有

2{0 } 2P X x k≤ ≤ = ，但已知 {0 } 1P X x≤ ≤ = ，故得
1
4

k = ，即 

21{0 }
4

P X x x≤ ≤ = . 

于是 

       
21( ) { } { 0} {0 }

4
F x P X x P X P X x x= ≤ = < + ≤ ≤ = . 

综上所述，所求随机变量 X 的分布函数为 
0, 0,

1( ) , 0 2,
4
1, 1.

x

F x x x

x

<⎧
⎪⎪= ≤ <⎨
⎪

>⎪⎩

  

2.2 设随机变量 X 的分布函数为 
( ) arctan ,F x A B x x= + −∞ < < +∞， 

试求 (1) 常数 ,A B；(2) 随机变量 X 落在区间 ( 1,1]− 内的概率． 
解  (1)  由分布函数的基本性质得 

( ) 1, 1 12 , .
2( ) 0.

2

F A B
A B

F A B

π

π π

⎧ +∞ = + =⎪⎪ ⇒ = =⎨
⎪ −∞ = − =
⎪⎩

 

(2) 所求概率为 
1( 1 1) (1) ( 1) .
2

P X F F− < ≤ = − − =  

2.3已知随机变量随机变量 X 的概率分布为 { }
3k

aP X k= = ， 0,1,2,3k = ，试求 (1) 常数 a ; (2) 

{ 1}P X ≤ ；(3) 
1 5{ }
2 2

P X< < ． 

解 (1) 由于 
40{ 0} { 1} { 2} { 3}

3 9 27 27
a a aP X P X P X P X a a= + = + = + = = + + + = ， 

由概率分布的性质，得
40 1
27

a = ，即
27 .
40

a =  

(2) { 1} { 0} { 1} 0.9P X P X P X≤ = = + = = . 
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(3) 
1 5{ } { 2} { 1} 0.3
2 2

P X P X P X< < = = + = = . 

2.4 一箱中装有 6件产品，其中 2件是二等品，现从中随机取出 3件，试求取出的二等品件数 X
的概率分布及其分布函数. 

解 由题意随机变量 X 的所有可能取值为 0，1，2. 在 6 件产品中任取 3 件共有 3
6C 种取法，从

而 
3
4
3
6

1{ 0}
5

CP X
C

= = = ，
1 2
2 4

3
6

3{ 1}
5

C CP X
C

= = = ，
2 1
2 4

3
6

1{ 2}
5

C CP X
C

= = =  

所以， X 的概率分布为 
X  0 1 2 

kp  1
5
 

3
5
 

1
5
 

当 0x < 时， ( ) ( ) 0F x P X x= ≤ = ； 

当0 1x≤ < 时， ( ) ( ) ( 0) ( 0) (0 )F x P X x P X P X P X x= ≤ = < + = + < ≤ ，又由已知 

( 0) (0 ) 0P X P X x< = < ≤ = ，所以
1( ) ( 0)
5

F x P X= = = . 

当1 2x≤ < 时，
4( ) ( ) ( 0) ( 1)
5

F x P X x P X P X= ≤ = = + = = ； 

当 2x ≥ 时， ( ) ( ) ( 0) ( 1) ( 2) 1F x P X x P X P X P X= ≤ = = + = + = = . 

综上所述，随机变量 X 的分布函数为 
0, 0,
1 , 0 1,
5( )
4 , 1 2,
5
1, 2.

x

x
F x

x

x

<⎧
⎪
⎪ ≤ <
⎪= ⎨
⎪ ≤ <
⎪
⎪ ≥⎩

 

2.5 已知离散型随机变量 X 的分布函数为 
0, 1,

0.4, 1 1,
( )

0.8 1 3,
1 3.

x
x

F x
x

x

< −⎧
⎪ − ≤ <⎪= ⎨ ≤ <⎪
⎪ ≥⎩

 

写出随机变量 X 的概率分布. 
解  由分布函数可看到随机变量 X 的取值为：-1，1，3. 再根据分布函数的性质可得 

( 1) ( 1) ( 1) ( 1) ( 1 0) 0.4 0 0.4P X P X P X F F= − = ≤ − − < − = − − − − = − =  

( 1) ( 1) ( 1) (1) (1 0) 0.8 0.4 0.4P X P X P X F F= = ≤ − < = − − = − =  

( 3) ( 3) ( 3) (3) (3 0) 1 0.8 0.2P X P X P X F F= = ≤ − < = − − = − =  

即 X 的概率分布为 
X  -1 1 3 

kp  0.4 0.4 0.2 

2.6一汽车沿一街道行使到达一目的地，需要通过 4个均设有红绿信号灯的路口，每个路口信号
灯为红或绿与其它路口信号灯为红或绿相互独立，且红或绿两种信号显示的时间为 1:2，以 X 表示
该汽车首次停下时已通过有红绿灯等的路口数，试求 X 的概率分布. 

解  根据已知条件，随机变量 X 的所有可能取值为 0，1，2，3，4.设 iA = {汽车在第 i个路口

信号灯首次禁止通过}， 1 2 3 4, , ,A A A A 相互独立，且 1( )
3iP A = ，所以 
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1
1( 0) ( )
3

P X P A= = = ， 1 2 1 2
2( 1) ( ) ( ) ( )
9

P X P A A P A P A= = = = ， 

1 2 3 1 2 3
4( 2) ( ) ( ) ( ) ( )

27
P X P A A A P A P A P A= = = = ， 

1 2 3 4 1 2 3 4
8( 3) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
81

P X P A A A A P A P A P A P A= = = = ， 

1 2 3 4 1 2 3 4
16( 4) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
243

P X P A A A A P A P A P A P A= = = = ， 

因此，所求概率分布为 
X  0 1 2 3 4 

kp  
1
3

 
2
9

 
4

27
 

8
81

 
16
243

 

2.7一个盒子中装有 4个小球，球上分别标有 0，1，1，2 的号码数，有放回地取 2个球，以 X
表示两次抽到球上号码数的乘积，求 X 的概率分布. 

解 由题意随机变量 X 的所有可能取值为 0，1，2，4. 设 1X ， 2X 分别表示两次抽取得号码数，
则 

1 2 1 2 1 2( 0) ( 0 0) ( 0) ( 0) ( 0) ( 0)P X P X X P X P X P X P X= = = = = = + = − = =∪  

1 1 1 1 7
4 4 2 2 16

= + − × = . 

1 2 1 2
2 2 1( 1) ( 1, 1) ( 1) ( 1)
4 4 2

P X P X X P X P X= = = = = = = = × = . 

1 2 1 2( 2) {( 1, 2) ( 2, 1)P X P X X X X= = = = = =∪  

1 2 1 2
2 1 1 2 1( 1) ( 2) ( 2) ( 1)
4 2 2 4 4

P X P X P X P X= = = + = = = × + × = . 

1 2 1 2
1 1 1( 4) ( 2, 2) ( 2) ( 2)
4 4 16

P X P X X P X P X= = = = = = = = × = . 

因此，所求概率分布为 
X  0 1 2 4 

kp  
7

16
 

1
4

 
1
4

 
1

16
 

2.8 设有 10 件产品,其中 7 件是正品,3 件是次品.每次从这批产品中任取一件,在下列三种情况
下,求直到取到正品为止所需抽取次数的概率分布. (1) 每次取出的产品不再放回；(2) 每次取出的

产品仍放回；(3) 每次取出一件后总是另取一件正品放回到这批产品中. 

解  设直到取到正品为止所需抽取的次数为 X . 
(1) 因为总共有 3 件次品,在不放回抽取的情况下,最多需 4 次就可取到正品,所以 X 的可能取

值为1,2,3,4 .且 
7( 1)

10
P X = = ,                 

3 7 7( 2)
10 9 30

P X = = × = , 

3 2 7 7( 3)
10 9 8 120

P X = = × × = ,    
3 2 1 7 1( 4)

10 9 8 7 120
P X = = × × × = , 

所以, X 的概率分布为 
X  1 2 3 4 

kp  7
10
 

7
30
 

7
120

 
1

120
 

(2) 由于是有放回的抽取,每次均在这10件产品中抽取,因此每次取到正品的概率为
7

10
,取到次
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品的概率是
3

10
,并且 X 的可能取值为 1,2,⋯,k,⋯ ,事件 ( )X k= 表示前 1k − 次取到次品,第 k 次取

到正品,故所求 X 的概率分布为 
13 7( ) ( )

10 10
kP X k −= = × , 1,2,k = "  

即 X 服从几何分布. 
(3) 类似(1) , X 的可能取值为1,2,3,4,且 

7( 1)
10

P X = = ,               
3 8 6( 2)

10 10 25
P X = = × = , 

3 2 9 27( 3)
10 10 10 500

P X = = × × = , 
3 2 1 10 3( 4)

10 10 10 10 500
P X = = × × × = , 

即 X 的概率分布为 
X  1 2 3 4 

kp  7
10
 

6
25
 

27
500

 
3

500
 

2.9  将一枚硬币接连掷五次,假设至少有一次国徽不出现,试求国徽出现的次数与不出现的次数
之比Y 的概率分布.  

解  设 X 表示国徽出现的次数,其可能取值为 ,5,4,3,2,1,0  显然它服从
1(5, )
2

B ,因此 

5

5
1 1( )
2 2

k k
kP X k C

−
⎛ ⎞ ⎛ ⎞= = × =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

5

5 2
1
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛kC  . 

设 A表示事件“至少有一次国徽不出现”则 
31( ) ( 4) 1 ( 5)
32

P A P X P X= ≤ = − = = . 

设Z 表示事件“至少有一次国徽不出现的条件下国徽出现的次数”则 
[( ) ]( )

( )
P X i AP Z i

P A
=

= =
∩ ( )

( )
P X i

P A
=

= , 4,3,2,1,0=i . 

由题意
Z

ZY
−

=
5

,其中 4,3,2,1,0=Z .于是Y 可能取值为 4,
2
3,

3
2,

4
1,0 ,且 

1( 0) ( 0)
31

P Y P Z= = = = ,   
1 5( ) ( 1)
4 31

P Y P Z= = = = , 

2 10( ) ( 2)
3 31

P Y P Z= = = = ,  
3 10( ) ( 3)
2 31

P Y P Z= = = = , 

5( 4) ( 4)
31

P Y P Z= = = = , 

那么所求Y 的概率分布为 

Y  0 
1
4
 

2
3
 

3
2
 4 

kp  1
31
 

5
31
 

10
31
 

10
31
 

5
31
 

2.10 设试验成功的概率为
3
4
。失败的概率为

1
4
。独立重复试验直到成功两次和三次为止，分别

求所需试验次数的概率分布. 
解 设 X 表示直到成功两次为止所需的试验次数，则是一个随机变量，且 X 的可能取值为

2,3，⋯. 
事件“ X k= ”即表示前 1k − 试验中只有一次成功，并且第 k次试验成功，由于各次试验独立
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进行，事件“前 1k − 试验中固定一次试验，并且第 k次成功”的概率为 2 21 3( ) ( )
4 4

k− .而前 1k − 次试

验中有一次成功有
1

1kC − 种情况，即可以是第一次成功、第二次成功，⋯，或第 1k − 次成功，故 X 的
概率分布 

1 2 2
1

1 3{ } ( ) ( ) , 2,3,
4 4

k
kP X k C k−
−= = = " . 

设Y 表示直到成功三次为止所需的试验次数，则Y 的可能取值为 3,4，5，⋯.. 事件“Y k= ”

即表示前 1k − 试验中只有两次成功，并且第 k次试验成功，类似可求Y 概率分布为 
2 3 3

1
1 3{ } ( ) ( ) , 3,4,5,
4 4

k
kP Y k C k−
−= = = " . 

2.11 设随机变量 ~ (6, )X B p  ,已知 ( 1) ( 5)P X P X= = = ，求 ( 2)P X = 的值. 

解 由于 ~ (6, )X B p  ，因此 
5( 1) 6 (1 )P X p p= = − ,

5( 5) 6 (1 )P X p p= = −  

即
5 56 (1 ) 6 (1 ),p p p p− = − 解得 p =

2
1
. 此时 

2 2 6 2 6
6

1 1 6 5 1 15( 2) ( ) ( ) ( ) .
2 2 2! 2 64

P X C − ×
= = = × =  

2.12 某商店出售某种物品，根据以往的经验，每月销售量是 X 服从参数为 4的泊松分布，问在
月初进货时，要进多少才能以 99%的概率充分满足顾客的需要？ 

解 设至少要进 n件物品，由题意n应满足 
( 1) 0.99P X n≤ − < ， ( ) 0.99P X n≤ ≥  

即 
1

4

0

4( 1) 0.99
!

kn

k
P X n e

k

−
−

=

≤ − = ⋅ <∑ ，
4

0

4( ) 0.99
!

kn

k
P X n e

k
−

=

≤ = ≥∑  

查泊松分布表可求得 9n = . 

2.13 有一汽车站有大量汽车通过，每辆汽车在一天某段时间发生事故的概率为 0.0001，在某天
该段时间内有 1000 辆汽车通过，求事故数不少于 2的概率. 

解 设 X 为 1000 辆汽车中出事故的次数，依题意， X 服从 n =1000, p =0.0001 的二项分布，
即 ~ (1000,0.0001)X B ，由于n较大， p较小，因此也可以近似地认为 X 服从参数为 0.1 的泊松
分布. 因此，所求概率为 

)1()0(1)2( =−=−=≥ XPXPXP  
0 1

0.1 0.10.1 0.11
0! 0!

e e− −= − − 0.004679.≈  

2.14 一电话交换台每分钟收到呼唤的次数服从参数 4的泊松分布，求：(1)每分钟恰有 8次呼唤
的概率；(2)每分钟的呼唤次数大于 10的概率。 

解 每分钟收到 k次呼唤的概率为 44{ }
!

k

P X k e
k

−= = ⋅ ， 0,1,2,k = " . 

(1) 每分钟恰有 8次呼唤的概率为 

44{ 8} 0.02977
8!

k

P X e−= = ⋅ ≈ . 

(2) 每分钟的呼唤次数大于 10的概率 
9

4

0

4{ 10} 1 { 10} 1 0.00284
!

k

k

P X P X e
k

−

=

≥ = − < = − ⋅ =∑ . 

2.15 设 X 服从二项分布，其概率分布为 
{ } (1 )k k n k

nP X k C p p −= = − ， ,,2,1,0 "=k ,,2,1,0 "=k  
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问当 k取何值时 { }P X k= 为最大。 
解 如果 { }P X k= 为最大，则 

{ } { 1},
{ } { 1}.

P X k P X k
P X k P X k

= ≥ = +⎧
⎨ = ≥ = −⎩

  

即 
1 1 1

1 1 1

(1 ) (1 ) ,
(1 ) (1 ) .

k k n k k k n k
n n
k k n k k k n k
n n

C p p C p p
C p p C p p

− + + − −

− − − − +

⎧ − ≥ −
⎨

− ≥ −⎩
 

也就是 ( 1) ( 1)n p k n p+ − ≤ ≤ + ，故当 [( 1) ]k n p= + 时， { }P X k= 为最大. 

2.16 设 X 服从泊松分布，其分布规律为 { }
!

keP X k
k

λλ −

= = ， ,,2,1,0 "=k 问当 k 取何值时

{ }P X k= 为最大。 
解 由于 

1

{ } / ! 1
{ 1} /( 1)!

k

k

P X k e k k
P X k e k

λ

λ

λ
λ λ

−

+ −

= +
= =

= + +
， 

要使得 { }P X k= 为最大，只要 

{ } 11, 1,{ 1}
1

{ 1} 1. 1.
{ }

P X k k
P X k

k
P X k k

P X k

λ λ λ

λ

=⎧ +⎧≥ ≥⎪ ⎪= +⎪ ⎪⇒ ⇒ − ≤ ≤⎨ ⎨= −⎪ ⎪≤ ≤
⎪⎪ = ⎩⎩

. 

即当 [ ]k λ= 时， { }P X k= 为最大. 
2.17 某人上班，从自己里去办公楼要经过一交通指示灯，这一指示灯有 80%的时间亮红灯，此

时他在指示灯旁等待直至绿灯亮。等待时间在区间[0,30](以秒计)服从均匀分布. 以 X 表示他的等
待时间，求 X 的分布函数 ( )F x ，并说明 X 是否为连续型随机变量，是否为离散型随机变量？ 

解  当他到达指示灯处时，若是亮绿灯，则等待时间为零，亮红灯则等待时间服从区间[0,30]上
均匀分布. 记 A表示“指示灯亮绿灯”，由全概率公式有 

( ) ( ) ( | ) ( ) ( | )P X x P A P X x A P A P X x A≤ = ≤ + ≤  

其中 

1, 0,
( | )

0 0.
x

P X x A
x
≥⎧

≤ = ⎨ <⎩
，  

, 0 30
( | ) 30

0, .

x x
P X x A

⎧ ≤ ≤⎪≤ = ⎨
⎪⎩ 其他

 

从而由已知条件得 
0.2 0 0.8 0, 0,

( ) ( ) 0.2 1 0.8 , 0 30,
30

0.2 1 0.8 1, 30.

x
xF x P X x x

x

× + × <⎧
⎪⎪= ≤ = × + × ≤ ≤⎨
⎪

× + × >⎪⎩

 

0, 0,
20.2 , 0 30,
75

1, 30.

x
x x

x

<⎧
⎪⎪= + ≤ ≤⎨
⎪

>⎪⎩

 

因为 ( )F x 在 0x = 处不连续，故 X 不是连续型随机变量.又因为不存在一个可列点集，使得 X
在这个点集上取值的概率之和等于 1，故随机变量 X 也不是离散型的，即 X 是混合型的随机变量. 

2.18 已知连续型随机变量 X 的分布函数 
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0, ,

( ) arcsin , ,

1 .

x a
xF x A B a x a
a

x a

≤ −⎧
⎪⎪= + − ≤ <⎨
⎪

≥⎪⎩

 

试求(1)常数 A和B的值；(2) ( )
2 2
a aP X− < < ; (3) 随机变量 X 的概率密度.    

解  (1) 由于 ( )F x 在 x a= − 和 x a= 处连续，所以 

0

0

lim ( ) ( ),

lim ( ) ( ).
x a

x a

F x F a

F x F a
→− +

→ +

= −⎧⎪
⎨ =⎪⎩

  即  

0
2

1
2

A B

A B

π

π

⎧ − =⎪⎪
⎨
⎪ + =
⎪⎩

 

解得
1
2

A = ，
1B
π

= . 则其分布函数 

0, ,
1 1( ) arcsin , ,
2

1 .

x a
xF x a x a
a

x a
π

≤ −⎧
⎪⎪= + − ≤ <⎨
⎪

≥⎪⎩

 

(2)  所求概率 
1 1 1 1 1 1 1( ) ( ) ( ) ( arcsin ) ( arcsin )

2 2 2 2 2 2 2 2 3
a a a aP X F F

π π
−

− < < = − − = + − + =  

(3) 随机变量 X 的概率密度 

2 2

1 , | | ,
( ) ( )

0, | | .

x a
f x F x a x

x a
π
⎧ <⎪′= = −⎨
⎪ ≥⎩

 

2.19 设连续型随机变量 X 的概率密度为 
, 1 0,

( ) , 0 1,
0, | | 1.

c x x
f x c x x

x

+ − ≤ <⎧
⎪= − ≤ ≤⎨
⎪ >⎩

 

求(1) 常数c；(2)概率 (| | 0.5)P X ≤ ;(3) 分布函数 ( )F x . 
解 (1) 由于 

1 0 1

1 0 1
( ) 0 ( ) ( ) 0 2 1f x dx dx c x dx c x dx dx c

+∞ − +∞

−∞ −∞ −
= + + + − + = −∫ ∫ ∫ ∫ ∫  

那末由概率密度的性质 ( ) 1f x dx
+∞

−∞
=∫ 得 2 1 1c − = ，即 1c = .  

(2) 所求概率 
0.5 0 0.5

0.5 0.5 0
(| | 0.5) ( ) (1 ) (1 ) 0.75P X f x dx x dx x dx

− −
≤ = = + + − =∫ ∫ ∫  

(3) 当 1x < − 时， ( ) ( ) 0 0
x x

F x f t dt dt
−∞ −∞

= = =∫ ∫ ； 

当 1 0x− ≤ < 时，
1 2

1

1( ) ( ) 0 (1 ) (1 )
2

x x
F x f t dt dt t dt x

−

−∞ −∞ −
= = + + = +∫ ∫ ∫ ； 

当0 1x≤ < 时，
1 0 2

1 0

1( ) ( ) 0 (1 ) (1 ) 1 (1 )
2

x x
F x f t dt dt t dt t dt x

−

−∞ −∞ −
= = + + + − = − −∫ ∫ ∫ ∫ ； 
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当 1x ≥ 时，
1 0 1

1 0 1
( ) ( ) 0 (1 ) (1 ) 0) 1

x x
F x f t dt dt t dt t dt dt

−

−∞ −∞ −
= = + + + − + =∫ ∫ ∫ ∫ ∫ . 

故所求分布函数 

2

2

0, 1
1 (1 ) , 1 0,
2( )

11 (1 ) , 0 1,
2

1, 1.

x

x x
F x

x x

x

< −⎧
⎪
⎪ + − ≤ <
⎪= ⎨
⎪ − − ≤ <
⎪
⎪ ≥⎩

 

2.20设随机变量 X 概率密度
, 0 1,

( )
0 ,

ax b x
f x

+ < <⎧
= ⎨
⎩ 其他

 且
1 1( ) ( )
3 3

P X P X< = > ，求常数a

和b . 
解  由于随机变量 X 是连续型随机变量，于是 

1 1 1( ) 1 ( ) 1 ( )
3 3 3

P X P X P X< = − ≥ = − >  

那末由已知条件可得
1 1( )
3 2

P X < = . 又 

1 1
3 3

0

1 1 1( ) ( ) ( )
3 18 3

P X f x dx ax b dx a b
−∞

< = = + = +∫ ∫  

从而
1 1 1

18 3 2
a b+ = . 

又因为 

1

0

1( ) ( )
2

f x dx ax b dx a b
+∞

−∞
= + = +∫ ∫  

根据概率密度的性质 ( ) 1f x dx
+∞

−∞
=∫ 得

1 1
2

a b+ = .  于是可解得
3
2

a = − ，
7
4

b = . 

2.21 设 随 机 变 量 X 的 概 率 密 度 为
| |( ) xf x Ae−= , x−∞ < < +∞ , 求 (1) 系 数 A ；

(2) (0 1)P X< < ；(3) X 的分布函数. 

解 (1)系数 A必须满足 ( ) 1f x dx
+∞

−∞
=∫ ,由于

| |( ) xf x Ae−= 为偶函数，所以 

| | | |

0
2 2 1x x xAe dx Ae dx Ae dx

+∞ +∞ +∞− − −

−∞ ∞
= = =∫ ∫ ∫  

解得
1
2

A = ；  

(2) 
1 1| | 1

0 0

1 1 1(0 1) (1 )
2 2 2

x xP X e dx e dx e− − −< < = = = −∫ ∫  

(3) ( ) ( )
x

F x f x dx
−∞

= ∫
| |

0 | | | |

0

1 ,                   0,
2
1 1 , 0.
2 2

x x

xx x

e dx x

e dx e dx x

−

−∞

− −

−∞

⎧ <⎪⎪= ⎨
⎪ + ≥
⎪⎩

∫

∫ ∫   

0

0

1 ,                   0,
2
1 1 , 0.
2 2

x x

xx x

e dx x

e dx e dx x

−∞

−

−∞

⎧ <⎪⎪= ⎨
⎪ + ≥
⎪⎩

∫

∫ ∫

1 , 0,
2
11 , 0.
2

x

x

e x

e x−

⎧ <⎪⎪= ⎨
⎪ − ≥
⎪⎩
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2.22 设随机变量 X 在区间 (1,6)服从均匀分布,则方程 2 1 0x Xx+ + = 有实根的概率为多少？ 

解  由方程
2 1 0x Xx+ + = 有实根,可知 2 4 0X − ≥ ,即 2X ≥ . 由 X 在区间 (1,6)上服从均匀

分布,可知其概率密度为 

         
1 , 1 6,

( ) 5
0,

x
f x

⎧
⎪= ⎨
⎪⎩ 其他.

≤ ≤
 

所以   
2

2
(| | 2) 1 (| | 2) 1 ( )P X P X f x dx

−
= − < = − ∫≥                

1 2

2 1
1 ( ) ( )f x dx f x dx

−
= − −∫ ∫  

1 2

2 1

1 1 41 0 1
5 5 5

dx dx
−

= − − = − =∫ ∫ . 

2.23 某仪器装有三只独立工作的同型号电器元件,其寿命都服从同一指数分布,概率密度为 

6001 , 0,( ) 600
0,

x

e xf x
−⎧

>⎪= ⎨
⎪⎩ 其他.

 

试求在仪器使用的最初 200小时内,至少有一个电子元件损坏的概率.   
解  设 iA 表示事件“在仪器使用的最初 200小时内,第 i个电子元件损坏”( 3,2,1=i ),以 iX 表

示其寿命. 则 

( ) ( 200)i iP A P X= ≤
1200

600 3
0

1 1
600

x

e dx e
− −

= = −∫ . 

因此,所求概率为 

1 2 3( )P A A A+ + −= 1
1

33
1 2 3

1( ) 1 ( ) 1P A A A e
e

−
= − = − . 

2.24某种型号的电子管的寿命 X  (以小时计)具有以下的概率密度 

2

1000 , 1000,
( )

0,

x
f x x

⎧ >⎪= ⎨
⎪⎩ 其它.

 

若一架收音机上装有三个这样的电子管，1. 求使用的最初 1500 小时内，至少有两个电子管被烧坏

的概率；2. 求在使用的最初 1500 小时内烧坏的电子管数 Y的概率分布；3. 求 Y 的分布函数. 
解  每个电子管使用的最初 1500 小时内被烧坏的概率  

1500 1500

21000

1000 1( 1500) ( )
3

P X f x dx dx
x−∞

< = = =∫ ∫ . 

可认为进行了 3次独立试验，那么在使用的最初 1500 小时内烧坏的电子管数
1~ (3, )
3

Y B . 

(1)  使用的最初 1500 小时内，至少有两个电子管被烧坏的概率 

3 1 2
3

2 1 2 7( 2) 1 ( 0) ( 1) 1 ( ) ( )( )
3 3 3 27

P Y P Y P Y C≥ = − = − = = − − = . 

(2) 使用的最初 1500 小时内烧坏的电子管数 Y的概率分布 

3
3

1 2( ) ( ) ( )
3 3

k k kP Y k C −= = , 0,1,2,3k =  

或 

Y  0 1 2 3 
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kp  8
27
 

12
27
 

6
27
 

1
27
 

 

(3)  随机变量Y 的分布函数 
0, 0,
8 , 0 1,
27
20( ) , 1 2,
27
26 , 2 3,
27
1, 3.

y

y

F y y

y

y

<⎧
⎪
⎪ ≤ <
⎪
⎪⎪= ≤ <⎨
⎪
⎪

≤ <⎪
⎪

≥⎪⎩

 

2.25设顾客在某银行的窗口等待服务的时间 X  (以分计)服从指数分布，其概率密度为 

51 , 0,( ) 5
0,

x

e xf x
−⎧

>⎪= ⎨
⎪⎩ 其它

  

某顾客在窗口等待服务，若超过 10 分钟，他就离开，他一个月要到银行 5次，以Y 表示一个月里他
未等到服务就离开的次数，写出Y 的概率分布，并求 { 1}P Y ≥ . 

解 根据已知条件每次离开服务的概率为 

25
10 10

1( 10) ( )
5

x

P X f x dx e dx e
−+∞ +∞ −≥ = = =∫ ∫  

每月离开 5 次相当于做了 5 次独立试验，每次发生的概率为
2e−
，所以

2~ (5, )Y B e−
，即Y 的概率

分布为 
2 2 5

5( ) (1 )k k kP Y k C e e− − −= = −  

而且 
2 5( 1) 1 ( 0) 1 (1 ) 0.5167P Y P Y e−≥ = − = = − − ≈  

2.26  一台大型设备在任何长为 t的时间内,发生故障的次数 ( )N t 服从参数为 tλ 的泊松分布,
求(1) 相继两次故障之间的时间间隔T 的概率分布；(2) 在设备已经无故障工作 8h 的情况下,再无
故障工作 8h 的概率.  

解  由题意可知
( )[ ( ) ] , 0,1, 2

!

k tt eP N t k k
k

λλ −

= = = ". 

(1) 由于随机变量T 表示相继两次故障之间的时间间隔,因此，当给定时间 t比相继两次事故之
间的时间的间隔T h,在长为 t的时间内无故障，即 ( ) 0N t = ，反之，当 ( ) 0N t = 时，所给定的时间

长 t应小于相继两次故障之间的时间间隔，从而 ( ) ( ( ) 0)T t N t> = = . 

当 0t < 时, ( ) ( ) ( ) 0TF t P T t P= = ∅ =≤ ； 

当 0t≥ 时, 

( ) ( ) 1 ( )TF t P T t P T t= = − >≤ 1 { ( ) 0} 1 tP N t e λ−= − = = − ,  

所以  

 
1 , 0,

( )
0, 0.

t

T
e t

F t
t

λ−⎧ −
= ⎨

<⎩

≥
 

即T 服从参数为λ的指数分布. 
(2) 所求概率为   
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{ 16 8}P T T≥ ≥
{ 16} 1 (16)
{ 8} 1 (8)

T

T

P T F
P T F

−
= =

−
≥

≥
te 8−= . 

2.27 设 X 服从 ( 1,16)N − ，借助于标准正态分布的分布函数表计算：(1) ( 2.44)P X <  ；(2) 

( 1.48)P X >  ；(3) ( 2.8)P X < − ；(4) (| | 4)P X <  ； (5) ( 5 2)P X− < < ；(6) (| 1| 1)P X − > . 

解 当 ~ ( 1,16)X N − 时，则 ( ) ( ) ( )b aP a X b µ µ
σ σ
− −

≤ ≤ = Φ −Φ ,借助于该性质，再查标准

正态分布函数表可求得 

(1)
2.44 1( 2.44) ( ) (0.86) 0.80511

4
P X +

< = Φ = Φ =  

(2)
1.48 1( 1.48) 1 ( ) 1 ( 0.12)

4
P X − +

> = −Φ = −Φ −  

 1 [1 (0.12)] (0.12) 0.54776= − −Φ = Φ =  

(3)
2.8 1( 2.8) ( ) ( 0.45) 1 (0.45)

4
P X +

< − = Φ = Φ − = −Φ 1 0.67364 0.32636= − =  

(4)
4 1 4 1(| | 4) ( ) ( ) (1.25) ( 0.75)

4 4
P X + − +

< = Φ −Φ = Φ −Φ −  

 (1.25) 1 (0.75) 0.89435 1 0.77337 0.66772= Φ − +Φ = − + =  

(5)
2 1 5 1( 5 2) ( ) ( ) (0.75) ( 1)

4 4
P X + − +
− < < = Φ −Φ = Φ −Φ −  

 (0.75) (1) 1= Φ −Φ + 0.77337 0.84134 1 0.93203= − + =  

(6) (| 1| 1) 1 ( 1 1) 1 (0 1 2)P X P X P X− > = − − ≤ = − ≤ − ≤   

1 (0.75) (0.25) 1 0.77337 0.59871 0.82534= −Φ −Φ ≈ − + =  

2.28 设 2(2, )X N σ∼ ,且 (2 4) 0.3P X< < = ,求 ( 0)P X < . 

解  由题设 

2 2 2 4 2 2(2 4) ( ) ( ) (0) 0.3XP X P
σ σ σ σ
− − −

< < = < < = Φ −Φ = , 

于是 

2( ) (0) 0.3=0.5+0.3=0.8
σ

Φ = Φ + . 

所以 

     
2 0 2 2 2( 0) ( ) ( ) 1 ( ) 0.2XP X P

σ σ σ σ
− −

< = < = Φ − = −Φ = . 

2.29 某校抽样调查结果表明,考生的数学成绩(百分制) 近似服从正态分布,平均成绩为 72

分,96 分以上的考生占 3.2%,试求考生成绩在 60 分至 84 分之间的概率.  
解  由 题 意 知 , 考 生 的 数 学 成 绩

2~ ( , ), 72X N µ σ µ = , 又 知 ( 96)P X > =  
0.023,1 ( 96) 0.023P X− =≤ ,即 

96 721 ( ) 0.023
σ
−

−Φ = ⇒
24( ) 0.977
σ

Φ = . 

查表得 224
=

σ
,所以 12=σ . 由此可知

2~ (72,12 )X N ,所以 

84 72 60 72(60 84) ( ) ( )
12 12

P X − −
= Φ −Φ≤ ≤  

2 (1) 1 2 0.84134 1 0.68268= Φ − = × − = . 

即考生成绩在 60 分至 84 分之间的概率为 0.68268. 

2.30 设随机变量 X 的分布率为 
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X  －2  －1   0     2 

kp  0.2   0.3   0.4   0.1 

分别求
2Y X= ， 3 1Z X= + ， | | 1W X= − 的概率分布． 

解  (1) 2Y X= 的所有可能取值为 0，1，4，且 
( 0) ( 0) 0.4P Y P X= = = = ； ( 1) ( 1) 0.3P Y P X= = = − = ； 
( 4) ( 2) ( 2) 0.3P Y P X P X= = = − + = = ， 

随机变量Y 分布率为 
0 1 4
0.4 0.3 0.3

Y ⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

～ . 

Y  0 1 4 

kp  0.4 0.3 0.3 
 

(2) 3 1Z X= + 的所有可能取值为-5,-2,1,7，且 
( 5) ( 2) 0.2P Z P X= − = = − = ；   ( 2) ( 1) 0.3P Z P X= − = = − = ； 
( 1) ( 0) 0.4P Z P X= = = = ；      ( 7) ( 2) 0.1P Z P X= = = = . 
随机变量Z 分布率为 

Z  -5 -1 1 7 

kp  0.2 0.3 0.4 0.1 
(3) | | 1W X= − 的所有可能取值为-1,0,1，且 

( 1) ( 0) 0.4P W P X= − = = = ；   ( 0) ( 1) 0.3P W P X= = = − = ； 
( 1) ( 2) ( 2) 0.3P W P X P X= = = − + = =  

随机变量W 分布率为 
W  -1 0 1 

kp  0.4 0.3 0.3 
2.31 设随机变量 X 的概率密度为 

         
, 0 4,

( ) 8
0,

x x
f x

⎧
⎪= ⎨
⎪⎩ 其他.

≤ ≤
 

求随机变量 82 += XY 的概率密度.  

解  由于函数 2 8y x= + 在 ( , )−∞ +∞ 的反函数
8( )

2
yx h y −

= = ,从而所求的概率密度为 

8 , 8 16,8 8( ) ( )( ) 32
2 2 0,

Y

y yy yf y f
−⎧ < <− − ⎪′= = ⎨

⎪⎩ 其他.

 

2.32 设随机变量 X 服从 )1,0( 上的均匀分布,求(1) 
XeY = 的概率密度；(2) XZ ln2−= 的概

率密度.  

解  随机变量 X 的概率密度为
1, 0 1,

( )
0,

x
f x

< <⎧
= ⎨
⎩ 其他.

 

(1) 求
XeY = 的概率密度. 

当 1<y 时,{ }Y y< 是不可能事件,则 0)( =yF ； 

当 y e≥ 时,{ }Y y< 是必然事件,则 1)( =yF ； 

当1 y e<≤ 时,   

( ) ( ) ( )X
YF y P Y y P e y= =≤ ≤ (0 ln )P X y= ≤ ≤  
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ln

0
1 ln

y
dx y= =∫ . 

从而
XeY = 的概率密度为 

1 , 1 ,
( ) ( )

0, .
Y Y

y e
yf y F y

⎧ <⎪′= = ⎨
⎪⎩ 其他

≤
 

(2) 求 XZ ln2−= 的概率密度. 

当 0<z 时,{ }Z z< 是不可能事件,则 ( ) 0ZF z = ； 

当0 z≤ 时,   
( ) ( ) ( 2 ln )ZF z P Z z P X z= = −≤ ≤  

2( )
z

P X e
−

= ≥
2

1
21 1z

z

e
dx e−

−
= = −∫ . 

于是, XZ ln2−= 的概率密度为 

21 , 0,( ) ( ) 2
0, 0.

z

Z Z
e zf z F z

z

−⎧
⎪′= = ⎨
⎪ <⎩

≥
 

2.33  若随机变量 X 的概率密度为
23 , 0 1,

( )
0, .
x x

f x
⎧ < <

= ⎨
⎩ 其他

 求
1Y
X

= 的分布函数和概率密度. 

解  当 0y < 时, 

0
1

1 1( ) { } { 0} { 0} 0 0Y
y

F y P Y y P y P X dx
X y

= = < = < = =∫≤ ≤ ≤ ； 

当0 1y< < 时, 
1( ) { } { 0} {0 } {0 }YF y P Y y P Y P Y y P y
X

= = + < = <≤ ≤ ≤ ≤  

1
1{ } 0 0

y

P X dx
y

+∞
= = =∫≤ ； 

    当 1y≥ 时, 

1 2
1 31

1 1 1( ) { } { } { } 3 0 1Y
y

F y P Y y P y P X x dx dx
X y y

+∞
= = = = + = −∫ ∫≤ ≤ ≤ . 

所以,Y 的分布函数为 

3

11 , 1,
( )

0, .
Y

y
yF y

⎧ − >⎪= ⎨
⎪⎩ 其他

 

从而,Y 的概率密度为 

4

3 , 1,
( ) ( )

0, .
Y Y

y
yf y F y

⎧ >⎪′= = ⎨
⎪⎩ 其他

 

2.34 设随机变量 X 的概率密度为 

2( ) ,
1

af x x
x

= −∞ < < +∞
+

． 

试求：(1) 常数 a的值；(2) arctanY X= 的概率密度；(3) 2Z X= 的概率密度． 
解  (1) 由概率密度的性质得 
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2- -
1 ( ) (arctan )

-1
af x dx dx a x a
x

π
+∞ +∞

∞ ∞

+∞
= = = =

∞+∫ ∫ ， 

所以
1 .a
π

=  

(2) 因为 ( ) ( ) (arctan )YF y P Y y P X y= ≤ = ≤ . 

当
2 2

yπ π
< <- 时， ( ) ( tan ) (tan )Y XF y P X y F y= ≤ = ； 

当
2

y π
≤ − 或

2
y π
≥ 时， ( ) 0YF y = .  

于是随机变量 arctanY X= 的概率密度为 
1 , ,

( ) 2 2
0,          .

Y

y
f y

π π
π
⎧ − < <⎪= ⎨
⎪⎩ 其它

 

(2) 因为 2( ) ( ) ( )ZF z P Z z P X z= ≤ = ≤ ，且 

当 0z ≥ 时， ( ) ( ) ( )Z X XF z F z F z= − − ，
1( ) [ ( ) ( )]

2Z X Xf z f z f z
z

= + − ； 

当 0z < 时，
2( )X z≤ 是不可能事件，所以 ( ) 0ZF z = ， ( ) 0Zf z = . 

所以
2Z X= 的概率密度为 

1 ,   0.
( ) (1 )

0,                     0.
Z

z
f z z z

z
π
⎧ >⎪= +⎨
⎪ ≤⎩

 

2.35 设随机变量 X 服从 ),0( π 上的均匀分布,求 XY sin= 的概率密度.  

解  由已知条件,随机变量 X 的概率密度为
1 , 0 ,

( )
0,

X

x
f x

π
π
⎧ < <⎪= ⎨
⎪⎩ 其他.

   

因为函数 siny x= 在 (0, ]
2
π
的反函数为 arcsinx y= ,而在 ( , )

2
π π 的反函数为 arcsinx yπ= − ,于

是可得所求概率密度为 

当 0 1y <≤ 时, 

( ) (arcsin ) | (arcsin ) | ( arcsin ) | ( arcsin ) |Yf y f y y f y yπ π′ ′= + − −  

2

2
1 yπ

=
−

； 

当 0y < 或 1y≥ 时, ( ) 0Yf y = . 
故所求概率密度为 

2

2 , 0 1,
( ) ( ) 1

0, .
Y

y
f y F y yπ

⎧ <⎪′= = −⎨
⎪
⎩ 其他

≤
 

2.36 在半径为R ,中心在原点的圆周上任抛一点,求该点到点 ( ,0)R− 的距离 X 的分布密度. 
解  随机点 ( , )M x y 的圆心角为Θ，则Θ服从[ , ]π π− 上均匀分布，其分布密度为 

1 , ,
( ) 2

0, .
f x

π θ π
πΘ

⎧ − ≤ ≤⎪= ⎨
⎪⎩ 其他

 



 

 25

由几何知识，M 到 ( ,0)R− 的距离为 2 cos
2

X R Θ
= .  

当 0x < 时， ( ) ( ) (2 cos ) 0
2XF x P X x P R xΘ

= ≤ = ≤ = ； 

当0 2x R≤ ≤ 时， 

    ( ) ( ) (2 cos )
2XF x P X x P R xΘ

= ≤ = ≤ ； 

( 2arccos ) ( 2arccos )
2 2
x xP P
R R

= Θ ≥ + Θ ≥ −  

2arccos
2

2arccos
2

1 1
2 2

x
R

x
R

d d
π

π
θ θ

π π
−

−
= +∫ ∫  

1 ( 2arccos )
2
x
R

π
π

= −  

当 2x R> 时， ( ) ( ) (2 cos ) 1
2XF x P X x P R xΘ

= ≤ = ≤ = . 

所以 

           2 2

2 1 , 0 2
( ) 2

0 .
X

x R
f x R xπ

⎧ ≤ ≤⎪= −⎨
⎪⎩ ， 其他

 

2.37 设随机变量 X 在区间[ 1,2]− 服从均匀分布．随机变量 

1,     0,
0,     0,

1,   0.

X
Y X

X

>⎧
⎪= =⎨
⎪− <⎩

若

若

若

 

试求随机变量Y 的概率分布． 
解  由已知条件随机变量 X 的概率密度为 

      
1 ,   1 2,

( ) 3
0,         .

X

x
f x

⎧ − < <⎪= ⎨
⎪⎩ 其它

 

而随机变量Y 的所有可能取值为 1，0， 1− ，且 
0

1

1 2( 1) ( 0) 1 ( 0) 1
3 3

P Y P X P X dx
−

= = > = − ≤ = − =∫ ； 

( 0) ( 0) 0P Y P X= = = = ； 
0

1

1 1( 1) ( 0) .
3 3

P Y P X dx
−

= − = < = =∫  

所以随机变量Y 的概率分布为 
 
 

 
Y  -1 0 1 

kp  
1
3

 0 
2
3
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第 3章  多维随机变量及其分布 

3.1 在一箱子里装有 12只开关，其中 2只是次品，从中随机地连续取两次，每次取一只. 
考虑两种试验：(1)有放回抽样，(2)无放回抽样.  我们定义随机变量 X，Y如下： 

0, ,

1,
X =

⎧
⎨
⎩

若第一次取出的是正品

若第一次取出的是次品.
 

0, ,

1,
Y =

⎧
⎨
⎩

若第二次取出的是正品

若第二次取出的是次品.
 

试分别就(1)、(2)两种情况，写出 X 和Y 的联合分布律. 
解(1)放回抽样情况 
由于每次取物是独立的. 由独立性定义知. P (X=i, Y=j)=P (X=i)P (Y=j) . 

P (X=0, Y=0 )=
36
25

12
10

12
10 =⋅ ，P (X=0, Y=1 )=

36
5

12
2

12
10 =⋅ ， 

P (X=1, Y=0 )=
36
5

12
10

12
2 =⋅ ，P (X=1, Y=1 )=

36
1

12
2

12
2 =⋅ . 

或写成 
  Y  

X  
 0  1 

0 25/36 5/36 
1 5/36 1/36 

(2)不放回抽样的情况 

P {X=0, Y=0 }=
66
45

11
9

12
10 =⋅ ，P {X=0, Y=1 }=

66
10

11
2

12
10 =⋅ . 

P {X=1, Y=0 }=
66
10

11
10

12
2 =⋅ ，P {X=1, Y=1 }=

66
1

11
1

12
2 =⋅ . 

或写成 
  Y  

X  
 0  1 

0 45/66 10/66 
1 10/66 1/66 

3.2 在集合 A={1,2,3,⋯,n}中取数两次，每次任取一数，作不放回抽样，以 X表示第一次 
取到的数，以 Y表示第二次取到的数，求 X 和Y 的联合分布律. 并用表格形式写出当 n=3时
X和 Y的联合分布律. 
解 根据题意，取两次且不放回抽样的总可能数为 n(n-1)，因此 

1
{ , }

( 1)
P X i Y j

n n
= = =

−
，( i j≠ ，且1 ,i j n≤ ≤ ) 

当 n取 3时， 
1

{ , }
6

P X i Y j= = = ,( i j≠ ，且1 , 3i j≤ ≤ ), 表格形式为 

    Y  
X  

 0  1 3 

1 0 1/6 1/6 
2 1/6 0 1/6 
3 1/6 1/6 0 

3.3 设一加油站有两套加油设备，设备 A是加油站的工作人员操作的，设备 B是由顾客
自己操作的. A，B均有两个加油管. 随机取一时刻，A，B正在使用的软管根数分别记为 X，
Y，它们的联合分布律为 
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      Y  
X  

 0  1  2 

0 0.10 0.08 0.06 
1 0.04 0.20 0.14 
2 0.02 0.06 0.30 

(1) 求 { 1, 1}P X Y= = ， { 1, 1}P X Y≤ ≤ ； 
(2) 求至少有一根软管在使用的概率； 
(3) 求 { }P X Y= ， { 2}P X Y+ = . 
解 (1)由表直接可得 { 1, 1} 0.2P X Y= = = ， 

{ 1, 1} 0.1 0.08 0.04 0.2 0.42P X Y≤ ≤ = + + + = . 
(2)至少有一根软管在使用的概率为 

{ 1} 1 { 0, 0} 1 0.1 0.9P X Y P X Y+ ≥ = − = = = − =  
(3) { } { 0} { 1} { 2} 0.1 0.2 0.3 0.6P X Y P X Y P X Y P X Y= = = = + = = + = = = + + =  

{ 2} { 0, 2} { 1, 1} { 2, 0} 0.28P X Y P X Y P X Y P X Y+ = = = = + = = + = = =  

3.4设随机变量 ,X Y（ ）概率密度为
(6 ), 0 2, 2 4,

( , )
0,                 

k x y x y
f x y

− − < < < <⎧
= ⎨
⎩ 其他.

 

   (1)确定常数 k ;  
   (2)求 { }1, 3P X Y< < ; 

   (3)求 { }4P X Y+ ≤ . 

解(1)∵ ∫ ∫ ∫∫
+∞

∞−

+∞

∞−
−−==

2

0

1

2
)6(),(1 dydxyxkdydxyxf ，∴

8
1=k  

(2)
8
3)6(

8
1)3,1(

3

2

1

0 ∫∫ =−−=<< dyyxdxYXP  

(3)
3
2)6(

8
1)4(

4

0

2

0
=−−=≤+ ∫∫

−
dyyxdxYXP

x
 

3.5设随机变量 ,X Y（ ）的联合概率密度为 
(2 4 ) 0, 0

( , )
0

x yC x ye
f x y

− + > >⎧
= ⎨
⎩ 其他.

，，

，
 

(1) 试确定常数C ； 
(2) 求 ,X Y（ ）的分布函数; 
(3) 求 {P Y X≤ } . 

解 (1) 根据
0, 0

( , ) 1
x y

f x y dxdy
> >

=∫∫ ，可得 

(2 4 ) 2 4

0, 0 0 0 0 0

1 ( , )
8

x y x y

x y

C
f x y dxdy dx Ce dy C e dx e dy

+∞ +∞ +∞ +∞
− + − −

> >

= = = =∫∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ， 

所以 8C =  
(2) 由定义 

(2 4 )8 , 0, 0,
( , ) ( , )

0,

x y x yx y e dxdy x y
F x y f x y dxdy

− +

−∞ −∞
−∞ −∞

⎧ > >⎪= = ⎨
⎪⎩

∫ ∫∫ ∫
其它.

 

所以有 
2 4(1 )(1 ) 0, 0

( , )
0

x ye e x y
F x y

− −⎧ − − > >
= ⎨
⎩

， ，

， 其它.
 

(3) 将 ( , )X Y 看作是平面上随机点的坐标，有{ } { }( , )Y X X Y G≤ = ∈ ，其中G为 xOy
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平面上直线 y x= 下方的部分，于是 

{ } (2 4 )

0 0

2{ } ( , ) ( , ) 8
3

x x y

G

P Y X P X Y G f x y dxdy e dxdy
+∞ − +≤ = ∈ = = =∫∫ ∫ ∫ ． 

3.6  设随机变量 ,X Y（ ）的联合概率密度为 
4 0 1,  0 1

( , )
0
xy x y

f x y
< < < <⎧

= ⎨
⎩ 其他

， ，

， .
 

求 ,X Y（ ）的分布函数. 
解 根据分布函数的定义： 

( , ) ( , ) ,
x y

F x y f x y dxdy
−∞ −∞

= ∫ ∫  

当 0x < 或者 0y < 时， , 0F x y =（ ） ； 

当 0 1,  0 1x y≤ < ≤ < 时， 2 2

0 0
( , ) ( , ) 4

x y x y
F x y f x y dxdy dx xydy x y

−∞ −∞
= = =∫ ∫ ∫ ∫ ； 

当 1,  0 1x y> ≤ < 时，
1 2

0 0
( , ) ( , ) 4

x y y
F x y f x y dxdy dx xydy y

−∞ −∞
= = =∫ ∫ ∫ ∫ ； 

当 0 1,  1x y≤ < > 时，
1 2

0 0
( , ) ( , ) 4

x y x
F x y f x y dxdy dx xydy x

−∞ −∞
= = =∫ ∫ ∫ ∫ ； 

当 , 1x y ≥ 时，
1 1

0 0
( , ) ( , ) 4 1

x y
F x y f x y dxdy dx xydy

−∞ −∞
= = =∫ ∫ ∫ ∫ . 

3.7 设二维随机变量 ),( YX 的联合分布函数为 
1 2 1 2 max{ , }1 , 0, 0,

( , )
0,

x y x y x ye e e x y
F x y

λ λ λ λ λ− − − − −− − + > >
=
⎧
⎨
⎩ 其他.

 

求其边缘分布函数. 
解 由联合分布函数 ( , )F x y , 可得 X ,Y 的边缘分布函数为： 

       
11 , 0,

( ) ( , )
0

x

X
e x

F x F x
λ−⎧ − >

= +∞ =⎨
⎩ 其它.

 
21 , 0,

( ) ( , )
0

y

Y
e y

F x F y
λ−⎧ − >

= +∞ =⎨
⎩ 其它.

 

3.8 (1) 求 3.1题中的随机变量 ,X Y（ ）的边缘分布律; 
 (2) 求 3.2题 3n = 时随机变量 ,X Y（ ）的边缘分布律. 

解 (1) ① 放回抽样(第 1题) 
  Y  

X  
 0  1 

0 25/36 5/36 
1 5/36 1/36 

边缘分布律为 
  
 
 
 
   ②  不放回抽样(第 1题) 
 

Y  
X  

0 1 

0 45/66 10/66 
1 10/66 1/66 

边缘分布律为 
 
 
 
 

    Y    0   1 
   P·j   5/6  1/6 

X    0         1  

Pi·   5/6        
1/6 

X    0         1    
Pi·   5/6        1/6 

    Y    0   1 
   P·j   5/6  1/6 
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(2)(X，Y )的联合分布律如下 
  Y  

X  
 1  2 3 

1 0 1/6 1/6 
2 1/6 0 1/6 
3 1/6 1/6 0 

X，Y的边缘分布律分别为 
X 0 1 2 3 

  Pi· 1 / 8 3 / 8  3 / 8 1/ 8  

3.9 设随机变量 ,X Y（ ）在由曲线
2

2 , , 1
2
x

y x y x= = = 所围成的区域G均匀分布. 

(1) 求 ,X Y（ ）的概率密度； 
(2) 求边缘概率密度 ( ), ( )X Yf x f y . 
解  (1)根据题意，(X，Y)的概率密度 ),( yxf 必定是一常数，故由 

),(
6
1),(),(1

2

2 2/

1

0

yxfdyyxfdxdxdyyxf
x

xG

=== ∫∫∫∫ ， 

得到
6, ( , ) ,

( , )
0

x y G
f x y

∈⎧
= ⎨
⎩ ， 其 他.

 

(2)

2

2

2

/2

6 3 0 1,
( ) ( , )

0,

x

X x

dy x x
f x f x y dy

+∞

−∞

= < <
= =

⎧
⎪
⎨
⎪
⎩

∫∫
，

其 他.

 

2

1

6 0 0.5,

6( 2 ) 0 0.5,

( ) ( , ) 6 0.5 1, 6(1 ) 0.5 1,
0

0

y

y

Y

y

dx y

y y y

f y f x y dx dx y y y
+∞

−∞

< <

− < <

= = ≤ < = − < <

⎧
⎪
⎪ ⎧⎪ ⎪⎪ ⎪
⎨ ⎨
⎪ ⎪

⎪⎪ ⎩
⎪
⎪⎩

∫

∫ ∫

，

，

， ，

， 其 他.
， 其 他.

 

3.10 设二维随机变量 ,X Y（ ）的概率密度为
0

( , )
0

y x ye
f x y

− < <
=
⎧
⎨
⎩ 其他.

，，

，
, 求边缘概率密

度. 
解 二维随机变量(X，Y)的取值区域如图 3-1示，则 

            
, 0,

( ) ( , )
0, 0.

y x

x
X

e dy e x
f x f x y dy

x

+∞ − −
+∞

−∞

⎧ = >⎪= = ⎨
⎪ ≤⎩

∫∫  

        0
, 0,

( ) ( , )
0, 0.

y y y

Y

e dx ye y
f y f x y dx

y

− −
+∞

−∞

⎧ = >⎪= = ⎨
⎪ ≤⎩

∫∫      

3.11设二维随机变量 ,X Y（ ）的概率密度为 
2 21 ( )

2( , )
1 (1 sin sin ),   ( , + )

2
x y

f x y e x y x y
π

− +
= + −∞ < < ∞ ， 

求边缘概率密度. 
解 由已知条件             

Y 0 1 
P·j 1 / 8 3 / 8  
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2 21 ( )
21( ) ( , ) (1 sin sin )

2
x y

Xf x f x y dy e x y dy
π

+∞ +∞ − +

−∞ −∞
= = +∫ ∫  

        
2 2 2 21 1 1 1

2 2 2 21 1 1 sin sin
22 2

x y x y
e e dy e x e ydy

ππ π

+∞ +∞− − − −

−∞ −∞
= +∫ ∫  

        
21

21
2

x
e

π
−

=  

同理得 

       
21

21( ) ( , )
2

x

Yf y f x y dx e
π

+∞ −

−∞
= =∫ . 

3.12在第 3.3题中求在 0X = 的条件下Y 的条件分布律；在 1Y = 的条件下 X 的条件分布
律.  

解 根据公式
{ , 0}

{ | 0}
{ 0}

P Y i X
P Y i X

P X
= =

= = =
=

，得到在 0X = 的条件下Y 的条件分布律

为 

Y  0 1 2 

}0|{ =XYP  5/12 1/3 1/4 
类似地，在 1=Y 的条件下 X 的条件分布律为 

X  0 1 2 

}1|{ =YXP  4/17 10/17 3/17 
3.13将某一医药公司 9月份和 8月份收到的青霉素针剂的订货单数分别记为 X 和Y ，据

以往积累的资料知 X 和Y 联合分布律为： 
    Y  

X  
 51 52 53  54 55 

51 0.06 0.05 0.05 0.01 0.01 
52 0.07 0.05 0.01 0.01 0.01 
53 0.05 0.10 0.10 0.05 0.05 
54 0.05 0.02 0.01 0.01 0.03 
55 0.05 0.06 0.05 0.01 0.03 

（1）求边缘分布律；(2) 求 8月份的订单数为 51时，9月份订单数的条件分布律. 
解 (1)X，Y的边缘分布律分别为 

X 51 52 53 54    55 
  

Pi· 
0.18 0.15 0.35 0.12  0.20

 (2)因
{ , 51}

{ | 51}
{ 51}

P X i Y
P X i Y

P Y
= =

= = =
=

，得到 8月份的订单数为 51时，9月份订单数

的条件分布率 
i  51   52 53 54 55 

{ | 51}P X i Y= =  6/28 7/28 5/28 5/28 5/28 

3.14在 3.9题中求条件概率密度 | ( | )Y Xf y x ， | ( | )X Yf x y ， | ( | 0.5)X Yf x . 

 解 因为
6, ( , ) ,

( , )
0

x y G
f x y

∈⎧
= ⎨
⎩ ， 其 他.

. 
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2

2

2

/2

6 3 0 1,
( )

0,

x

X x

dy x x
f x

⎧
= < <⎪

= ⎨
⎪
⎩

∫ ，

其 他.

  

6( 2 ) 0 0.5,

( ) 6(1 ) 0.5 1,
0

Y

y y y

f y y y

− < <

= − < <

⎧
⎪⎪
⎨
⎪
⎪⎩

，

，

， 其 他.

 

所以，当 10 << x 时，

2 2
2

|

2 , / 2 ,( , )( | )
( ) 0,

Y X
X

x y xf x yf y x x
f x

⎧ < <⎪= = ⎨
⎪⎩ 其他.

 

 当 5.00 << y 时， |

1 , 2 ,( , ) 2( | )
( )

0,
X Y

Y

y x yf x y y yf x y
f y

⎧ < <⎪ −= = ⎨
⎪
⎩ 其他.

 

  当 15.0 <≤ y 时， |

1 , 1,( , ) 1( | )
( )

0,
X Y

Y

y xf x y yf x y
f y

⎧ < <⎪ −= = ⎨
⎪
⎩ 其他.

 

  当 5.0=y 时， |

1 , 0.5 1,
( | ) 1 0.5

0,
X Y

x
f x y

⎧ < <⎪= −⎨
⎪⎩ 其他.

 

3.15设随机变量 ,X Y（ ）在由曲线 2 ,y x y x= = 所围成的区域G均匀分布. 

(1) 写出 ,X Y（ ）的概率密度； 

    (2) 求边缘概率密度 ( ),  ( )X Yf x f y ； 

    (3) 求条件概率密度 | ( | )Y Xf y x ，并写出当 0.5x = 时的条件概率密度. 
解  (1) 根据题意，(X，Y)的概率密度 ),( yxf 必定是一常数，故由 

),(
3
1),(),(1

2

1

0

yxfdyyxfdxdxdyyxf
x

xG

=== ∫∫∫∫ ，得到
3, ( , ) ,

( , )
0

x y G
f x y

∈⎧
= ⎨
⎩ ， 其 他.

 

(2) 2

23 3( ) 0 1,
( ) ( , )

0,

x

X x

dy x x x
f x f x y dy

+∞

−∞

⎧
= − < <⎪

= = ⎨
⎪
⎩

∫∫
，

其 他.

 

  2

23 3( 0 1,
( ) ( , )

0                               

y

y
Y

dx y y y
f y f x y dx

+∞

−∞

⎧ = − < <⎪= = ⎨
⎪⎩

∫∫
其 他.

)，

，

 

   (3) 当 10 << x 时，

2
2

|

1 , ,( , )( | )
( )

0,
Y X

X

x y xf x yf y x x x
f x

⎧ < <⎪= = −⎨
⎪⎩ 其他.

 

特别地，当 5.0=x 时的条件概率密度为 

|

4 , 1/ 4 2 / 2,
( | 0.5) 2 2 1

0,
Y X

y
f y

⎧ < <⎪= −⎨
⎪⎩ 其他.

 

3 .16 设 X 在区间( 0 , 1 ) 上随机地取值, 当观察 (0 1)X x x= < < 时, Y 在区间 (0, )x
上随机地取值,求 | ( | )Y Xf y x . 
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     解 按题意 X 具有概率密度
1 0 1

( )
0

x
f x

< <
=
⎧
⎨
⎩ 其 它.

， ，

，
在 =  (0 1)X x x< < 的条件下, Y 的条

件密度为 

| ( | )
1 ,      0 ,

0,
Y Xf y x

y x
x=

⎧ < <⎪
⎨
⎪⎩ 其它.

. 

3.17 设随机变量 ,X Y（ ）的联合分布函数为 , ( arctan arctan)( )
2 3

F x y A B x yC= + +（ ） ，其

中 0A ≠ ，(1) 求常数 , ,A B C；(2) 判断 X 与Y 是否独立. 
解 (1) 由联合分布函数的性质，对于任意的 ,x y有 

  , 1F + ∞ +∞ =（ ） ，即 ( )( ) 1
2 2

A B Cπ π
+ + = ， 

  , 0F x −∞ =（ ） ，即 ( arctan )( ) 0
2 2

A B
x C π

+ − = ， 

  , 0F y− ∞ =（ ） ，即 ( )( arctan ) 0
2 3

A B
yCπ

− + = . 

解之得 2 ,  
1

2
A B C

π
π

= = = . 

(2) 由联合分布函数 ( , )F x y , 可得 X ,Y 的边缘分布函数为： 

  ( arctan
1( ) ( , ) )

2 2X
xF x F x π

π
+= +∞ = , ( arctan

1( ) ( , ) )
2 2Y

xF x F y π
π

+= +∞ =  

因 , ) (X YF x y F x F y=（ ） （ ），所以 X 与Y 相互独立. 
 

3.18 (1) 第 3.1题中的随机变量 X和 Y是否相互独立. 
(2) 问在 3.3题中 X，Y是否相互独立？ 

    解 (1) 放回抽样的情况 

P {X=0, Y=0 } = P {X=0}·P {Y=0} =
36
25  ,P {X=0, Y=1 } = P {X=0}P {Y=1}=

36
5 , 

P {X=1, Y=0 } = P {X=1}P {Y=0}=
36
5 ,P {X=1, Y=1 } = P {X=1}P {Y=1}=

36
1 . 

在放回抽样的情况下，X和 Y是独立的. 
不放回抽样的情况： 

P {X=0, Y=0 } =
66
45

11
9

12
10 =⋅ ，P {X=0}=

6
5

12
10 = . 

P {X=0}= P {X=0, Y=0 } + P {Y=0, X=1 }=
6
5

11
10

11
2

11
9

12
10 =⋅+⋅ . 

P {X=0}·P {Y=0} =
36
25

6
5

6
5 =×  

P {X=0, Y=0 }≠P {X=0}P {Y=0} 
所以 X和 Y不独立 

(2) 求出边缘分布律为 
  Y  

X  
 1  2 3 }{ iXP =

0 0.10 0.08 0.06 0.24 
1 0.04 0.20 0.14 0.38 
2 0.02 0.06 0.30 0.38 

}{ jYP =  0.16 0.34 0.50 1 
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很显然， }0{}0{}0,0{ ==≠== YPXPYXP ，所以 YX , 不是相互独立. 
3.19设一离散型随机变量的分布律为 
 

Y      1−            0               1 

kp     / 2θ          1 θ−           / 2θ
又设 1 2,  Y Y 是两个相互独立的随机变量，且 1 2,  Y Y 都与Y 有相同的分布律. 求 1 2,  Y Y 的联合分
布律. 并求 1 2{ }P Y Y= . 

解 由相互独立性，可得 21 ,YY 的联合分布律为 

1 2 1 2{ , } { } { }P Y i Y j P Y i P Y j= = = = = ， , 1,0,1i j = −  
结果写成表格为 

2 2
1 2 1 2 1 2 1 2{ } { 1} { 0} { 1} (1 ) / 2P Y Y P Y Y P Y Y P Y Y θ θ= = = = − + = = + = = = − + . 

3.20已知随机变量 1 2,X X 的分布律为 

1X  1−  0 1  2X  1−  0 

kp  
1
4

 
1
2

 
1
4

  kp  
1
2

 
1
2

 

且 1 2{ 0} 1.P X X = =  (1) 求 1X 和 2X 的联合分布律; (2)问 1X 和 2X 是否独立? 为什么？  

解 (1) 因为 1 2{ 0} 1P X X = = ，所以 1 12 2{ {0} 1 0} 0P X P XX X≠ = − = = ，即 

1 12 2{ {1, 1} 1, 1} 0P X P XX X= − = = = = = . 

设 1X 和 2X 的联合分布率为 

  2X  

1X  
 0  1 2{ }P X i=

-1 P11 0 0.25 
0 P21 P22 0.5 
1 P31 0 0.25 

1{ }P X j=  0.5 0.5 1 

(2)因为 21
1 10
2 2

P = ≠ × ，所以 1X 和 2X 不独立. 

3.21设 X，Y是两个相互独立的随机变量， ~ (0,1)X U ，Y 的概率密度为 

8 , 0 1/ 2,
( )

0,Y

y y
f y

< <
=
⎧
⎨
⎩ 其他.

 

试写出 X，Y的联合概率密度，并求 { }P X Y> . 
解 根据题意， X 的概率密度为 

1 0 1,
( )

0X

x
f x

< <⎧
= ⎨
⎩ 其他.

 

所以根据独立定，X，Y的联合概率密度为 

2Y  

1Y  
-1 0 1 

-1 2 / 4θ  (1 ) / 2θ θ−  2 / 4θ  
0 (1 ) / 2θ θ−  2(1 )θ−  (1 ) / 2θ θ−  

1 2 / 4θ  (1 ) / 2θ θ−  2 / 4θ  
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8 0 1, 0 1 / 2,
( , ) ( ) ( )

0X Y

y x y
f x y f x f y

< < < <
= =

⎧
⎨
⎩ 其他.

, 

1/2 1

0

2
{ } ( , ) 8 .

3x y y

P X Y f x y dxdy dx ydx
>

> = = =∫∫ ∫ ∫ . 

3.22设 X，Y是两个相互独立的随机变量，X在(0，1)上服从均匀分布.  Y的概率密度为                    

                           
21 , 0( ) 2

0 0

y

Y
e yf y

y

⎧
>⎪= ⎨

⎪ ≤⎩

，

， .

 

(1) 求 X和 Y的联合密度； (2) 设含有 a的二次方程为 2 2 0a Xa Y+ + = , 试求方程有实根的
概率. 

解 (1) X的概率密度为
1,    (0,1)

( )
0,    X

x
f x

∈⎧
= ⎨
⎩ 其它.

，
 

Y的概率密度为
21 , 0,( ) 2

0,       0.

y

Y
e yf y

y

−⎧
>⎪= ⎨

⎪ ≤⎩

且知 X, Y相互独立， 

于是(X，Y)的联合密度为 

21 0 1, 0,( , ) ( ) ( ) 2
0

y

X Y
e x yf x y f x f y
−⎧

< < >⎪= = ⎨
⎪⎩ 其它.

         

(2) 由于 a有实跟根，从而判别式 044 2 ≥−=∆ YX , 即： 2XY ≤  
记 }0,10|),{( 2xyxyxD <<<<= , 如图 3-2所示 

   
2

2 21 1 12 2 2 2

0 0 0 0 0

1
( ) ( , ) 1

2

y y x
x x

D

P Y X f x y dxdy dx e dy dx de e dx
− − −

≤ = = = − = −∫∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫  

         

2

0
2

0

1
1 2 1 2 ( (1) (2)) 1 2 (0.8413 0.5)

2
1 2.5066312 0.3413 1 0.8555 0.1445

x

e dxπ π π
π

−
= − ⋅ = − Φ −Φ = − −

= − × = − =

∫  

3.23 设 X，Y是两个相互独立的随机变量，其概率密度分别为 
,   0,

( )
0  0

x

X
e x

f x
x

λλ −⎧ >
= ⎨

≤⎩ ， .
      

0
( )

0 0

y

Y
e y

f y
y

µµ −⎧ >
= ⎨

≤⎩

， ，

， .
 

其中 0,  0λ µ> > 是常数. 引入随机变量 
1
0

X Y
Z

X Y
≤⎧

= ⎨ >⎩

， ，

， .
 

求Z 的分布律和分布函数. 
     解 因为 

 ( ) ( ) ( )
00 0 0

{ } x y x x x xP X Y e dydx e dx eλ µ λ µ λ µλ λλµ λ
λ µ λ µ

+∞ +∞ +∞− + − + − + +∞≤ = = − =
+ +∫ ∫ ∫ , 

{ } { }1P X Y P X Y
µ

λ µ
> ≤ == −

+
. 

从而Z 的分布率为 
 

Z    0          1      

1 

y=x2 

x o

y

D 

图 3-2 
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 概率   
µ

λ µ+
      

λ
λ µ+

    

            
Z 的分布函数为 

0,             0,

( ) ,   0 1,

1,      1

Z

z

f z z

z

µ
λ µ

⎧ <
⎪⎪= ≤ <⎨ +⎪
⎪ ≥⎩ .

 

3.24 设随机变量 X和 Y的联合分布律为 
      Y  
X  

 0  1  2 

0 1/12 1/6 1/24 
1 1/4 1/4 1/40 
2 1/8 1/20 0 
3 1/120 0 0 

(1) 求 max( , )U X Y= 的分布律； 
(2) 求 min( , )V X Y= 的分布律； 
(3) 求W X Y= + 的分布律. 
解(1) max( , )U X Y= 的分布律为 

{ } {max( , ) } { , } { , }, 0,1, 2,3P U k P X Y k P X k Y k P Y k X k k= = = = = ≤ + = < =  
如， { 2} { 2, 2} { 2, 2}P U P X Y P Y X= = = ≤ + = <  

1 / 8 1 / 20 0 1/ 24 1/ 40 29 /120= + + + + = ， 
其余类似. 结果写成表格形式为 

U  0      1       2       3         

kp   1/12    2/3    29/120   1/120      
(2) min( , )V X Y= 的分布律为 

2,1,0},,{},{}),{min(}{ =>=+≥===== kkXkYPkYkXPkYXPkVP  
如， { 2} { 2, 2} { 2, 2}P V P X Y P Y X= = = ≥ + = > 000 =+= ，其余类似. 结果写成表格形式为 

U  0        1     

kp   27/40    13/40   
(3)W X Y= + 的分布律为 

0

{ } { } { , }, 0,1, 2,3, 4,5
k

i

P W k P X Y k P X i Y k i k
=

= = + = = = = − =∑  

如，
2

0

{ 2} { , 2 } 1/ 24 1/ 4 1 / 8 5 /12
i

P W P X i Y i
=

= = = = − = + + =∑ ，其余类似. 结果写成表格

形式为 
W  0      1       2       3    

kp   1/12    5/12    5/12    1/12   
3.25 设 X 和Y相互独立，分别服从二项分布 ( , )B n p 和 ( , )B m p , 求Z X Y= + 的分布. 
解 首先指出，Z X Y= + 可取0,1,2, ,n m+ ，由独立性假定 

0
{ } { } { }

k

i
P Z k P X i P Y k i

=

= = = = −∑ ( )

0

(1 ) (1 )
k

i i n i k i k i m k i
n m

i

C p p C p p− − − − −

=

= − −∑  

0

(1 )
k

i k i k n m k
n m

i

C C p p− + −

=

= −∑  
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由
0

k
i k i k
n m n m

i
C C C−

+
=

=∑ ，可得 

{ } (1 ) ,     0,1,2, ,k k n m k
n mP Z k C p p k n m+ −
+= = − = +  

即Z 服从二项分布 ( , )b n m p+ . 

3.26 设随机变量 ~ ( 1,1)X U − ，随机变量 Y 具有概率密度
2

1
( )

(1 )Yf y
yπ

=
+

，

y−∞ < < +∞，设 X，Y相互独立，求 Z X Y= + 的概率密度. 

解 因为
1/ 2 1 1,

( )
0X

x
f x

− < <
=
⎧
⎨
⎩ 其他.

所以 Z X Y= + 的概率密度为 

[ ]
1

2
1

1 1
( ) ( ) ( ) arctan( 1) arctan( 1)

2 (1 ) 2

z

Z Y X
z

f z f y f z y dy dy z z
yπ π

+∞ +

−∞ −

= − = = + − −
+∫ ∫ . 

3.27 设随机变量 X，Y都在(0,1)上服从均匀分布，且 X，Y相互独立，求 Z X Y= + 的概

率密度. 
解 因为 X，Y都在(0,1)上服从均匀分布，所以 

1 0 1,
( )

0X

x
f x

< <
=
⎧
⎨
⎩ 其他.

  
1 0 1,

( )
0Y

x
f y

< <
=
⎧
⎨
⎩ 其他.

 

根据卷积公式，得 

dyyzfyfzf XYZ )()()( −= ∫
+∞

∞−

1

1

0

1 , 1

2 ,  1 2,
1 , 0 1 ,   0 1,

0,
0,

z

z

dy z

z z
dy z z z

−

≥

− ≤ <

= ≤ < = ≤ <

⎧
⎪
⎪ ⎧⎪⎪ ⎪
⎨ ⎨
⎪ ⎪⎩⎪
⎪
⎪⎩

∫

∫
其他.

其他

  

3.28 设某种商品一周的需要量是一个随机变量，其概率密度为
, 0,

( )
0, 0.

tte t
f t

t

−⎧ >
= ⎨

≤⎩
 并

设各周的需要量是相互独立的，试求(1)两周的需要量的概率密度; (2) 三周的需要量的概率密
度. 

解 (1)设第一周需要量为 X，它是随机变量, 设第二周需要量为 Y，它是随机变量 
且为同分布，其分布密度为 

, 0,
( )

0 0.

tte t
f t

t

−⎧ >
= ⎨

≤⎩
 

Z=X+Y表示两周需要的商品量，由 X和 Y的独立性可知： 
0, 0,

( , )
0

x yxe ye x y
f x y

− − > >
=
⎧
⎨
⎩ 其它.

 

∵ z≥0 ∴  当 z<0时，fz (z) = 0 
当 z>0时，由和的概率公式知 

3
( )

0

( ) ( ) ( )

( )
6

z x y

z z y y z

f z f z y f y dy

z
z y e ye dy e

+∞

−∞

− − − −

= −

= − ⋅ =

∫

∫
 

所以 z的概率密度为 
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3

, 0,( ) 6
0 0.

z

z

z e zf z
z

−⎧
>⎪= ⎨

⎪ ≤⎩

 

(2) 设 z表示前两周需要量，其概率密度为

3

, 0,( ) 6
0 0.

z

z

z e zf z
z

−⎧
>⎪= ⎨

⎪ ≤⎩

 

    设ξ表示第三周需要量，其概率密度为
, 0,

( )
0 0.

xxe x
f x

xξ

−⎧ >
= ⎨

≤⎩
 

又 z与ξ相互独立，令η= z +ξ表示前三周需要量 
∵η≥0， ∴当 u<0，  fη(u) = 0 

当 u>0时，
5

3 ( )

0

1( ) ( ) ( ) ( )
6 120

u u y y uuf u f u y f y dy u y e ye dy eη ξ

+∞ − − − −

−∞
= − = − ⋅ =∫ ∫  

所以η的概率密度为 
5

0,( ) 120
0 0.

uu e uf u
u

η

−⎧
>⎪= ⎨

⎪ ≤⎩

 

3.29 设随机变量 X，Y 相互独立，且都服从参数为 1 的指数分布，试求
X

Z
Y

= 的概率密

度. 

    解 由公式得
0

( ) ( ) ( ) ( ) ( )X X Y X Y

Y

f z y f yz f y dy yf yz f y dy
+∞ +∞

−∞
= =∫ ∫  

                     0
,   0

         0,               

yz yye e dy z
+∞ − − >

=
⎧⎪
⎨
⎪⎩

∫
其它.

，
 2

1
,        0,

(1 )

         0,         

z
z

>
+=

⎧
⎪
⎨
⎪⎩ 其它.

 

3.30设随机变量 X, Y相互独立，它们的联合概率密度为 

33 ,       0,0 2,
( , ) 2

  0,                

xe x y
f x y

−⎧ > ≤ ≤⎪= ⎨
⎪⎩ 其他.

 

(1) 求边缘概率密度 ( ), ( )X Yf x f y ; 
(2) 求 max{ , }Z X Y= 的分布函数. 

解 (1)

2
3 3

0

3 / 2 3 0,
( ) ( , )

0,          

x x

X

e dy e x
f x f x y dy

− −+∞

−∞

= >
= =

⎧
⎪
⎨
⎪
⎩

∫∫
，

其 他.

 

3

0

1 / 2 0 2,
( ) ( , )

0

3 / 2 ,  0 2,

        0       
Y

x y
f y f x y dx

e dx y+∞

−∞

∞ −
≤ ≤

= = =
⎧⎧ ≤ ≤⎪ ⎪

⎨ ⎨
⎪ ⎪⎩ ⎩

∫ ∫
，

其 他. ， 其 他.，
 

(2) max{ , }Z X Y= 的分布函数为 
( ) { } {max{ , } } { , } { } { } ( ) ( )Z X YF z P Z z P X Y z P X z Y z P X z P Y z F z F z= ≤ = ≤ = ≤ ≤ = ≤ ≤ =  

     因为  
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3

0, 0,
( )

1 , 0.X x

x
F x

e x−

≤
=

− >
⎧
⎨
⎩

 

0 0,
( ) / 2 0 2,

1 2.
Y

y
F y y y

y

<

= ≤ ≤

>

⎧
⎪
⎨
⎪⎩

 

所以， 

( )3

3

0, 0,

( ) ( ) ( ) 1 , 0 2,
2
1 , 2.

z
Z X Y

z

z
z

F z F z F z e z

e z

−

−

<

= = − ≤ ≤

− >

⎧
⎪⎪
⎨
⎪
⎪⎩

 

(3)
3

3 21 1 1
{ 1} (1) ( )

4 2 4
1 1
2 2Z ZP Z F F e e

−−< ≤ = − = − + . 

3.31 设某种型号的电子管的寿命(以小时计)近似地服从 2(160, 20 )N 分布, 随机地选取 4
只，求其中没有一只寿命小于 180小时的概率. 

解 设 X1，X2，X3，X4为 4只电子管的寿命，它们相互独立，同分布，其概率密度为： 

2

2

202
)160(

202
1)( ×

−
−

⋅
=

t

T e
π

tf  

2

2
180

2

1
2

1 1 ( 160)
{ 180} (180)

20 2 202

160) / 20 1 180 60
(

202

0.8413

                
)

                

X

u

t
f X F dt

t u
e du

π

π

−∞

−

−∞

−
< = =

×

− = −
= Φ

∫

∫
查表

令(  

设
3 41 2, ,min{ },X X X XN =  

{ } { }
[ ] ( )

1 2 3 4

44

4
{ 180} 180, 180, 180, 180

{1 180 }  0.1587 0.00063.

180

                

P N P X X X X

p X

P X> > > >

= < = =

> = = >

－
 

3.32设随机变量 ,X Y（ ）的概率密度为 
( ) , 0 1,0 ,

( , )
0,            

x ybe x y
f x y

− +⎧ < < < < +∞
= ⎨
⎩ 其他.

 

(1) 试确定常数b； 
(2) 求边缘概率密度 ( ), ( )X Yf x f y ; 
(3) 求函数 max{ , }U X Y= 的分布函数. 

解 (1)  ]1[),(1 11

0 0

)( −+∞ +−+∞

∞−

+∞

∞−
−=== ∫ ∫∫ ∫ ebdxdybedxdyyxf yx  

∴  11
1

−−
=

e
b  

  (2)  ∫
+∞

∞−
= dyyxfxf X ),()(

( )
10

0, 0 1,

,    0 1.
1

x
x y

x x
ebe dy x

e

−+∞ − +
−

≤ ≥⎧
⎪= ⎨

= < <⎪ −⎩∫

或

 

       1 ( )

0

0 , 0,
( ) ( , )

, 0.Y x y y

y
f y f x y dx

be dx e y
+∞

− + −−∞

≤⎧⎪= = ⎨
= >⎪⎩

∫ ∫
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 (3) ( ) { } { } ( ),  � , ( , )u

u u
F P U u P X u Y u F u u f x y dx dyω

−∞ −∞
= ≤ ≤ ≤ = == ∫ ∫  

  0u < ,  ( )  0UF u = ， 

∫ ∫ −

−
+−

−
−

==<≤
u uu yx

U e
edydxbeuFu

0 1

2

0

)(

1
)1()(,10 ， 

       ∫ ∫ −+− −==≥
u uyx

U edydxbeuFu
0

1

0

)( 1)(,1 . 

3.33 设随机向量 ,X Y（ ）的联合密度函数为
8 , 0 ,0 1,

( , )
0, .
xy x y y

f x y
< ≤ < ≤⎧

= ⎨
⎩ 其他

 试

求Z XY= 的密度函数． 

解 因为 

( ) ( , )w xy f x y dxdy
+∞ +∞

−∞ −∞∫ ∫
1

0 0
( ) 8

y
dy w xy xydx= ⋅∫ ∫  

21

0 0

1( ) 8
z xy y

dy w z z dz
y

=

===== ⋅ ⋅∫ ∫
令

 

1 1 1

0 0

1( ) 8 ( ) ( 4 ln )
z

w z zdz dy w z z z dz
y

====== ⋅ = ⋅ −∫ ∫ ∫
交换积分次序

 

所以 
4 ln , 0 1,

( )
0, .Z

z z z
f z

− < <⎧
= ⎨
⎩ 其他

 

3.34设随机变量 ,X Y 相互独立，其概率密度分别为 
1, 0 1, , 0,

( ) ( )
0, . 0, .

y

X Y

x e y
f x f y

−≤ ≤ ⎧ >⎧
= =⎨ ⎨
⎩ ⎩其他 其他

 

试求 2X Y+ 的概率密度. 
解 因为 

(2 ) ( , )w x y f x y dxdy
+∞ +∞

−∞ −∞
+∫ ∫

1

0 0
(2 ) yw x y e dxdy

+∞ −= +∫ ∫  

2 2

0

1( )
2

z x y y y

y
w z e dz dy

= + +∞ + −⎛ ⎞===== ⋅⎜ ⎟
⎝ ⎠∫ ∫

令

 

2

0 0 2 2

1 1( ) ( )
2 2

z zy y

z
w z e dy dz w z e dy dz

+∞− −

−

⎛ ⎞ ⎛ ⎞====== + ⋅⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠∫ ∫ ∫ ∫

交换积分次序

 

2 2

0 2

1 1( ) (1 ) ( ) ( 1) ,
2 2

z zw z e dz w z e e dz
+∞− −= ⋅ − + ⋅ −∫ ∫  

所以 

2

0, 0,
1( ) (1 ), 0 2,
2

1 ( 1) , 2.
2

z
Z

z

z

f z e z

e e z

−

−

⎧
⎪ ≤
⎪
⎪= − < ≤⎨
⎪
⎪ − >⎪⎩
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第 4 章  随机变量的数字特征 

4.1 袋内有三个 1 号球，一个 2 号球和两个 3 号球，从中一次任取三个球，记 X 表示取
到三个球的最大号数，求 )(XE . 

解  计算 )(XE 需先求出 X 的分布， X 可以取 3,2,1 三个值，由古典概率公式有： 
3
3

1 3
6

1{ 1}
20

Cp P X
C

= = = =
，

2 1
3 1

2 3
6

3{ 2}
20

C Cp P X
C

= = = =
，

1 2 2 1
2 4 2 4

3 3
6

16{ 3}
20

C C C Cp P X
C
+

= = = =
 

于是  

1

1 3 16( ) 1 2 3 2.75
20 20 20

k

i
i

E X ip
=

= = × + × + × =∑
 

4.2 设随机变量 X 的分布律为 1 5 4{ ( 1) }
5

k
k

kP X
k

+= − = ， ,2,1=k ,试说明 X 的数学期望

不存在. 

解  因为 1 1

1 1

5 4 4( ) ( 1) ( 1)
5

k
k k

k
k k

E X
k k

∞ ∞
+ +

= =

= − × = −∑ ∑ ，又因为
1

4
k k

∞

=
∑ 是发散的级数，即

1

1

4( 1)k

k k

∞
+

=

−∑ 是条件收敛，不是绝对收敛，从而 )(XE 不存在. 

4.3 箱内有 5 件产品，其中 2 件为次品，每次从箱中随机地取出一件产品，取后不放回，
直到查出全部次品为止，求所需检验次数 X 的数学期望.  

解 由题意， X 可能的取值为 2,3,4,5. iA = {第 i次取到次品}， 1,2,3,4,5i = ，那么 

1 2 1 2 1
2 1( 2) ( ) ( ) ( | ) 0.1
5 4

P X P A A P A P A A= = = = × =  

1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3( 3) ( ) ( ) ( )P X P A A A A A A P A A A P A A A= = + = +  

1 2 1 3 1 2 1 2 1 3 1 2( ) ( | ) ( | ) ( ) ( | ) ( | )P A P A A P A A A P A P A A P A A A= +  

2 3 1 3 2 1 0.2
5 4 3 5 4 3

= × × + × × =  

类似可求 ( 4) 0.3P X = = ， ( 5) 0.4P X = = .那么 X 的分布律 
X  2 3 4 5 
概率 0.1 0.2 0.3 0.4 

于是所需检验次数 X 的数学期望 
5

2
( ) ( ) 2 0.1 3 0.2 4 0.3 5 0.4 4

i
E X iP X i

=

= = = × + × + × + × =∑ . 

4.4 设 5 人在某大楼一层进入同一部电梯，此大楼共有 28 层，设每位乘客在任何一层离
开电梯的概率相同，试求电梯内乘客全部离开时，电梯需停次数的数学期望. 

解  设
0,

1,2, ,28.
1,i

i
X i

i
⎧

= =⎨
⎩

第层电梯不停，

第层电梯停.
,并设 X 为电梯要停的次数. 

则
28

1
i

i

X X
=

= ∑ ，由题意知
51{ 0} (1 )

28iP X = = − ，
51{ 1} 1 (1 )

28iP X = = − −  
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从而              51( ) 1 (1 )
28iE X = − − ， 1,2, ,i n= ． 

由数学期望的性质(3)，可得 
28 28

5

1 1

1( ) ( ) ( ) 28[1 (1 ) ] 4.66
28i i

i i

E X E X E X
= =

= = = − − ≈∑ ∑ ． 

4.5 设随机变量 X 服从参数为 ( )0>λλ 的泊松分布，且已知 2)]3)(2[( =−− XXE ，求 λ
的值. 

解   因为 
[ ] 2 2( 2)( 3) ( 5 6) ( ) 5 ( ) 6 2E X X E X X E X E X− − = − + = − + =  

2[ ( ) ( )] 5 ( ) 6 2D X E X E X+ − + =  

即 0452 =+−+ λλλ ，解得： 2=λ . 

4.6 设连续型随机变量 X 的概率密度函数是
⎩
⎨
⎧ <<

=
其它0

10
)(

xkx
xf

α

，其中 0, >αk ，且

( ) 75.0=XE ，求 α,k 的值. 
解  由归一性有 

( )
11

1 1
0

11

0 +
=

+
=== +∞+

∞− ∫∫ αα
αα kxkdxkxdxxf  

及 

( ) ( ) 75.0
22

1
0

21

0

1 =
+

=
+

=== +++∞

∞− ∫∫ αα
αα kxkdxkxdxxxfXE  

故有 2,3 == αk . 
4.7 设随机变量 ),( YX 服从在 A上的均匀分布，其中 A为 x轴、 y轴及直线 01 =++ yx

所围成的区域.求 )(XE ， )23( YXE +− ， )(XYE . 
解  因为 ( )YX , ～ ( )AU ,所以 

( )
⎩
⎨
⎧ <<−<<−

=
其它,0

01,01,2
,

yx
yxf ， 

故有 

( ) ( ) 22,
0

1
=== ∫∫ −

+∞

∞−
dydyyxfxFX    ( )01 <<− x  

( ) ( ) 22,
0

1
=== ∫∫ −

+∞

∞−
dxdxyxfyFY    ( )01 <<− y  

( ) ( )YExdxdyXE =−== ∫ ∫− −
12

0

1

0

1
 

( ) ( ) ( ) 1232323 =−=+−=+− YEXEYXE  

( )
2
12

0

1

0

1
=⋅= ∫ ∫− −

dxdyxyXYE  

4.8 某个商店经过长期的统计，获知本商店每月销售某品牌的某个型号的液晶电视机的
台数 X 服从区间 ]30,10[ 上的均匀分布，该商店每销售一台这个型号的液晶电视机可获利润

500 元；如果月初进该型号的液晶电视机太多，而销售不完，则月末必须削价处理，每处理
一台该型号的液晶电视机亏损 100 元；否则，可从外部调剂供应，此时每销售一台该型号的
液晶电视机仅获利 300 元，为使该商店所获利润期望值不少于 9332 元，试问该商店每月月初
需进该型号的液晶电视机多少台？ 
   解  设月初需进该型号的液晶电视机 y台，满足要求，则所获利润 
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500 100( ), 10 ,
500 ( ) 300, 30.

x y x x y
Z

y x y y x
− − ≤ <⎧

= ⎨ + − × < ≤⎩
 

期望利润为  
30 30

10 10

1 1 1( ) (600 100 ) (300 200 )
20 20 20

y

y
E X zdx x y dx x y dx= = − + +∫ ∫ ∫

 
即 27.5 350 5250 9332y y− + + ≥ ，解得 23y ≈ . 

4.9 设随机变量 X 的分布律为 
X    -1     0    0.5     1      2 

kp  1/3   1/6   1/6    1/12    1/4 

求 )(XE ， )1( +−XE ， )( 2XE ， )(XD . 
解  由随机变量 X 的分布律，得 

X    -1     0     0.5     1      2 
1+− X  

       2     1     1/2     0      -1 
2X  

       1      0    1/4      1      4 

kp  1/3   1/6   1/6    1/12    1/4 

所以 

        
( ) 1 1 1 1 1 1 1( 1) 0 1 2

3 6 2 6 12 4 3
E X = − × + × + × + × + × =

 

        
( ) 1 1 1 1 1 1 21 2 1 0 ( 1)

3 6 2 6 12 4 3
E X− + = × + × + × + × + − × =

 

        
( )2 1 1 1 1 1 1 351 0 1 4

3 6 4 6 12 4 24
E X = × + × + × + × + × =

 

    

2 2 235 1 97( ) ( ) ( ( )) ( )
24 3 72

D X E X E X= − = − =
 

4.10 设有 n只小球和 n只能装小球的盒子 ,他们依次编有序号 1,2,…, n . 今随机地将 n只
小球分别装入 n只盒子 ,且每只盒子只需放一只小球 . 试求两个序号恰好一致的数对个数的数
学期望和方差.  

解   设两个序号恰好一致的数对个数为 X ,如果直接计算 ( ), ( )E X D X ,将感到非常困难 ,
为此将 X 分解. 令 

1, ,
0, .i

i i

i i
X ⎧

= ⎨
⎩

第个小球装入第个盒子

第个小球未装入第个盒子
 1,2, , .i n=  

则 

1 2 nX X X X= + + + , 
且   

      
1( 0) 1 ,iP X
n

= = −        
1( 1) ,iP X
n

= =  

1 1( 0) 1 , ( 1) ,
( 1) ( 1)i j i jP X X P X X

n n n n
= = − = =

− −
i j≠ .  

所以 

      
1 1( ) , ( ) , , 1, 2, , , .

( 1)i i jE X E X X i j n i j
n n n

= = = ≠
−

 

因此 

1 2( ) ( )nE X E X X X= + + +  
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1 2
1( ) ( ) ( ) 1nE X E X E X n
n

= + + + = × = , 

2 2 2
1 2

1 1
( ) ( ) ( 2 )

n

n i i j
i i j n

E X E X X X E X X X
= <

= + + + = +∑ ∑
≤ ≤

 

2 2

1 1

1 1( ) 2 ( ) 2
( 1)

n

i i j n
i i j n

E X E X X n C
n n n= <

= + = × + × ×
−∑ ∑

≤ ≤

=2. 

2 2( ) ( ) ( ) 1D X E X E X= − = . 

4.11 设随机变量 X 的概率密度为
⎩
⎨
⎧ <<−−

=
其它0

2011
)(

xx
xf ，求 )(),( XDXE . 

解 所给概率密度可化为: 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧
<≤−
<<

=
其他0

212
10

)( xx
xx

xf ， 

故有 

dxxxxxdxXE ∫ ∫ −+=
1

0

2

1
)2()( 1)2(

2

1

21

0

2 =−+= ∫∫ dxxxdxx  

      dxxxxdxxXE )2()(
2

1

21

0

22 −+= ∫∫ 6
7)2(

2

1

321

0

3 =−+= ∫∫ dxxxdxx  

6
11

6
7)( 2 =−=XD  

4.12 设随机变量 X 的密度函数是
⎪⎩

⎪
⎨
⎧ <<=

其它0

20
8
3

)(
2 xxxf ，求: )1(),(),( 2

2

X
EXEXE ，

)(XD . 

解  
2
3

4
1

8
3

8
3)()( 2

0
42

0

2 =×=== ∫ ∫
+∞

∞−
xdxxxdxxxfXE  

5
12

5
1

8
3

8
3)()( 2

0
52

0

2222 =×=== ∫ ∫
+∞

∞−
xdxxxdxxfxXE  

4
3

8
3

8
31)1( 2

0
22

0 22 ==⋅= ∫ xdxx
xX

E   

20
3

4
9

5
12)]([)()( 22 =−=−= XEXEXD  

4.13 设 X 为随机变量，若已知 ( ) 2=XE ， 1
2

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ XD ,求 ( )22−XE . 

解  由 ( ) 1
4
1

2
==⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ XDXD 知： ( ) ( ) ( )XEXEXD 224 −== ，故 ( ) 82 =XE ， 

所以有： ( ) ( ) ( ) ( ) 444442 222 =+−=+−=− XEXEXXEXE . 
4.14 设随机变量 X 的概率密度为 

,                0 2
( ) ,  2 4

0, .

ax x
f x cx b x

< <⎧
⎪= + ≤ ≤⎨
⎪
⎩ 其它

， 
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已知 2)( =XE ,
4
3}31{ =<< XP .求：(1) cba ,, ；(2)求 XeY = 的期望和方差. 

    解  (1)由归一性得  
4 2 4

0 0 2
( ) 2 6 2 1f x dx axdx cx bdx a c b= + + = + + =∫ ∫ ∫          (1) 

由 ( ) 2E X = 得 
4 2 42 2

0 0 2

8 56( ) ( ) 6 2
3 3

E X xf x dx ax dx cx bxdx a c b= = + + = + + =∫ ∫ ∫     (2) 

由
3{1 3}
4

P X< < = 得 

2 3

1 2

3 5 3{1 3}
2 2 4

P X axdx cx bdx a c b< < = + + = + + =∫ ∫         (3) 

由(1)，(2)，(3)得
1 1, 1,
4 4

a b c= = = −  

(2) 
4 2 4 2 2

0 0 2

1 1 1( ) ( ) ( 1)
4 4 4

x x x xE Y e f x dx xe dx xe e dx e= = + − + = −∫ ∫ ∫  

    
4 2 42 2 2 2 2 2 4

0 0 2

1 1 1( ) ( ) ( 1)
4 4 16

x x x xE Y e f x dx xe dx xe e dx e= = + − + = −∫ ∫ ∫  

从而 ( )D Y = [ ]22 2 2 21( ) ( ) ( 1)
4

E Y E Y e e− = − . 

4.15 设随机变量 ),( YX 的联合密度函数为
⎩
⎨
⎧ ≤≤≤

=
其他,0

10,12
),(

2 xyy
yxf ，求 )(XE ，

)(YE ， )(XYE ， )( 22 YXE + ， )(XD , )(YD . 
解   由题设可知 

( ) ( )
⎪⎩

⎪
⎨
⎧ ≤≤=== ∫∫

∞+

∞− 其他,0
10,412,

3

0

2 xxdyydyyxfxf
x

X       

( ) ( )
⎪⎩

⎪
⎨
⎧ ≤≤−=== ∫∫

∞+

∞−
其他,0

10),1(1212,
21 2 yyydxydxyxfyf yY  

  故 
1 2

0 0

4( ) ( , ) 12
5

x
E X x f x y dy dx x y dy dx

+∞ +∞

−∞ −∞

⎡ ⎤ ⎡ ⎤= = =⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦∫ ∫ ∫ ∫  

1 1 2

0

3( ) ( , ) 12
5y

E Y y f x y dy dx y y dy dx
+∞ +∞

−∞ −∞

⎡ ⎤ ⎡ ⎤= = =⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦∫ ∫ ∫ ∫  

1 1 13 3 2

0 0

1( ) ( , ) 12 6 (1 )
2y

E XY xyf x y dxdy xy dxdy y y dy
+∞ +∞

−∞ −∞
= = = − =∫ ∫ ∫ ∫ ∫  

( ) ( ) ( ) ( )
1 12 2 2 2 2 3 2 2

0 0

164 12 1
15

E X Y E X E Y x x dx y y y dy+ = + = ⋅ + ⋅ − =∫ ∫  

( ) ( ) ( )( )
2

22 4 4 2
6 5 75

D X E X E X ⎛ ⎞= − = − =⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

( ) ( ) ( )( )
2

22 6 3 1
15 5 75

D Y E Y E Y ⎛ ⎞= − = − =⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

0                1        x 
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4.16 设 随 机 变 量 YX , 的 概 率 密 度 分 别 为
⎩
⎨
⎧

≤
>

=
−

0,0
0,2

)(
2

x
xe

xf
x

X ，

⎩
⎨
⎧

≤
>

=
−

0,0
0,4

)(
4

y
ye

yf
y

Y ，求：(1) )( YXE + ， )32( 2YXE − ；(2)若 YX , 相互独立，求 )(XYE ，

)( YXD + . 
解 (1) 

( )
2
12

0

2 == ∫
+∞ − dxxeXE x ， ( )

4
14

0

4 == ∫
+∞ − dyyeYE y ， ( ) ( ) ( )

4
3

=+=+ YEXEYXE  

( )
8
3433

0

422 =⋅= ∫
+∞ − dxeyYE y ， ( ) ( ) ( )

8
53232 22 =−=− YEXEYXE  

(2) ( ) ( ) ( )
8
1

== YEXEXYE ，又因为 ( )2~ EX ， ( )4~ EY ， YX , 相互独立，所以

( )
4
1

2
1

2 ==XD ， ( )
16
1

4
1

2 ==YD ， ( ) ( ) ( )
16
5

=+=+ YDXDYXD . 

4.17 设随机变量 YX , 相互独立，且 ( ) ( ) ( ) ( ) 3,2,1 ==== YDXDYEXE ，求 ( )XYD . 
解   因为随机变量 YX , 相互独立，故 

321)()]([)( 22 =+=+= XDXEXE ， 

431)()]([)( 22 =+=+= YDYEYE ， 
故有 

[ ] [ ]2 22 2 2 2( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 3 4 1 11D XY E X Y E XY E X E Y E X E Y= − = − = × − =
 

4.18 (1) 设随机变量 4321 ,,, XXXX 相互独立，且有 ( ) iXE i = ， ( ) iXD i −= 5 ， 4,3,2,1=i ，

4321 5.032 XXXXY −+−= ，求 ( ) ( )YDYE , ； 

(2)设随机变量 YX , 相互独立，且 X ～ ( )230,720N ，Y ～ ( )225,640N ，求： YXZ += 21 ，

YXZ −=2 的分布，及概率 { }YXP > ， { }1400>+YXP . 
解   (1) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )43214321 5.0325.032 XEXEXEXEXXXXEYE −+−=−+−=  

72945.033212 =−=×−×+−×=  
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )43214321 25.0945.032 XDXDXDXDXXXXDYD +++=−+−=  

25.3725.018316125.029344 =+++=×+×++×=  
因为 YX , 相互独立,所以 YXZ += 21 服从正态分布,即 1Z ～ ( )265,2080N . 
因为 

( ) ( ) ( ) 2080640720221 =+×=+= YEXEZE  

( ) ( ) ( ) 222
1 65253044 =+×=+= YDXDZD ; 
YXZ −=2 服从正态分布,即 2Z ～ ( )1525,80N .因为 

( ) ( ) ( ) 806407202 =−=−= YEXEZE  

( ) ( ) ( ) 15252530 22
2 =+=+= YDXDZD ; 

{ } { } { } { }01010 2 ≤−=≤−−=>−=> ZPYXPYXPYXP  

           ( ) 9798.005.2
1525

800
1525

801 2 =Φ=
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ −

≤
−

−=
ZP  

YXZ +=3 服从正态分布,即 3Z ～ ( )1525,1360N .因为 

( ) ( ) ( ) 13606407203 =+=+= YEXEZE  

( ) ( ) ( ) 15252530 22
3 =+=+= YDXDZD ; 
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{ } { } { }14001140011400 3 ≤−=≤+−=>+ ZPYXPYXP  

                     3 1360 1400 13601
1525 1525

ZP − −⎧ ⎫= − ≤⎨ ⎬
⎩ ⎭

 

( )1 1.02 1 0.8461 0.1539= −Φ = − =  

4.19 设随机变量 ),( YX 的联合分布律为 
 

     Y  
X  0 1 

0 0.3 0.2 
1 0.4 0.1 

求 )(XE 、 )(YE 、 )2( YXE − 、 )3( XYE 、 )(XD 、 )(YD 、 ),( YXCov 、 YX ,ρ . 

解   关于 X 与Y 的边缘分布律分别为：  
X  0 1  Y 0 1 

.ip  0.5 0.5  jp. 0.7 0.3 

( ) 5.05.015.00 =×+×=XE ，
2 2 2( ) 0 0.5 1 0.5 0.5E X = × + × = ，

2( ) 0.5 (0.5) 0.25D X = − = ， 

( ) 3.03.017.00 =×+×=YE ，
2 2 2( ) 0 0.7 1 0.3 0.3E Y = × + × = ，

2( ) 0.3 (0.3) 0.21D Y = − = ， 
( ) ( ) ( ) 1.03.025.022 −=×−=−=− YEXEYXE ， 
( ) ( ) ( ) 3.01.031.0114.0012.0103.000333 =×=××+××+××+××== XYEXYE  

( ) ( ) ( ) ( )Cov , 0.1 0.5 0.3 0.05X Y E XY E X E Y= − ⋅ = − × = −  

( )
( ) ( ),

Cov , 0.05 21
210.25 0.21X Y

X Y
D X D Y

ρ −
= = = − . 

4.20 设随机变量 ),( YX 具有概率密度   
1, | | ,0 1,

( , )
0,

y x x
f x y

< ≤ ≤⎧
= ⎨
⎩ 其他,

 

求 )(XE ， )(YE ， )(XD ， )(YD ， )(XYE ，Cov( , )X Y ， XYρ . 

解   
1

0

2( ) ( , )
3

x

x
E X xf x y dxdy dx xdy

+∞ +∞

−∞ −∞ −
= = =∫ ∫ ∫ ∫  

      
1

0
( ) ( , ) 0

x

x
E Y yf x y dxdy dx ydy

+∞ +∞

−∞ −∞ −
= = =∫ ∫ ∫ ∫  

      
12 2 2

0

1( ) ( , )
2

x

x
E X x f x y dxdy dx x dy

+∞ +∞

−∞ −∞ −
= = =∫ ∫ ∫ ∫  

12 2 2

0

1( ) ( , )
6

x

x
E X y f x y dxdy dx y dy

+∞ +∞

−∞ −∞ −
= = =∫ ∫ ∫ ∫  

1

0
( ) ( , ) 0

x

x
E XY xyf x y dxdy dx xydy

+∞ +∞

−∞ −∞ −
= = =∫ ∫ ∫ ∫  

[ ]22 1( ) ( ) ( )
18

D X E X E X= − =  

[ ]22 1( ) ( ) ( )
6

D Y E Y E Y= − =  

Cov( , ) ( ) ( ) ( ) 0X Y E XY E X E Y= − =  

          
( ) ( )

Cov( , ) 0XY
X Y

D X D Y
ρ = =  
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4.21 设 4.0,36)(,25)( , === YXYDXD ρ ，求(1) )( YXD + ；(2) )4( +−YXD . 

解  (1) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )YDXDYDXDYXD YX ,2ρ++=+  

      8536254.023625 =⋅××++=  
       (2) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )YDXDYDXDYXD YX ,24 ρ−+=+−  

       3736254.023625 =⋅××−+=  
4.22 设随机变量 YX , 相互独立， X ～ )1,1(N ， Y ～ )2,2(−N ，求 )2( YXE + ，

)35( YXD − . 
    解   1)( =XE ， 1)( =XD ， 2)( −=YE ， 1)( =YD ， 
         0)()(2)2( =+=+ YEXEYXE ， 

431825)(3)(5)35( 22 =+=+=− YDXDYXD  
4.23 设随机变量 ),( YX 的分布律为 5.0}5,2{}10,1{ ====== YXPYXP ，试求 XYρ . 
解  由题设可知随机变量 ),( YX 的联合分布为 

     Y  
X  5 10 .ip  

1 0 
1
2

 1
2

 

2 
1
2

 0 
1
2

 

jp.  1
2

 1
2

 1 

  故有 
2 21 1 3 1 1 5 1( ) 1 2 , ( ) 1 2 , ( )

2 2 2 2 2 2 4
E X E X D X= × + × = = × + × = ∴ =  

2 2 21 1 15 1 1 125 25( ) 5 10 , ( ) 5 10 , ( )
2 2 2 2 2 2 4

E Y E Y D X= × + × = = × + × = ∴ =  

1 1( ) 2 5 1 10 10
2 2

E XY = × × + × × =  

45 5Cov( , ) 10
4 4

X Y = − = − ，
Cov( , ) 1

( ) ( )XY
X Y

D X D Y
ρ = = −  

4.24 设随机变量 , ,X Y Z 满足 ( ) ( ) 1, ( ) 1E X E Y E Z= = = − ， ( ) ( ) ( ) 1D X D Y D Z= = = ，

10, .
2XY XZ YZρ ρ ρ= = − = 试求： ( ),  ( ).E X Y Z D X Y Z+ + + +  

解    ( ) ( ) ( ) ( ) 1111 =−+=++=++ ZEYEXEZYXE  

( ) =XD [ ] 11)()()( 222 =−=− XEXEXE 2)( 2 =⇒ XE  

同理     2)( 2 =YE      2)( 2 =ZE ， 
又因为 ,0=XYρ  故 1)()()( == YEXEXYE  

⇒=
2
1

XZρ ( ) ( ) ( )
( ) ( )

( )1 1
2 2

E XZ E X E Z
E XZ

D X D Y
−

= = ⇒ = −  

⇒=
2
1

YZρ ( ) ( ) ( )
( ) ( )

( )1 3
2 2

E YZ E Y E Z
E YZ

D Y D Z
−

= = − ⇒ = −  
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故        ( )ZYXD ++ ( ) ( )( )22 ZYXEZYXE ++−++=  

                ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 1222222 −+++++= YZEXZEXYEZEYEXE  
                31312222 =−−−+++=  

4.25 设随机向量 ),( YX 的分布律为       
         Y  
X  

 -1      0       1 

-1 
0 
1 

   1/8     1/8     1/8 
   1/8      0      1/8 
   1/8     1/8     1/8 

验证 X 和Y 是不相关的，但 X 和Y 不是相互独立的. 
证  X 的分布律为 

X  1−  0 1 

kp  
8
3

 8
2

 8
3

 
Y 的分布律为  

Y  1−  0 1 

kp  
8
3

 8
2

 8
3

 
YX , 的分布律为  

XY  1−  0 1 

kp  
8
2

 8
4

 8
2

 
所以   

0
8
31

8
31)( =×+×−=XE

，
0

8
31

8
31)( =×+×−=YE

 

0
8
21

8
21)( =×−×=XYE

 
  故   

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )Cov( , )

XY

E X E X Y E YX Y
D X D Y D X D Y

ρ
− −⎡ ⎤⎣ ⎦= =  

( )
( ) ( )

0
E XY

D X D Y
= =   ， 

 即 X 和Y 是不相关的. 又有 jiij ppp .. ⋅≠ ，即 X 和Y 不是相互独立的. 

4.26 设随机变量 ( ,  )X Y 服从单位圆上的均匀分布，验证：X 和Y 不相关，并且 X 和Y也
不独立. 

证   122 ≤+ yx ⇒ 22 11 yxy −≤≤−− ，  故   

    =)(yf
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

≤≤−−=∫
−

−−

其它,0

11,1212

2

1

1

2 yydx
y

y ππ  

    同理  =)(xf
⎪⎩

⎪
⎨
⎧ ≤≤−−

其它,0

11,12 2 yx
π  

显然 )()(),( yfxfyxf ≠ ，故 X 和Y 不相互独立. 



 

 49

       ( )21

1

221

1
1112)( xdxdxxxXE ∫∫ −−
−=−=

ππ
( ) 0111 21

1

2 =−−−= ∫− xdx
π

 

    同理  ( ) 0=YE ， ( ) ∫ ∫−

−

−−
==

1

1

1

1

2

2
01x

x
dydxxyXYE

π
. 

于是 

=XYρ
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )Cov( , ) E X E X Y E YX Y

D X D Y D X D Y

− −⎡ ⎤⎣ ⎦=
( )

( ) ( )
0

E XY
D X D Y

= =     

即 X 和Y是不相关的. 
4.27 对于两个随机变量U ，V ，若 2( )E U ，

2( )E V 存在，证明
2 2 2[ ( )] ( ) ( )E UV E V E U≤ . 

这一不等式称为柯西-施瓦茨不等式. 
证  由于对于人给的实数 t  

2 2 2 2[( ) ] ( ) 2 ( ) ( ) 0E tV U t E V tE UV E U+ = + + ≥ ， 
所以 

2 2 24 ( ) 4 ( ) ( ) 0E UV E V E U− ≤ ， 
即  

2 2 2[ ( )] ( ) ( )E UV E V E U≤  

4.28 设随机向量 ( ,  )X Y 的协方差矩阵为 ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−
92
24

,求: )532( +− YXD , XYρ . 

解  由协方差矩阵的定义知: ( ) 4=XD , ( ) 9=YD , ( ) 2,cov −=YX ,故 
( ) ( ) ( ) ( ) 121,cov1294532 =−+=+− YXYDXDYXD , 

( )
( ) ( ) 3

1
32

2,cov
−=

×
−

==
YDXD

YX
XYρ  

4.29 设二维正态随机变量 ),( 21 XX 的均值为 ,0)( 1 =XE ,1)( 2 =XE 协方差矩阵为

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

15.0
5.01

C ，试计算： )2()1( 21 XXD − ， )()2( 2
221

2
1 XXXXE +− . 

解  5.0),(1)()( 2121 === XXCovXDXD  
(1) 1 2 1 2 1 2(2 ) (2 ) ( ) 2 (2 , )D X X D X D X Cov X X− = + −  

                    1 2 1 24 ( ) ( ) 4 ( , ) 3D X D X Cov X X= + − =  

(2) 2 2
1 1 1( ) ( ) ( ( )) 1E X D X E X= + = , 2 2

2 2 2( ) ( ) ( ( )) 2E X D X E X= + = ，所以 

5.225.01)( 2
221

2
1 =+−=+− XXXXE  

4.30 (1)设 2( 3 )W aX Y= + ， ( ) ( ) 0, ( ) 4, ( ) 16, 0.5XYE X E Y D X D Y ρ= = = = = − .求常数 a
使 ( )E W 为最小，并求 ( )E W 的最小值； 

(2)设 ( ,  )X Y 服从二维正态分布，且有
2 2( ) , ( )X YD X D Yσ σ= = .证明当

2
2

2
X

Y

a σ
σ

= 时随机变

量W X aY= − 与V X aY= + 相互独立. 
解  (1) 2 2 2 2( ) ( ) 9 ( ) 6 ( ) 4 24 144E W a E X E Y aE XY a a= + + = − +  

令
( ) 0dE W

da
= 得 3a = ，且

2

32

( ) 0a
d E W

da = > ，从而 3a = 时 ( )E W 为最小，最小为 108. 

(2)由于 ( ,  )X Y 服从二维正态分布，从而W X aY= − 与V X aY= + 均服从一维正态分

布，故 ( ,  )W V 服从二维正态分布，即W 与V 独立的充要条件是W 与V 不相关 .而W 与V 不
相关的充要条件是 ( ) ( ) ( )E W E V E WV= 即 
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2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2( ) ( ) ( ) ( )X YE X a E Y EX a EY E X a a E Yσ σ− = − = + − − ，从而
2

2
2

X

Y

a σ
σ

= . 

4.31 设二维随机变量 ( ,  )X Y 的密度函数为  

1 2

1( , ) [ ( , ) ( , )],
2

f x y x y x yϕ ϕ= +  

其中 1 ( , )x yϕ 和 2 ( , )x yϕ 都是二维正态分布的概率密度函数，且它们对应的二维随机变量的相

关系数分别是
1
3
和

1
3

− ，它们的边缘密度函数所对应的随机变量的数学期望是 0，方差都是 1，

求  (1)随机变量 X 和Y 的密度函数 )(1 xf 和 )(2 yf 及 X 和Y 的相关系数 XYρ ；   (2)问 X 和 Y
是否相互独立？为什么？ 

解  二维正态分布密度的两个边缘密度都是正态分布密度，因此 1 ( , )x yϕ 和 2 ( , )x yϕ 的边缘

密度都是标准正态分布密度函数.故  

1 1 2

1( ) ( , ) [ ( , ) ( , ) ]
2

f x f x y dy x y dy x y dyϕ ϕ+∞ +∞ +∞

−∞ −∞ −∞
= = +∫ ∫ ∫  

2 2 2

2 2 21 1 1 1[ ]
2 2 2 2

x x x

e e e
π π π

− − −

= + =  

2 1 2

1( ) ( , ) [ ( , ) ( , ) ]
2

f x f x y dx x y dx x y dxϕ ϕ+∞ +∞ +∞

−∞ −∞ −∞
= = +∫ ∫ ∫  

2 2 2

2 2 21 1 1 1[ ]
2 2 2 2

y y y

e e e
π π π

− − −

= + =  

由 ( ) ( ) 0, ( ) ( ) 1E X E Y D X D Y= = = = ，且
Cov( , )

( ) ( )XY
X Y

D X D Y
ρ = ，从而 ( )XY E XYρ =  

又 1 2
1( ) ( , ) [ ( , ) ( , ) ]
2

E XY xyf x y dxdy xy x y dxdy xy x y dxdyϕ ϕ
+∞ +∞ +∞ +∞ +∞ +∞

−∞ −∞ −∞ −∞ −∞ −∞
= = +∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫  

从而
1 1 1( ) 0
2 3 3XYρ ⎡ ⎤= + − =⎢ ⎥⎣ ⎦

 

   (2)由题设
9 2 9 2( ) ( )

16 3 16 3
2 2 2 23( , ) [ ],

8 2
x xy y x xy y

f x y e e
π

− − + − + +

= + 2
1 2

2 21( ) ( )
2

x y

f x f y e
π

+
−

=  

显然 1 2( , ) ( ) ( )f x y f x f y≠ ，因此随机变量 X 和Y 不独立. 

4.32 (验血分组问题) 在一个人数很多的团体中普查某种疾病，为此需要对团体中团体成

员逐个验血，一般来说，若血样呈阳性，则有此种疾病；呈阴性则无此种疾病 . 逐个验血工

作量也很大 . 为了减少验血的工作量，有位统计学家提出一种方案：把团体中的成员进行分

组，再把组内所有人员的血样混合后再检验，若呈阴性，则该组内所有人员都无此疾病，这

时只需作一次检验；若呈阳性，这时为搞清楚谁患有此种疾病，则对组内每个人员分别检验，

共需检验 1k + 次 . 若该团体中患此病症的概率为 p，且各人得此种疾病相互独立，那么此种

方法能否减少验血次数？若能减少，那么减少多少工作量？ 

解  假设团体中共有 N 个人，令 X 表示该团体中每人需要验血的次数，那么 X 是只取 2

个值的随机变量，其分布为 
1( ) (1 )kP X p
k

= = − ，
1( 1 ) 1 (1 )kP X p
k

= + = − −  

则每人平均化验次数 
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1 1 1( ) (1 ) (1 )[1 (1 ) ] 1 (1 )k k kE X p p p
k k k

= − + + − − = + − −  

而新的验血方法比逐个验血方法平均减少的验血次数 
11 ( ) (1 )kE X p
k

− = − −  

只要 ( ) 1E X < ，即
1(1 )kp
k

− > ，就能减少验血工作量.  

如取 0.1p = ， 2k = ，那么 2 11 ( ) 0.9 0.31
2

E X− = − = (次))，如果该团体有 10000 人，则可减

少 3100 次，即可减少 31%的工作量. 

类似地，可以进行如下计算：当 0.1p = ， 4k = 时，使得 ( )E X 的值最小，这时可以减少

40.61%的工作量，然后又逐渐增加，当 34k = 时， ( ) 1E X > ，这种方法反而增加工作量。还可

以计算，当 0.01p = ， 11k = 时， ( )E X 的值最小，这时可以减少 80.44%的工作量；还可以计

算，当 0.001p = ， 28k = 时， ( )E X 的值最小，这时可以减少  93.67%的工作量。可见，患某

种疾病的概率 p越小，使 ( )E X 取到最小值  

k值越大，减少验血的工作量的期望值 11 ( ) (1 )kE X p
k

− = − − 就越大。对于 ,p k不同值的 ( )E X 数

值计算列表如下，并且根据这些数据描述的曲线如图。 
k  0.1p =  0.05p =  0.01p =  0.005p = 0.001p =  

2 0.3100 0.4025 0.4801 0.4900 0.4980 
4 0.4061 0.5645 0.7106 0.7301 0.7460 
5 0.3905 0.5738 0.7510 0.7752 0.7950 
8 0.3055 0.5384 0.7977 0.8357 0.8670 

10 0.2487 0.4987 0.8044 0.8511 0.8900 
13 0.1773 0.4364 0.8006 0.8600 0.9102 
16 0.1228 0.3776 0.7890 0.8604 0.9216 
20 0.0716 0.3085 0.7679 0.8546 0.9302 
25 0.0318 0.2374 0.7378 0.8422 0.9353 
30 0.0091 0.1813 0.7064 0.8271 0.9371 
35 -0.0035 0.1375 0.6749 0.8105 0.9370 
40 -0.0102 0.1035 0.6440 0.7933 0.9358 
45 -0.0135 0.0772 0.6140 0.7758 0.9338 
50 -0.0148 0.0569 0.5850 0.7583 0.9312 
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p=0.001
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第 5 章  大数定律和中心极限定理 

5.1 设随机变量 X 的分布律为: 
X 1 2 3 
p 0.3 0.5 0.2

试求概率 { ( ) 1}P X E X− ≥ ，并用切比雪夫不等式估计概率 { ( ) 1}P X E X− ≥ ． 

解  由 X 的分布律可得 
( ) 1 0.3 2 0.5 3 0.2 1.9E X = × + × + × = , 

2 2 2( ) ( ) [ ( )] 4.1 1.9 0.49D X E X E X= − = − = ， 

所以 

{ ( ) 1} {| 1.9 | 1}P X E X P X− ≥ = − ≥ { 3}P X= = 0.2= ． 

由切比雪夫不等式得 

2

0.49{ ( ) 1} 0.49
1

P X E X− ≥ ≤ = ． 

5.2 独立地掷 100 颗骰子，求掷出的点数之和在 300 到 400 之间的概率． 

解  用 iX 表示第 i颗骰子掷出的点数 ( 1,2, ,100)i = ，则 

1{ } ( 1,2,3,4,5,6)
6iP X j j= = = ， 

27 35( ) , ( ) ( 1,2, ,100)
2 12i iE X D X iµ σ= = = = = ， 

所以 
100

1

875~ (350, )
3i

i

X N
=
∑

近似地

， 

100

1

{300 400}i
i

P X
=

≤ ≤∑

100

1

350
300 350 400 350{ }

875 875 875
3 3 3

i
i

X
P =

−
− −

= ≤ ≤
∑

 

(2.93) ( 2.93)≈Φ −Φ − 2 (2.93) 1= Φ − 0.99662= ． 

所以掷出的点数之和在 300 到 400 之间的概率为 0.99662． 

5.3 根据以往的经验，某电器元器件的寿命服从均值为 100 小时的指数分布，现随机的

抽取 16 个，设它们的寿命是相互独立的，求这 16 个元件寿命总和大于 1920 小时的概率． 

解 设第 i个元件的寿命为 ( 1,2, ,16)iX i = ，则 1 2 16, , ,X X X 相互独立且都服从参数

1
100

λ= 的指数分布，且 

( ) 100iE X µ= = ，
2 2( ) 100iD X σ= = ( 1 2 )i = ，， ，16 ， 

所以 
16

2

1

~ (1600, 400 )i
i

X N
=
∑

近似地

 

16

16
1

1

1600
{ 1920} { 0.8}

400

i
i

i
i

X
P X P =

=

−
> = >

∑
∑ 1 (0.8)≈ −Φ 0.21186= ． 
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故这 16 个元件寿命总和大于 1920 小时的概率为 0.21186． 

5.4  用机器包装味精，每袋净重为随机变量，期望值为 100 克，标准差为 10 克，一箱

内装 200 袋味精，求一箱味精净重大于 20500 克的概率． 

解  设箱中第 i袋味精的净重为 iX ( 1,2, , 200i = )克，一箱味精净重为 X 克，则 

1 2 200, , ,X X X 相互独立，且
200

1
i

i

X X
=

=∑ ，依题 

( ) 100, ( ) 100i iE X D X= = ， 

所以 

( ) 20000E X = ， ( ) 20000D X = ， 

于是 
200

1

~ (20000, 20000)i
i

X X N
=

= ∑
近似地

 

因而有 

{ } { }( 20500 1 ( 20500P X P X> = − <  

                            
20000 20500 200001 { }

20000 20000
XP − −

= − <  

                 1 (3.54)≈ −Φ 0.0002= ． 

所以一箱味精净重大于 20500 克的概率为 0.0002． 

5.5  计算机在进行加法时，对每个加数取整(取为最接近它的整数)，设所有的取整误

差是相互独立的，且它们都在(－0.5，0.5)上服从均匀分布， 

  (1)若将 1500 个数相加，问误差总和的绝对值超过 15 的概率是多少？ 

  (2)几个数相加在一起使得误差总和的绝对值小于 10 的概率不小于 0.90？ 

解  (1)设第 i个数的取整误差为 iX ，误差总和为 X ，则
1500

1
i

i

X X
=

=∑ ， 

由于 ~ ( 0.5,0.5)iX U − ( 1,2, ,1500i = )，所以 

      
0.5 0.5( ) 0

2iE X p − +
= = = ，

2[0.5 ( 0.5)] 1( )
12 12iD X − −

= = ， 

1( ) 0 , ( ) 1500 125
12

E X D X= = × = . 

从而 
1500

1

~ (0,125)i
i

X X N
=

=∑
近似

， 

 

于是 
1500 1500 1500

0 0 0

{| | 15} { 15} { 15}i i i
i i i

P X P X P X
= = =

> = > + <−∑ ∑ ∑  

                 

1500 1500

1 115 151 { } { }
125 125 125 125

i i
i i

X X
P P= == − ≤ + <−
∑ ∑

 

                 1 (1.34) ( 1.34)≈ −Φ +Φ −  

                 2[1 (1.34)]= −Φ 2 [1 0.90988]= × − 0.18024= ． 

所以将 1500 个数相加，误差总和的绝对值超过 15 的概率是 0.18024. 

(2)将 n个数相加在一起，设第 i个数的取整误差为 iX ，误差总和为 X ，则
1

n

i
i

X X
=

=∑ ，
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由于 ~ ( 0.5,0.5)iX U − ( 1,2, ,i n= )，所以 

      
0.5 0.5( ) 0

2iE X p − +
= = = ，

2[0.5 ( 0.5)] 1( )
12 12iD X − −

= = ， 

1 1( ) 0 , ( )
12 12

E X D X n n= = × = ， 

从而 

1

1~ (0, )
12

n

i
i

X X N n
=

=∑
近似

， 

1

0

10 10{| | 10} { }
1 1 1

12 12 12

n

in
i

i
i

X
P X P

n n n

=

=

−
< = < <

∑
∑ 10 122 ( ) 1

n
= Φ −  

要使误差总和的绝对值小于 10 的概率不小于 0.90，必须
10 122 ( ) 1 0.9

n
Φ − ≥ ，即

10 12( ) 0.95 (1.645)
n

Φ ≥ =Φ ，可得
10 12 1.645

n
≥ ，解得 443.45n≤ ．所以最多 443 个数相

加在一起可使得误差总和的绝对值小于 10 的概率不小于 0.90． 

5.6  一生产线生产的产品成箱包装，每箱的重量是随机的，假设每箱平均重量 50kg，

标准差为 5kg.若用最大载重量为 5 吨的汽车承运，试问每车最多可装多少箱，才能保障不超

载的概率大于 0.977． 

解  设 ( 1,2,..., )iX i n= 为第 i箱产品的重量，n是所求的装箱数．依题可把 1 2, ,..., nX X X
看作独立同分布的随机变量， 

令 1 2
1

n

n n i
i

Y X X X X
=

= + + + =∑ ， 则 nY 就 是 这 n 箱 货 物 的 总 重 量 ． 由 已 知

( ) 50 , ( ) 25i iE X D X= = ,所以 

( ) 50 , ( ) 25n nE Y n D Y n= =　 　,
1

~ (50 , 25 )
n

n i
i

Y X N n n
=

= ∑
近似地

, 

故 

50 5000 50 5000 50{ 5000} { } ( ) 0.977 (2)
5 5 5

n
n

Y n n nP Y P
n n n

− − −
≤ = ≤ =Φ > ≈Φ , 

从而有
1000 10 2n

n
−

>　 ,可得
21 10001( ) 98

10
n − +
≤ ≈ ．所以每车最多可以装 98 箱, 才能保

障不超载的概率大于 0.977． 

5.7 某疾病的患病率为 0.005，现对 10000 人进行检查，试求查出患病人数在[45,55]

内的概率. 

解  设患病人数为 X ，则 ~ (10000,0.005)X b ， 50 , (1 ) 49.75np np p= − = ，于是 

~ (10000,0.005) ~ (50,49.75)X b N
近似地

， 

所以 

45 50 50 55 50{45 55} { }
49.75 49.75 49.75

XP X P − − −
≤ ≤ = ≤ ≤  (0.71) ( 0.71)≈Φ −Φ −  

2 (0.71) 1= Φ − 2 0.76115 1≈ × − 0.5223= ． 

所以查出患病人数在[45,55]内的概率为 0.5223． 

5.8 某公司生产的电子元件合格率为 99.5% ．装箱出售时， 
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(1)若每箱中装 1000 只，问不合格品在 2 到 6 只之间的概率是多少？ 

(2)若要以 99%的概率保证每箱合格品数不少于 1000 只，问每箱至少应该多装几只这种

电子元件？ 

解(1)这个公司生产的电子元件不合格率为 1-0.995=0.005，设 X 表示 1000 只电子元件
中不合格品的数量，则 ~ (1000,0.005)X b ， 5 , (1 ) 4.975np np p= − = ，于是 

~ (1000,0.005) ~ (5,4.975)X b N
近似地

， 

所以 

2 5 5 6 5{2 6} { }
4.975 4.975 4.975

XP X P − − −
≤ ≤ = ≤ ≤  

(0.45) ( 1.35)≈Φ −Φ −  0.67364 (1 0.91149)= − − 0.58513= ． 

所以不合格品在 2 到 6 只之间的概率是 0.58513． 

(2)设每箱中应多装 k只电子元件，则不合格品数 ~ (1000 ,0.005)X b k+  ， 

(1000 ) 0.005 , (1 ) (1000 ) 0.005 0.995np k np p k= + × − = + × × ， 

于是 

~ (1000 ,0.005) ~ ((1000 ) 0.005, (1000 ) 0.005 0.995)X b k N k k+ + × + × ×
近似地

 

由题设，应有 ( ) 0.99P X k≤ ≥ ，而 

(1000 ) 0.005 (1000 ) 0.005{ } { }
(1000 ) 0.005 0.995 (1000 ) 0.005 0.995
X k k kP X k P

k k
− + × − + ×

≤ = ≤
+ × × + × ×

 

(1000 ) 0.005( )
(1000 ) 0.005 0.995
k k

k
− + ×

=Φ
+ × ×

， 

所以 

(1000 ) 0.005( ) 0.99 (2.33)
(1000 ) 0.005 0.995
k k

k
− + ×

Φ ≥ =Φ
+ × ×

 

于是 k应满足 
(1000 ) 0.005 2.33

(1000 ) 0.005 0.995
k k

k
− + ×

≥
+ × ×

， 

解得 11k ≥ .所以每箱应多装 11只电子元件，才能以 99%以上的概率保证合格品数不低于 1000

只． 

5.9 某药厂断言，该厂生产的某种药品对于医治一种疑难的血液病的治愈率为 0.8，医

院检验员任意抽查 100 个服用此药品的病人，如果其中多于 75 人治愈，就接受这一断言，否

则就拒绝这一断言． 

(1)若实际上此药品对这种疾病的治愈率是 0.8，问接受这一断言的概率是多少？ 

(2)若实际上此药品对这种疾病的治愈率是 0.7，问接受这一断言的概率是多少？ 

解 (1) 0.8p = ， 设 X 为 100 人 中 治 愈 的 人 数 ， 则 ~ (100,0.8)X b ，

80 , (1 ) 16np np p= − = ，于是 ~ (100,0.8) ~ (80,16)X b N
近似

，因此 

{ 75} 1 { 75}P X P X> = − ≤  
80 75 801 { }

4 4
XP − −

= − ≤  

                 1 ( 1.25)≈ −Φ − (1.25)=Φ 0.89435= ． 

所以接受这一断言的概率是 0.89435． 

(2) 0.7p = ， 70 , (1 ) 21np np p= − = ，于是 ~ (100,0.7) ~ (70,21)X b N
近似

，所以 

{ 75} 1 { 75}P X P X> = − ≤  
70 75 701 { }

21 21
XP − −

= − ≤  

              1 (1.09)≈ −Φ 1 0.86214 0.13786= − = ． 



 

 56

所以接受这一断言的概率是 0.13786． 

5.10  对于一个学校而言, 来参加家长会的家长人数是一个随机变量, 设一个学生无

家长, 1 名家长, 2 名家长来参加会议的概率分别 0.05, 0.8, 0.15. 若学校共有 400 名学生, 

设各学生参加会议的家长数相互独立, 且服从同一分布. 求: 

(1)参加会议的家长数 X 超过 450 的概率． 
(2)只有一名家长来参加会议的学生人数不多于 340 的概率． 

解 (1)以 ( 1,2, , 400)kX k = 表示第 k 个学生来参加会议的家长人数, 则可认为

1 2 400, , ,X X X 相互独立且服从同一分布, kX 的分布律为 

15.08.005.0
210

k

k

p
X

． 

可求得 ( ) 1.1kE X = , ( ) 0.19kD X = ( 1,2, , 400k = ),而 

400

1
k

k

X X
=

=∑ , ( ) 400 1.1 440E X = × = , ( ) 400 0.19 76D X = × = , 

于是
400

1

~ (440,76)k
k

X X N
=

=∑
近似

， 故 

440 450 440{ 450} { }
76 76

XP X P − −
> = >

4401 { 1.15}
76

XP −
= − ≤  

1 (1.15) 0.12507≈ −Φ = ． 

所以参加会议的家长数 X 超过 450 的概率为 0.12507． 
(2) 用 Y 表 示 只 有 一 名 家 长 来 参 加 会 议 的 学 生 人 数 ， 则 ~ (400,0.8)Y b ，

320 , (1 ) 64np np p= − = ，于是 ~ (400,0.8) ~ (320,64)Y b N
近似

，于是 

320 340 320{ 340} { } (2.5) 0.99379
8 8

YP Y P − −
≤ = ≤ ≈Φ = ． 

所以只有一名家长来参加会议的学生人数不多于 340 的概率为 0.99379． 

5.11  某市保险公司开办一年人身保险业务, 被保险人每年需交付保险费 160 元, 若一

年内发生重大人身事故, 其本人或家属可获 2 万元赔金．已知该市人员一年内发生重大人身

事故的概率为 ,005.0  现有 5000 人参加此项保险, 问保险公司一年内从此项业务所得到的总

收益在 20 万到 40 万元之间的概率是多少? 

解 记
1
0i

i
X

i

⎧⎪⎪=⎨⎪⎪⎩

， 第个被保人发生重大事故，

，第个被保人未发生重大事故
 ( 1,2, ,5000)i = ，则

5000

1
i

i

X X
=

=∑ 是

5000 个被保险人中一年内发生重大事故的人数, 保险公司一年内从此项业务所得到的总收

益为
5000

1

0.016 5000 2 i
i

X
=

× − ×∑ 万元．依题
5000

1

~ (5000,0.005)i
i

X X b
=

=∑ ， 

0.005,p = 5000n = ， 25np = ， (1 ) 24.875np p− = ， 

于是  
5000

1

~ (5000,0.005) ~ (25,24.875)i
i

X X b N
=

=∑
近似

. 

 从而     
5000

1

{20 0.016 5000 2 40}i
i

P X
=

≤ × − ≤∑
5000

1

{20 30}i
i

P X
=

= ≤ ≤∑  

5000

1

25
20 25 30 25{ }
24.875 24.875 24.875

i
i

X
P =

−
− −

= ≤ ≤
∑

(1) ( 1) 0.68268≈Φ −Φ − = 。 

因此保险公司一年内从此项业务所得到的总收益在 20 万到 40 万元之间的概率是 0.68268． 

5.12 (1)一复杂的系统，由 100 个互相独立起作用的部件所组成．在整个系统运行期间，
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每个部件损坏的概率为 0.10．为了整个系统起作用，必须至少有 85 个部件正常工作．求整

个系统起作用的概率． 

(2)若有一个复杂的系统，由 n个互相独立起作用的部件组成，每个部件的可靠性(即部
件工作的概率)为 0.90，且必须至少有 80%的部件工作才能使整个系统起作用，问 n至少为多
少才能使该系统起作用的概率不低于 0.95． 

解 (1) 用 X 表 示 100 个 部 件 中 正 常 工 作 的 部 件 数 ， 则 ~ (100,0.9)X b ，

90 , (1 ) 9np np p= − = ，于是 ~ (100,0.9) ~ (90,9)X b N
近似

，进而 

 { 85} 1 { 85}P X P X≥ = − <
90 85 901 { }

3 3
XP − −

= − <  

        1 ( 1.67)≈ −Φ − (1.67)=Φ  0.95254= ． 

所以整个系统起作用的概率为 0.95254． 

(2) 用 X 表 示 n 个 部 件 中 正 常 工 作 的 部 件 数 ， 则 ~ ( ,0.9)X b n ，

0.9 , (1 ) 0.09np n np p n= − = ，于是 ~ ( ,0.9) ~ (0.9 ,0.09 )X b n N n n
近似

，依题要求 

{ 0.8 } 0.95P X n≥ ≥ ． 

而 

{ 0.8 } 1 { 0.8 }P X n P X n≥ = − <
0.9 0.8 0.91 { }

0.09 0.09
X n n nP

n n
− −

= − <               

1 ( )
3
n

≈ −Φ − ( )
3
n

=Φ  ． 

所以 

( ) 0.95 (1.645)
3
n

Φ ≥ =Φ ， 1.645
3
n
≥ ， 24.35n≥  

所以取 25n = ，即 n至少为 25 才能使系统可靠性不低于 0.95． 
5.13 某单位内部有 260 部电话分机，每个分机有 4%的时间要与外线通话，可以认为每

个电话分机是否使用外线是相互独立的，问总机需备多少条外线才能以 95%以上的把握满足

每个分机在使用外线时不用等候? 

解  令 X 表示 260 部电话分机中同时使用外线的电话数， k表示外线数量，则

~ (260,0.04)X b ， 10.4 , (1 ) 9.984np np p= − = ，于是 ~ (260,0.04) ~ (10.4,9.984)X b N
近似

， 

根据题意应确定最小的 k，使 { } 95%P X k< ≥ 成立．而 

10.4 10.4{ } { }
9,984 9,984

X kP X k P − −
< = <

10.4( )
9,984

k−
≈Φ ， 

所以 

10.4( ) 95% (1.645)
9,984

k−
Φ ≥ =Φ ， 

于是有 

10.4 1.645
9,984

k−
≥ ， 

解得 15.6k > . 也就是说，至少需要 16 条外线才能以 95%以上的把握满足每个分机在使用外

线时不用等候． 
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第 6章  数理统计的基本概念 

6.1 设总体 X 服从参数为 λ的泊松分布， 1 2, , , nX X X 是来自总体 X 的容量为 n的样
本，求样本( 1 2, , , nX X X )的联合分布律。 

解  因为总体 X 服从参数为λ的泊松分布，其分布律为 

{ } , 0,1,2,
!

keP X k k
k

λλ −

= = = ， 

由于 1 2, , , nX X X 相互独立，且都与 X 同分布，所以样本( 1 2, , , nX X X )的联合分布律

为 

1 1 2 2
1

{ , , , } { }
n

n n i i
i

P X x X x X x P X x
=

= = = = =∏  

  
1

1

1

! !

n

i
i i

x
xn

n
n

i i
i

i

e e
x x

λ
λλ λ =−

−

=

=

∑
= =∏

∏
. 

6.2 设总体 X 在区间 [ , ]a b 上服从均匀分布， 1 2, , , nX X X 是来自总体 X 的容量为 n的
样本，求样本( 1 2, , , nX X X )的联合密度函数。 

解 因为总体 X 在区间 [ , ]a b 上服从均匀分布，所以 X 的密度函数为 
1 , ,

( )
0,

a x b
f x b a

⎧⎪⎪ ≤ ≤⎪= −⎨⎪⎪⎪⎩ 其他.

， 

由于 1 2, , , nX X X 相互独立，且都与 X 同分布，所以样本( 1 2, , , nX X X )的联合密度函

数为 

{ } { }
1 1

1 2
1

1 , min max ,
( )( , , , ) ( )

0,

n
i in i n i n

n i
i

a x x b
b af x x x f x ≤ ≤ ≤ ≤

=

⎧⎪⎪ ≤ ≤ ≤⎪⎪ −= =⎨⎪⎪⎪⎪⎩

∏
其他.

 

6.3  设总体 X 的分布密度函数为 
( ) , ,

( , )
0,

xe x
f x

θ θ
θ

− −⎧⎪ ≥⎪=⎨⎪⎪⎩ 其他
， 

其中 0θ> 是常数， 1 2, , , nX X X 是来自总体 X 的容量为 n的样本，求样本( 1 2, , , nX X X )

的联合密度函数。 

解 因为总体 X 的分布密度函数为 
( ) , ,

( , )
0,

xe x
f x

θ θ
θ

− −⎧⎪ ≥⎪=⎨⎪⎪⎩ 其他
， 

1 2, , , nX X X 相互独立，且都与 X 同分布，所以样本( 1 2, , , nX X X )的联合密度函数为 

{ }1

11 2
1

, min ,( , , , ) ( )
0,

n

i
i

xn n
ii nn i

i

e e xf x x x f x
θ θ=

−

≤ ≤
=

⎧⎪ ∑⎪⎪⎪ ≥= =⎨⎪⎪⎪⎪⎩

∏
其他.

 

6.4 设 1 2, , , nX X X 是来自正态总体
2~ ( , )X N µ σ 的样本，其中 µ未知， 2σ 已知，问
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2

1

1 ( )
n

i
i

X
n

µ
=

−∑ 和
2

1

1 ( )
n

i
i

X X
n =

−∑ 哪个是统计量？其中
1

1 n

i
i

X X
n =

= ∑ 。 

 解 2 2 2 2 2
1

1 1 1 1

1 1 2 1 1( ) 2
n n n n

i i i i
i i i i

g X X X n X X
n n n n n

µ µ µ µ µ
= = = =

= − = − + = − +∑ ∑ ∑ ∑ ， 

2
1

1

1 ( )
n

i
i

g X
n

µ
=

= −∑ 中含有总体中未知的参数 µ，故 2
1

1

1 ( )
n

i
i

g X
n

µ
=

= −∑ 不是统计

量。 

2 2 2 2 2
2

1 1 1 1 1

1 1 2 1 1( ) ( ) ( )
n n n n n

i i i i i
i i i i i

g X X X X X X X X
n n n n n= = = = =

= − = − + = −∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ， 

2
2

1

1 ( )
n

i
i

g X X
n =

= −∑ 是样本 1 2, , , nX X X 的函数，其中不含总体分布中未知的参数，

故
2

2
1

1 ( )
n

i
i

g X X
n =

= −∑ 是统计量。 

6.5 设 1X ， 2X ,⋯， 6X 是来自 (0, )θ 上均匀分布的样本， 0θ> 未知， 

(1)写出样本的联合密度函数； 

(2)指出下列样本函数中哪些是统计量，哪些不是？为什么？ 

1 2 6
1 6

X X XT + + +
= ，   2 6T X θ= − ， 

3 6 1( )T X E X= − ，         { }4 2max , , ,x nT X X X= ． 

    (3)设样本的一组观察值是：0.5，１，0.7，0.6，１，１，写出样本均值、样本方差和标
准差． 

解   (1)因为 1X ， 2X ,⋯， 6X 是来自 (0, )θ 上均匀分布的样本，所以 1X ， 2X ,⋯， 6X 相

互独立，且 iX 的密度函数为 
1 , (0, ),

( )
0, ,

i
i

x
f x

θ
θ

⎧⎪⎪ ∈⎪=⎨⎪⎪⎪⎩ 其他

( 1,2, ,6)i = , 

所以样本 1X ， 2X ,⋯， 6X 的联合密度函数为 

1 2 66
1 2 6

1 , 0 , , , ,
( , , , )

0, .

x x x
f x x x

θ
θ

⎧⎪⎪ < <⎪=⎨⎪⎪⎪⎩ 其他

 

(2) 1T 和 4T 是统计量， 2T 和 3T 不是，因为 1T 和 4T 中不含未知参数 θ， 2T 和 3T 中含有未知

参数 θ , 3 6 2
T X θ

= − ． 

(3)  样本均值 

1 2 6
1 1( ) (0.5 1 0.7 0.6 1 1) 0.8
6 6

X X X X= + + + = + + + + + = ， 

样本方差 
6 22 2 2 2 2 2 2 2 2

1

1 1[ 6 ] [(0.5 1 0.7 0.6 1 1 ) 6 0.8 ] 0.052
5 5i

i

S X X
=

= − = + + + + + − × ≈∑ ， 

样本标准差
2 0.228S S= ≈ ． 

6.6 查表求
2
0.99 (12)χ ，

2
0.01(12)χ ， 0.99 (12)t ， 0.01(12)t ， 0.01(15,29)F ， 0.995(30,29)F .。 

解 
2
0.99 (12) 3.5706χ = ；

2
0.01(12) 26.2170χ = ， 0.99 (12) 2.6810t =− ， 0.01(12) 2.6810t = ，
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0.01(15,29) 2.736F = ， 0.995(30,29) 0.37594F = 。 

6.7 设 ~ (10)T t ，求常数 c，使 { } 0.95P T c> = 。 

解  由 t 分布关于纵轴对称，所以 { } 0.05P T c>− = ，由附表 4 可查得 1.8125c− = ，

所以 1.8125c =− 。 

6.8 设( nXXX ,,, 21 )是来自正态总体
2~ (0, )X N σ 的样本，试证： 

(1) 2 2
2

1

1 ~ ( )
n

i
i

X nχ
σ =
∑ ；(2)

2 2
2

1

1 ( ) ~ (1)
n

i
i

X
n

χ
σ =

∑ 。 

证  (1) 因为总体
2~ (0, )X N σ ，所以 ~ (0,1)iX N

σ
，由

2χ 分布的定义 

2 2 2
2

1 1

1( ) ~ ( )
n n

i
i

i i

X X nχ
σ σ= =

=∑ ∑ ， 

即
2 2

2
1

1 ~ ( )
n

i
i

X nχ
σ =
∑ 。 

(2)因为总体
2~ (0, )X N σ ，所以

2

1

~ (0, )
n

i
i

X N nσ
=
∑ ， 1

2
~ (0,1)

n

i
i

X
N

nσ
=
∑

，由
2χ 分布的定

义， 

2 2 21
22

1

1( ) ( ) ~ (1)

n

i n
i

i
i

X
X

nn
χ

σσ
=

=

=
∑

∑ ， 

即
2 2

2
1

1 ( ) ~ (1)
n

i
i

X
n

χ
σ =

∑ 。 

6.9 设 1 2 3 4 5, , , ,X X X X X 是 独 立 且 服 从 相 同 分 布 的 随 机 变 量 ， 且 每 一 个

( 1,2,3,4,5)iX i = 都服从 (0,1)N 。 

(1)试给出常数 c，使得 2 2
1 2( )c X X+ 服从

2χ 分布，并指出它的自由度； 

(2)试给出常数 d ，使得 1 2
2 2 2
3 4 5

X Xd
X X X

+

+ +
服从 t分布，并指出它的自由度。 

解 (1) 因 为 ( 1,2,3,4,5)iX i = 是 相 互 独 立 且 都 服 从 (0,1)N 的 随 机 变 量 ， 所 以

2 2 2
1 2 ~ (2)X X χ+ ，所以 1c = ，自由度为 2。 

(2) 因 为 ( 1,2,3,4,5)iX i = 是 相 互 独 立 且 都 服 从 (0,1)N 的 随 机 变 量 ， 所 以

1 2 ~ (0,2)X X N+ ，
2 2 2 2
3 4 5 ~ (3)X X X χ+ + ，于是 

1 2 ~ (0,1)
2

X X N+
， 

1 2

1 2
2 2 2 2 2 2
3 4 5 3 4 5

62 ~ (3)
2

3

X X
X X t

X X X X X X

+
+

=
+ + + +

 

即 1 2
2 2 2
3 4 5

6 ~ (3)
2

X X t
X X X

+

+ +
。            
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即所以
6

2
d = ，自由度为 3。 

6.10  设 X 为 总 体 X ～ )4,3(N 中 抽 取 的 样 本 1 2 3 4( , , , )X X X X 的 均 值 ， 求

( 1 5)P X− < < 。 

解 因为 X ～ )4,3(N ，所以 X ～ )1,3(N ， 3X − ～ )1,0(N ，所以 

( 1 5) ( 1 3 3 5 3) (2) ( 4) (2) 0.97725P X P X− < < = − − < − < − =Φ −Φ − =Φ = . 

6.11 设 随机变量 X 服从自由度为 ),( nn 的 F 分布，已知 ( ) 0.05P X α> = ，求

1( )P X
α

> 。 

解 由 ( ) 0.05P X α> = 得 0.05 ( , )F n n α=  

因为 X ～ ),( nnF ，所以
X
1
～ ),( nnF ，于是 

1 1 1( ) ( ) 1 ( ) 1 0.05 0.95P X P P
X X

α α
α

> = < = − ≥ = − = . 

6.12  设 1 2 6, , ,X X X 为来自正态总体 )3,0( 2N 的一个简单随机样本，求常数 cba ,, 使得

2 2 2
1 2 3 4 5 6( ) ( )Q aX b X X c X X X= + + + + + 服从

2χ 分布，并求自由度 n． 
解  因为 iX ～ )3,0( 2N  ( 1,2, ,6)i = ， 621 ,,, XXX 相互独立，所以 

1X ～ )3,0( 2N ， 13
1 X ～ )1,0(N ， 

2 3X X+ ～ )18,0(N ， 2 3
1 ( )

3 2
X X+ ～ )1,0(N ， 

4 5 6X X X+ + ～ )27,0(N ， 4 5 6
1 ( )

3 3
X X X+ + ～ )1,0(N ， 

由此 

2
1

1( )
3

X + 2
2 3

1[ ( )]
3 2

X X+ + 2
4 5 6

1[ ( )]
3 3

X X X+ + ～
2 (3)χ ， 

所以当
1
9

a = ，
1

18
b= ，

1
27

c = 时，
2 2 2

1 2 3 4 5 6( ) ( )Q aX b X X c X X X= + + + + + 服从自

由度为 3 的
2χ 分布． 

6.13  设 nXXX ,,, 21 为来自正态总体
2( , )N µ σ 的一个简单随机样本， nX 和

2
nS 是样本

均值和样本方差，又设 1nX + 是来自
2( , )N µ σ 的新试验值，与 nXXX ,,, 21 独立，求统计量

11
1

nn

n

X XnT
n S

+ −−
=

+
的分布． 

解  因为 1 2 1, , , ,n nX X X X + 都是来自正态总体
2( , )N µ σ 的样本，所以 

iX ～ 2( , )N µ σ  ( 1,2, , 1)i n= + ， 

( )nE X µ= ，
21( )nD X

n
σ= ， )( 2

nSE 21n
n

σ
−

= ， 

1 1( ) ( ) ( ) 0n nn nE X X E X E X µ µ+ +− = − = − = ， 

2 2 2
1 1

1 1( ) ( ) ( )n nn n
nD X X D X D X

n n
σ σ σ+ +

+
− = + = + = ， 

所以 
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1( )nnX X+ − ～
21(0, )nN

n
σ

+
， 1

1
nnX X

n
n

σ

+ −

+
～ )1,0(N ， 

又

2

2
nnS

σ
～

2 ( 1)nχ − ，且它们相互独立，所以 

1

1

2

2

1
1
1

/ 1

nn

nn

nn

X X
n

X XnnT
n SnS n

σ

σ

+

+

−

+
−−

= =
+

−

～ ( 1)t n− ． 

即 11
1

nn

n

X XnT
n S

+ −−
=

+
～ ( 1)t n− ． 

6.14 在天平上重复称量一重为 a的物品，假设各次称量结果是相互独立且同服从正态分
布 )2.0,( 2aN ，若以 nX 表示 n次称量结果的算术平均值，为使 (| | 0.1) 0.95nP X a− < ≥ ，试

求 n的最小值应不小于多少？ 
解  用 iX 表示第 i次称量结果，则 

iX ～ )2.0,( 2aN ， nX ～ )2.0,(
2

n
aN ， 0.2

nX a

n

−
～ )1,0(N ， 

(| | 0.1) (| | ) ( ) ( ) 2 ( ) 1 0.95
2 2 2 20.2 /

n
n

X a n n n nP X a P
n

−
− < = < =Φ −Φ − = Φ − ≥ ， 

所以   

( ) 0.975
2
n

Φ ≥ ， 1.96
2
n
≥ ， 15.3664n≥ ， 

故 n的最小值应不小于自然数 16． 

6.15 设 921 ,,, XXX 是来自正态总体 X 的简单随机样本， 1 1 6
1 ( )
6

Y X X= + + ，

2 7 8 9
1 ( )
3

Y X X X= + + ，
9

2 2
1 2

7

1 ( )
2 i

i

S X Y
=

= −∑ ， 1 2

1

2( )Y YZ
S
−

= ，证明统计量 Z 服从自由

度为 2 的 t分布．(1999 年研究生入学考试题) 
证 因为 921 ,,, XXX 是来自正态总体 X 的简单随机样本，设 X ～ 2( , )N µ σ ，则 

iX µ
σ
−

～ )1,0(N ， 1 1 6
1 ( )
6

Y X X= + + ～
2

( , )
6

N σ
µ ， 

2 7 8 9
1 ( )
3

Y X X X= + + ～
2

( , )
3

N σ
µ ， 1 2Y Y− ～

2

(0, )
2

N σ
， 

1 22( )Y Y
σ
−

～ )1,0(N ， 23( )Y µ
σ
−

～ )1,0(N ， 

而 
9 9

2 2 2
1 2 2

7 7

1 1( ) [( ) ( )]
2 2i i

i i

S X Y X Yµ µ
= =

= − = − − −∑ ∑ ， 

9
2 2

2 2
7

1 [( ) ( ) 2( )( )]
2 i i

i

X Y X Yµ µ µ µ
=

= − + − − − −∑  
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2 9
2 22

7

3( ){ ( ) [ ] }
2

i

i

X Yµ µσ
σ σ=

− −
= −∑ ， 

故
2

1
2

2S
σ
～

2 (2)χ ，所以 

1 2

1 2
2

11
2

2( )
2( )

2 / 2

Y Y
Y Y Z
SS

σ

σ

−
−

= = ～ )2(t ，即统计量 1 2

1

2( )Y YZ
S
−

= 服

从自由度为 2 的 t分布． 
6.16 某市有 10000 个年满 18 岁的居民，他们中 10%年收入超过 1 万，20%受过高等教育，

今从中抽取 1600 人的随机样本，求：(1)样本中不少于 11%的人年收入超过 1 万的概率；(2)

样本中 19%和 21%之间的人受过高等教育的概率． 

解  (1)令
1,
0,i

i
X

i

⎧⎪⎪=⎨⎪⎪⎩

第个居民年收入超过一万，

第个居民年收入没超过一万
， 1,2, ,1600i = ，则 iX 服从 0 1− 分

布， ( ) 0.1iE X pµ= = = ，
2 2( ) (1 ) 0.09 0.3iD X p pσ = = − = = ， 

又因为 1600 100000n N= << = ，故可将此抽样近似的看作有放回抽样， 1X ， 2X ,⋯ nX

相互独立，且
1

n

i
i

X
=
∑ 近似服从正态分布， 

1

( )
n

i
i

E X nµ
=

=∑ ，
2

1

( )
n

i
i

D X nσ
=

=∑ ，
1

n

i
i

X
=
∑ ～

2( , )N n nµ σ ， 

样本中年收入超过 1 万的比例是
1

1 n

i
i

X X
n =

= ∑ ，所以
1

1 n

i
i

X X
n =

= ∑ ～
2

( , )N
n
σ

µ ， 

( ) 1600(0.11 0.1)( 11%) 1 ( 0.11) 1 ( )
0.3

n XP X P X P µ
σ
− −

≥ = − < = − <   

41 ( ) 1 0.90824 0.09176
3

= −Φ = − = ． 

(2)令 

1,
0,i

i
X

i

⎧⎪⎪=⎨⎪⎪⎩

第个居民受过高等教育，

第个居民未受过高等教育
， 1,2, ,1600i = ， 

则 iX 服 从 0 1− 分 布 ， ( ) 0.2iE X pµ= = = ，
2 2( ) (1 ) 0.16 0.4iD X p pσ = = − = = ，

1

1 n

i
i

X X
n =

= ∑ ～
2

( , )N
n
σ

µ ， 

40 (0.19 0.2) ( ) 40 (0.21 0.2){19% 21%} { }
0.4 0.4

n XP X P µ
σ

× − − × −
≤ ≤ = ≤ ≤  

(1) ( 1) 2 (1) 1 2 0.84134 1 0.68266=Φ −Φ − = Φ − = × − = ． 

答：(1)样本中不少于 11%的人年收入超过 1 万的概率是 0.0918;(2)样本中 19%和 21%之

间的人受过高等教育的概率为 0.68266． 
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第 7章  参数估计 

7.1.设总体 X 的概率密度为 

,
,0

10,)1(
)(

⎪⎩

⎪
⎨
⎧ <<+

=
其它

xx
xf

αα
 

其中 1−>a 是未知参数， nXXX ,,, 21 是取自 X 的样本, 求参数α 的矩估计量和最大似然
估计. 

解 
1 1 1

1 0 0

1( ) ( 1) ( 1)
2

E X x dx x dxα α αµ α α
α

+ +
= = + = + =

+∫ ∫  

令 ,
2
1

+
+

=
α
αX  从而

2 1ˆ
1
X

X
α −
=

−
 ，即α 的矩估计量为

2 1ˆ
1
X

X
α −
=

−
. 

再求极大似然估计： 

        1 1 2
1

( , , ; ) ( 1) ( 1) ( )
n

n
n i n

i

L X X x x x xα αα α α
=

= + = +∏ ， 

        
1

ln ln( 1) ln
n

i
i

L n xα α
=

= + + ∑ ， 

        
1

ln ln 0
1

n

i
i

d L n x
dα α =

= +
+ ∑ ， 

解得α 的极大似然估计值： 

1

(1 )
ln

n

i
i

n

x
α

=

= − +

∑
 

从而α 的极大似然估计量： 

1

(1 )
ln

n

i
i

n

X
α

=

= − +

∑
 

7.2.设总体 X 服从几何分布，其分布律为 
1{ } (1 )xP X x p p −= = − ， ,2,1=x ． 

求参数 p )10( << p 的矩估计和最大似然估计． 

解  矩估计 

由于
1

1
1

1( ) (1 )k

k
A E X kp p

p

∞
−

=

= = − =∑ ，令 1X A= ，即
1p
x

= ，因此，所求的矩估计

量为 
1p
X

= . 

最大似然估计 

设 1 2, , , nx x x 取自总体 X 的一组样本观测值，则似然函数为 

1

( 1)

1

( ) (1 )

n

k
k

n x
n

k k
k

L P X x p p =

−

=

∑
= = = −∏  

取对数 

1
ln ln ( 1) ln(1 )

n

k
k

L n p x p
=

= + − ⋅ −∑  

由对数似然方程 
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1

( 1)
(ln ) 0

1

n

i
k

x
d L n

dp p p
=

−
= − =

−

∑
 

解得 
1p
x

= .故参数 p的最大似然估计值为 1p
x

=  

7.3.设总体 X 的分布函数为 
1 1,1 ,

( )
1,0,

x
F x x

x
β

⎧ >−⎪= ⎨ ≤⎪⎩

 

其中未知参数 nXXX ,,,,1 21>β 为来自总体 X 的简单随机样本，求：(1) β 的矩估计
量；(2) β 的最大似然估计量. 

解 X 的概率密度为 

.1
,1

,0

,),( 1
≤
>

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

= +

x
x

xxf β

β
β  

(1)由于  

 
1

);(
1 1 −

=⋅== ∫∫
+∞

+

+∞

∞− β
βββ β dx

x
xdxxxfEX ， 

令 X=
−1β
β

，解得 
1−

=
X

Xβ ，所以参数β 的矩估计量为 .
1

ˆ
−

=
X

Xβ . 

(2)似然函数为 

        

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=>
== +

=
∏

其他,0

),,,2,1(1,
)();()( 1

21
1

nix
xxxxfL i

n

n
n

i
i

β

β
ββ  

当 ),,2,1(1 nixi => 时， 0)( >βL ，取对数得 

∑
=

+−=
n

i
ixnL

1
ln)1(ln)(ln βββ ， 

两边对 β 求导，得 ∑
=

−=
n

i
ixn

d
Ld

1
ln)(ln

ββ
β

，令 0)(ln
=

β
β

d
Ld

，可得  

 

∑
=

= n

i
ix

n

1

ln
β ， 

故 β 的最大似然估计量为 

 .
ln

ˆ

1
∑
=

= n

i
iX

nβ  

7.4.设随机变量 X 的分布函数为 ( ) 1 , ,

0, .

xF x x
x

βα α

α

⎧ ⎛ ⎞− >⎪ ⎜ ⎟= ⎨ ⎝ ⎠
⎪ ≤⎩

其中参数 0α > ， 1β > . 

设 1 2, , , nX X X 为来自总体 X 的简单随机样本，(1)当 1α = 时，求未知参数β 的矩估计
量；(2)当 1α = 时，求未知参数 β 的最大似然估计量. (3) 当 2β = 时，求未知参数α 的
最大似然估计量. 
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解 （1）当 1α = 时， X 的概率密度函数为 ( ) 1 , 1,
;

0, 1.

x
f x x

x

β

β
β +

⎧ >⎪= ⎨
⎪ ≤⎩

 

( ) 11
( ) ;

1
E X xf x dx x dx

xβ

β ββ
β

+∞ +∞

+−∞
= = =

−∫ ∫  

令
1

Xβ
β

=
−

，解得
1

X
X

β =
−
. 所以 β 的矩估计量为 ˆ

1
X

X
β =

−
 

（2）设 1 2, , , nx x x 为对应于样本的一组样本观测值，似然函数 

( ) 1
1 2

1

, 1, 1, 2, ,
( ) ; ( )

0, 1, 1, 2, ,

n
n

i
i n

i
i

x i n
L f x x x x

x i n

β

β
β β +

=

⎧
> =⎪= = ⎨

⎪ ≤ =⎩

∏  

当 1, 1,2, ,ix i n> = 时， 

1
ln ( ) ln ( 1) ln

n

i
i

L n xβ β β
=

= − + ∑ . 

令 

1

ln ( ) ln 0
n

i
i

d L n x
d

β
β β =

= − =∑ ， 

得

1

ln
n

i
i

n

x
β

=

=

∑
.所以参数β 的最大似然估计量为

1

ˆ
ln

n

i
i

n

X
β

=

=

∑
 

（3）当 2β = 时， X 的概率密度函数为 ( )
2

3

2 , ,;
0, .

xf x x
x

α αβ
α

⎧
>⎪= ⎨

⎪ ≤⎩

 

设 1 2, , , nx x x 为对应于样本的一组样本观测值，似然函数 

( )
2

3
1 2

1

2 , , 1, 2, ,
( ) ; ( )

0, 1, 1, 2, ,

n n
n

i
i n

i
i

x i n
L f x x x x

x i n

α α
α α

=

⎧
> =⎪= = ⎨

⎪ ≤ =⎩

∏  

当 , 1, 2, ,ix i nα> = 时， α 越大， ( )L α 越大，所以 α 的最大似然估计值为

1 2ˆ min{ , , , }nx x xα = ，所以α 的最大似然估计量为 1 2ˆ min{ , , , }nX X Xα =  

7.5.设总体 X 的分布密度为 
1 , 0

( , )
0,

x
f x

θ
θ θ

⎧ ≤ ≤⎪= ⎨
⎪⎩ 其它

 

其中 0θ > 是未知参数， 1 2( , , , )nX X X X= 是来自总体 X 的样本，求： 

(1)θ 的矩法估计量 1̂θ ； 

(2)验证 1θ 、 2̂ [( 1) / ]n n Mθ = + 都是θ 的无偏估计量(其中 1max{ , }nM X X= )； 

(3)比较 1θ 、 2̂θ 两个无偏估计量的有效性. 

解 （1）总体 X 的数学期望
0

( )
2

xE X dx
θ θ
θ

= =∫ ，令 ( )E X X= 并求解θ 得矩法估计
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量 1̂ 2Xθ = . 

（2） 1̂ 2 2E EX EXθ θ= = =  

            

1

2 0 0

1

0

1 1ˆ . . 1

1       . |
1

n n

n n

n

n

n n x xE EM x n dx n dx
n n

n x
n

θ θ

θ

θ
θ θ

θ
θ

−

+

+ +
= = = +

+
= =

+

∫ ∫
 

所以 1θ 、 2̂θ 均是θ 的无偏估计. 

（3）
2

1̂( ) (2 ) (4 / ) ( )
3

D D X n D X
n

θθ = = =   

       

2 2 1
2 2

2 2 2 0

2 2
2

( 1) ( 1)ˆ( ) ( )

( 1)          1
( 1) ( 2)

n

n

n n xD D M x n dx
n n
n

n n n n

θ
θ θ

θ
θθ

−+ +
= = −

⎛ ⎞+
= − =⎜ ⎟+ +⎝ ⎠

∫
 

当 2n > 时， 1̂( )D θ > 2̂( )D θ 也就是说 2̂θ 较 1̂θ 有效 
7.6.从总体 X 中抽取样本 321 ,, XXX ，已知总体服从正态分布.证明下列三个统计量 

632
ˆ 321

1
XXX

++=µ ，
442

ˆ 321
2

XXX
++=µ ,

333
ˆ 321

3
XXX

++=µ  

都是总体均值 µ=)(XE 的无偏估计量，并确定哪个估计量更有效? 

解 根据正态分布的性质可知： 

µ== )()( XEXE i , 3,2,1=i  

从而有 

)
632

()ˆ( 321
1

XXXEE ++=µ µ=++= )(
6
1)(

3
1)(

2
1

321 XEXEXE  

)
442

()ˆ( 321
2

XXXEE ++=µ µ=++= )(
4
1)(

4
1)(

2
1

321 XEXEXE  

)
333

()ˆ( 321
3

XXXEE ++=µ µ=++= )(
3
1)(

3
1)(

3
1

321 XEXEXE  

由无偏估计的定义可知: )ˆ( 1µE 、 )ˆ( 2µE 、 )ˆ( 3µE 都是总体均值µ的无偏估计量.  
因 为 样本 321 ,, XXX 是相互独立的，且根据正态分布总体的性质可知

3,2,1,)()( 2 === iXDXD i σ ,所以 

)
632

()ˆ( 321
1

XXXDD ++=µ )(
36
1)(

9
1)(

4
1

321 XDXDXD ++= 2

18
7 σ=  

)
442

()ˆ( 321
2

XXXDD ++=µ ))()((
16
1)(

4
1

321 XEXEXE ++= 2

8
3σ=  

)
333

()ˆ( 321
3

XXXDD ++=µ ))()((
9
1)(

9
1

321 XEXEXE ++= 2

3
1σ=  

从而可知 

)ˆ(
18
7

8
3)ˆ(

3
1)ˆ( 1

22
2

2
3 µσσµσµ DDD =<=<=  

因此，估计量 )ˆ( 3µD 更有效. 

7.7.设 nXXX 21 , 是来自总体 X 的样本，且 X 的概率密度为 
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1 , 0 ,
2
1( , ) , 1,

2(1 )
0,

x

f x x

θ
θ

θ θ
θ

⎧ < <⎪
⎪
⎪= ≤ <⎨ −⎪
⎪
⎪⎩

其他.

 

X 是样本均值，(1)求参数θ的矩估计量θ̂；(2)判断 24X 是否为
2θ 的无偏估计量，并说明

理由. 

解 （1）
4

12
)1(22

),()(
1

0

+
=

−
+== ∫∫∫

+∞

∞−

θ
θθ

θ
θ

θ
dxxdxxdxxxfXE      

令 )(XEX = , 即 X=
+

4
12θ

 .从而可以得到参数θ 的矩估计量
2

14ˆ −
=

Xθ .  

(2) 
6

12
)1(22

),()(
21 2

0

2
22 ++

=
−

+== ∫∫∫
∞+

∞−

θθ
θθ

θ
θ

θ
dxxdxxdxxfxXE   

( ) ]2[4)1(44
11

2
2

2

1

2
j

nji
i

n

i
i

n

i
i XXXE

n
X

n
EXE ∑∑∑

≤<≤==

+=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=  

                
( ) 2

22

4
12

2
)1(2

6
124 θθθθ

≠
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−

+
++

=
nnn

nn            

所以
24X 不是

2θ 的无偏估计量 
7.8.设总体 X 的均值 µ 和方差 2σ 都存在， nXXX ,,, 21 为 X 的一个样本，证明： 

(1)样本加权平均值 ∑
=

=
n

i
ii XcX

1

*  ( )∑
=

=≥
n

i
ii cc

1

1,0 是 µ 的无偏估计量； 

(2)在 µ 的所有形如 *X 的无偏估计量中，样本均值 X 最有效. 
解  (1) 因为 

*

1 1 1 1
( ) ( ) ( ) ( )

n n n n

i i i i i i i
i i i i

E X E c X E c X c E X cµ µ
= = = =

= = = = =∑ ∑ ∑ ∑  

所以样本加权平均值 ∑
=

=
n

i
ii XcX

1

* 是 µ 的无偏估计量. 

(2)  因为 

* 2 2 2

1 1 1 1

( ) ( ) ( ) ( )
n n n n

i i i i i i i
i i i i

D X D c X E c X c E X cσ
= = = =

= = = =∑ ∑ ∑ ∑  

又 

2 2 2 2
1 2

1 1 1 1 1

1( ) ( )
2

n n n n n

n i j i j i
i j i j i

c c c c c c c n c
= = = = =

+ + + = ≤ + =∑∑ ∑∑ ∑ . 

于是 

* 2 2 2

1

1( ) ( )
n

i
i

D X c D X
n

σ σ
=

= ≥ =∑  

即在 µ 的所有形如 *X 的无偏估计量中，样本均值 X 最有效. 

7.9.设 θ̂是θ的无偏估计量，试证(1)若 0)ˆ( >θD ，则 2θ̂ 不是 2θ 的无偏估计量；(2)若

0)ˆ(lim =
+∞→

θD
n

，则θ̂是θ的相和估计量． 

证  （1）因为 
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2 2 22( ) ( ) ( ) ( )E D E Dθ θ θ θ θ θ= + = + >  

所以 2θ̂ 不是 2θ 的无偏估计量. 
（2）根据切比雪夫不等式得 

2

( ){| | } DP θθ θ ε
ε

− ≥ ≤  

再由已知条件 0)ˆ(lim =
+∞→

θD
n

得 2

ˆ( )lim 0
n

D θ
ε→+∞

= 。于是 lim {| | } 0
n

P θ θ ε
→∞

− ≥ = ，即 θ̂ 是θ 的相

和估计量. 

7.10.某旅行社为调查当地旅游者的平均消费额, 随机访问了 100 名旅游者, 得知平均

消费额 80=x 元. 根据经验, 已知旅游者消费服从正态分布, 且标准差 12=σ 元, 求该地

旅游者平均消费额 µ的置信水平为 95%的置信区间. 
解  对于给定的置信度 ,95.01 =−α  ,05.0=α  ,025.02/ =α  

查标准正态分布表 ,96.1025.0 =u  将数据 ,100=n  ,80=x  ,12=σ  ,96.1025.0 =u  

代入
n

ux σ
α ⋅± 2/ 计算得 µ的置信度为 95%的置信区间为 (77.6,82.4)  

7.11.假设某工厂生产的钢球直径服从正态分布 ),( 2σµN ，现从某日生产的产品中，

随机抽取 5只钢球，测得直径如下(单位:cm): 

14.6，14.9，15.1，15.2，15.1 
2σ 未知，求置信水平为 0.95 时µ的置信区间. 
解 由题设可知 ),(~ 2σµNX , 5=n , 95.01 =−α , 98.14=x , 239.02 =s .因

为
2σ 未知，所以选择样本的统计量为 

)1(~ −
−

= nt
nS

Xt µ
 

查 t分布表可知 
776.2)4()1( 05.0 ==− tntα  

从而可知µ的 α−1 的置信区间为 

))1(),1(( −+−− nt
n

Xnt
n

X αα
σσ )28.15,68.14(=  

即在置信度为 0.95 时µ的置信区间为（14.68,15.28） 
7.12.假设某种批量生产的配件的内径 X 服从正态分布 ),( 2σµN ，今随机抽取 16 个，

测得平均内径为 3.05mm ，样本标准偏差为 0.16mm ,试求µ和 2σ 的 0.95 置信区间. 

解 由题设可知: ),(~ 2σµNX , 16=n , 05.3=X , 

16.0=s , 95.01 =−α . 

(1) 因为
2σ 未知，所以选择统计量为 

)1(~ −
− nt

nS
X µ

 

查 t分布表可知: 7531.1)15()1( 05.0 ==− tntα ，从而可得µ的 α−1 的置信区间为 

))1(),1(( −+−− nt
n
sXnt

n
sX αα )12.3,98.2(=  

所以，µ的 0.95 置信区间为(2.98,3.12). 
(2) 因为µ未知，所以选择的样本统计量为 
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)1(~)1( 2
2

2
2 −

−
= nSn χ

σ
χ  

为使 95.0)}1()1({ 2
2

22
21 =−<<−− nnP αα χχχ ，只需 

025.02)}1({ 2
2

2 ==−≥ αχχ α nP  

975.021)}1({ 2
21

2 =−=−≥ − αχχ α nP  

查
2χ 分布表，可知 

488.27)15()1( 2
025.0

2
2 ==− χχα n , 

262.6)15()1( 2
975.0

2
21 ==−− χχ α n  

即 }488.27)1(262.6{ 2

2

<
−

<
σ

SnP 。将上述不等式变形可得 

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

−
−

−
−

− )1(
)1(,

)1(
)1(

2
21

2

2
2

2

n
Sn

n
Sn

αα χχ
)061.0,014.0(=  

即所求的
2σ 的置信区间为（0.014,0.061） 

7.13. 某地区 2000 年分行业调查职工平均工资情况: 已知体育、卫生、社会福利事业

职工工资 X (单位: 元) 2
1~ ( ,218 )N µ ，从总体 X 中调查 25 人, 平均工资 1286 元；文教、

艺术、广播事业职工工资Y (单位: 元) ),227,(~ 2
2µN ，从总体Y 中调查 30 人, 平均工资

1272 元,求这两大类行业职工平均工资之差的 99%的置信区间. 

解  由于 ,99.01 =−α  故 ,01.0=α  查表得 ,576.2005.0 =u  

又 ,251 =n  ,302 =n  ,21822
1 =σ  ,22722

2 =σ  ,1286=x  ,1272=y  

于是 21 µµ − 的置信度为 99%的置信区间为 ( )140.96,168.96−  

7.14.为了估计磷肥对某农作物增产的作用，现选 20 块条件大致相同的土地进行试

验．10 块施磷肥，另 10 块不施磷肥，获得亩产量如下(单位：斤)   

施磷肥亩产量： 620，  570，  650，  600，  630，  580，  570，  600，  600，  

580 

不施磷肥亩产： 560，  590，  560，  570，  580，  570，  600，  550，  570，  

550 

设施磷肥亩产和不施磷肥亩产都具有正态分布，且方差相同．取置信水平为 0.95，试对施

磷肥平均亩产和不施磷肥平均亩产之差作区间估计． 

解  根据实际情况，可认为来自不同正态总体的两个样本是相互独立的．又因两个总体

的方差相等而未知，故可用置信区间 

( ) ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+−+±−

21
212

112
nn

SnntYX ωα  

来估计均值差 21 µµ − ．由于 95.01 =−α 即 05.0=α ，且 1 210, 10n n= = ，查 t分布表得 

( ) ( )2 1 2 0.0252 18 2.101t n n tα + − = = ， 

又由于 

600 570 30x y− = − = ，   
( ) ( )2 2

1 1 2 22

1 2

1 1
488.889

2
n s n s

s
n nω

− + −
= =

+ −
， 

2 22.1018s sω ω= = ，  
1 2

1 1 1 1 0.447214
10 10n n

+ = + = . 

所以 1µ － 2µ 的置信度为 0.95 的置信区间为即（9.22475，50.7752）． 
7.15.用两台机床加工同一种零件，分别从它们加工的零件中抽取 6 个和 9 个测其长度
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(单位：cm)，算得样本方差分别为 245.02
1 =s ， 357.02

2 =s ．设两台机床加工零件的长度都

服从正态分布，试求两个总体方差之比
2
2

2
1

σ
σ
的置信区间(取置信水平为 0.95)． 

解  由题意， 1 6n = ， 2 9n = ，1 0.95α− = ，查 F分布表得 

( ) ( )2 1 2 0.0251, 1 5,8 4.82F n n Fα − − = = ， 

( ) ( ) ( )1 2 1 2 0.975
0.025

1 11, 1 5,8
8,5 6.76

F n n F
Fα− − − = = = ， 

又
2
1 0.245s = ，

2
2 0.357s = ，于是由 

( ) ( )⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

−−−− − 1,1
,

1,1 2121

2
2

2
1

212

2
2

2
1

nnF
SS

nnF
SS

αα

 

得
2
2

2
1 σσ 的置信度为 0.95 的置信区间为(0.142831，4.63922). 

7.16.从一批某种型号的电子元件中随机抽取 6个测其使用寿命(单位:kh)，得样本观测

值为 

15.6, 14.9, 16.0, 14.8, 15.3, 15.5. 

设电子元件的使用寿命服从正态分布
2( , )N µ σ ，求：(1)寿命均值µ的置信水平为 95%的单

侧置信下限；(2)寿命方差
2σ 的置信水平为 95%的单侧置信上限. 

解  根据已知条件 05.0=α ， 6n = ， 15.35,x = 0.45055s = . 

（1）查表得 0.05 (5) 2.015t = ．故寿命均值µ的置信度为 95％的单侧置信区间为 

( )0.4505515.35 2.015 , 14.944,
5

⎛ ⎞− × +∞ = +∞⎜ ⎟
⎝ ⎠

， 

单侧置信下限为14.944． 

（2）  由
2

2
2

( 1) ~ ( 1)n S nχ
σ
−

− ，有
2

2
12

( 1) ( 1) 1n SP nαχ α
σ −

⎧ ⎫−
> − = −⎨ ⎬

⎩ ⎭
，即 

2
2

2
1

( 1) 1
( 1)

n SP
nα

σ α
χ −

⎧ ⎫−
< = −⎨ ⎬−⎩ ⎭

  ． 

于是方差
2σ 的置信度为 α−1 的单侧置信区间

2

2
1

( 1)(0, )
( 1)

n S
nαχ −

−
−

，单侧置信上限为

2
2

2
1

( 1)
( 1)

n S
nα

σ
χ −

−
=

−
. 

查表得
2 2
1 0.95( 1) (5) 1.145nαχ χ− − = = . 寿命方差

2σ 的置信度为 95%的单侧置信区间为 

(6 1) 0.203(0, ) (0,0.886463)
1.145
− ×

=  

单侧置信上限为0.886463． 
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第 8章  假设检验 

8.1.某车间生产钢丝, 用 X 表示钢丝的折断力, 由经验判断 ),,(~ 2σµNX  其中

22 8,570 == σµ ; 今换了一批材料, 从性能上看估计折断力的方差 2σ 不会有什么变化 

(即仍有 22 8=σ ), 但不知折断力的均值 µ和原先有无差别. 现抽得样本, 测得其折断力
为: 

578  572  570  568  572  570  570  572  596  584 

取 ,05.0=α  试检验折断力均值有无变化? 

解  建立假设 

,570: 00 == µµH .570:1 ≠µH  

选择统计量 

0 ~ (0,1)
/

XZ N
n
µ

σ
−

=  

对于给定的显著性水平 ,α  确定 ,k  使 {| | }P Z k α> = ，查正态分布表得

/ 2 0.025 1.96,k z zα= = =  从而拒绝域为 | | 1.96.z >  

由于 ,20.575
10
1 10

== ∑
= ji

ixx ,642 =σ  所以 

0| | 2.06 1.96,
/

xz
n
µ

σ
−

= = >  

故应拒绝 ,0H  即认为折断力的均值发生了变化. 

8.2. 用机床加工圆形零件，在正常情况下，零件的直径服从正态分布 (20,1)N (单
位:mm)，今在某天生产的零件中随机抽查了 6件，测得直径分别为(单位:mm)  

 19  19.2  19.1   20.5   19.6   20.8 
假定方差不变，问该天生产的零件是否符合要求？( 05.0=α ). 

解 由题意可设该天生产的零件直径 ~ ( ,1)X N µ .检验的假设为 

0 0: 20H µ µ= = , 1 0: 20H µ µ≠ = .  

因为σ 已知，故应选择的统计量为 
0 ~ (0,1)

/
XU N

n
µ

σ
−

= . 

由已知条件可求得统计量 U 的观测值为 | | 0.735u = ,查标准正态分布表可

知. 2 0.025 1.96u uα = = ,因为 0.0250.735 1.96u u= < = .所以，接受原假设 0H ，即认为该天

生产的零件是符合要求. 

8.3.有一批子弹,出厂时,测其初速V 服从正态分布 2
0 0( , )N µ σ ,其中 0µ =  950 m 

/s , 100 =σ m /s ,现经过较长时间储存,取 9发进行测试,得样本值(单位:m/s )如下: 
934, 914, 945, 920, 953, 912, 910, 924, 940. 

据检验,子弹经储存,其初速V 仍服从正态分布,且 0σ 可认为不变,问是否可认为这批枪弹

的初速V 显著降低( 05.0=α ) ? 

解  由题设知： 9500 =µ , 100 =σ  , 9=n , 0.05α = , 928=x .所求检验的假设为 

0 0: 950H µ µ =≥ , 950: 01 =< µµH  

由于σ 已知,故选择的统计量为 
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0 ~ (0,1)
/

XZ N
n
µ

σ
−

= . 

又由题设可求得统计量 Z 的观测值为 6.6z = − ,查标准正态分布表可知 / 2zα  

0.025 1.96z= = , 由于 0.0256.6 1.96z z= − < − = − .所以,拒绝原假设 0H ,接受备择假设 1H ,

即认为这批枪弹的初速V 显著降低. 
8.4.某炼钢厂生产的一种钢筋的断裂强度 X 服从正态分布 ),( 2σµN ,且σ =  35 (kg 

/cm2).现从生产的一批钢筋中随机地抽测 9 个样品,测得的样本均值 x较以往的均值 µ 大
17(kg/cm2),设总体方差不变,问能否认为这批钢筋的强度有明显提高? ( 05.0=α ) 

解  由题设知： 17=− µx , 35=σ  , 9=n ,所求检验的假设为 0 0:H µ µ≤ , 

01 : µµ >H .因为σ 已知,故选择的统计量为  

0 ~ (0,1)
/

XZ N
n
µ

σ
−

= . 

从而可求得U 的观测值为 1.46z = . 查标准正态分布表可知: 0.05 1.64z zα = = ,因为

0.051.46 1.64z z= < = .所以,接受原假设 0H ,即认为这批钢筋的强度没有明显提高. 

8.5.设某次考试的考生成绩服从正态分布，从中随机地抽取 36 位考生的成绩，算得平
均成绩为 66.5 分，标准差为 15 分，问在显著性水平 0.05 下，是否可以认为这次考试全体

考生的平均成绩为 70 分？ 

解  设这次考试的考生成绩为 X ，则 ),(~ 2σµNX . 由题设知 700 =µ , 

36=n , 5.66=x , 15=s , 05.0=α .所要求检验的假设为 

 70: 00 == µµH , 70: 01 =≠ µµH   

因为σ 未知，所以应选择的统计量为 

 

( )1~0 −
−

= nt
nS

X
T

µ

 

 

由 已 知 条 件 可 求 得 统 计 量 T 的 观 测 值 为 4.1−=T . 查 t 分 布 表 可
知: 0301.2)35()1( 975.021 ==−− tnt α .因为  

)35(0301.24.1 975.0tT =<=  

所以，接受原假设 0H ，即认为在显著性水平 0.05 下，可以认为这次考试全体考生的平均

成绩为 70 分. 

8.6.一公司声称某种类型的电池的平均寿命至少为 21.5 小时. 有一实验室检验了该公
司制造的 6套电池, 得到如下的寿命小时数: 

19, 18, 22, 20, 16, 25 

试问: 这些结果是否表明, 这种类型的电池低于该公司所声称的寿命? (显著性水平

05.0=α ). 

解  可把上述问题归纳为下述假设检验问题:  

5.21:0 ≥µH ， .5.21:1 <µH  

这可利用 t检验法的左侧检验法来解. 
本例中 ,5.120=µ ,6=n  对于给定的显著性水平 ,05.0=α  查附表得 

.015.2)5()1( 05.0 ==− tntα  

再据测得的 6个寿命小时数算得: ,20=x .102 =s  由此计算 

.162.16
10

5.2120
/

0 −=
−

=
−

=
ns

xt µ
 

因为 ),5(015.2162.1 05.0tt −=−>−=  所以不能否定原假设 ,0H  从而认为这种类型电池的寿
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命并不比公司宣称的寿命短. 

8.7. 某工厂从生产的圆珠笔中随机地抽出 36 根,测其长度,得到样本平均值为

12.8x = cm ,样本标准差 2.6s = cm .问这批圆珠笔的平均长度能否认为在 12cm 以下

( 05.0=α )? 

解   由题设知： 120 =µ , 36=n , 8.12=X , 2.6s = ,故所求检验的假设为

0 0: 12H µ µ =≤ , 12: 01 => µµH . 因为σ 未知,所以应选择的统计量为 

)1(~0 −
−

= nt
nS

X
T

µ
. 

由已知条件可求得统计量T 的观测值为 1.846t = .查 t分布表可知 0.05( 1) (35)t n tα − =  

1.6896= . 又因为 0.051.846 1.6896 (35)t t= > = ,所以拒绝原假设 0H ,接受备择假设 1H ,即

认为这批圆珠笔的平均长度在 l2cm 以上. 
8.8. 某工厂生产的铜丝的折断力(N )服从正态分布 )8,576( 2N .某日抽取10根铜丝进

行折断力试验，测得结果如下:  

578  572  570  568  572  570  572  596  584   570 

问是否可以认为该日生产的铜丝折断力的标准差也是 8N ？( 05.0=α ) 

解 由题设可知: )8,576(~ 2NX , 5760 =µ , 10=n , 
22

0 8=σ , 05.0=α 。所求检

验的假设为 

8: 00 == σσH , 8: 01 =≠ σσH  

因 0µ 已知，所以应选择的统计量为 

)(~)(1 2

1

2
02

0

2 nX
n

i
i χµ

σ
χ ∑

=

−=  

由 已 知 条 件 可 求 得 统 计 量
2χ 的 观 测 值 为 75.102 =χ 。 查

2χ 分 布 表 可 知

247.3)10()( 2
975.0

2
21 ==− χχ α n ，而 

483.20)10()( 2
025.0

2
2 == χχα n  

显然 

)10(483.2075.10247.3)10( 2
025.0

22
975.0 χχχ =<=<=  

所以，接受原假设 0H ，即认为该月生产的铜丝折断力的标准差仍为 8N  
8.9.现有某一型号手机,根据国标要求,其发射功率的标准差不得小于 10mV .现从刚生产

的一批手机中随机地抽取样品 10台,测得样本标准差为 8mV .设这种型号的手机的发射功率
服从正态分布

2( , )N µ σ ,问是否可以认为这批手机的发射功率的标准差显著偏小
( 0.05)α = ？ 

解  由题设可知： 100 =σ , 10=n , 8s = . 所求检验的假设为 

22
0

2
0 10: == σσH ,

22
0

2
1 10: =< σσH . 

因为µ未知,所以应选择的统计量为 

)1(~)1( 2
2
0

2
2 −

−
= nSn χ

σ
χ , 

可 求 得 统 汁 量
2χ 的 观 测 值 为 76.52 =χ . 查

2χ 分 布 表 可 知
2
1 ( 1)nαχ − −  

2
0.95 (9) 16.919χ= = ,即 

)9(919.1676.5 2
95.0

2 χχ =<= , 

所以拒绝 0H .即认为这批手机的发射功率的标准差显著偏小. 

8.10.某零件加工厂生产一种零件,根据设计要求,该零件的内径的标准差不得超过
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0.30. 现从该产品中随机地抽验了 25 件,测得其标准差 36.0=S . 问检验结果是否说明产

品的标准差明显增大了?( 05.0=α ) 

解  由题设知： 30.00 =σ , 35=n , 0.36s = , 05.0=α .所求检验的假设为 

2 2 2
0 0: 0.30H σ σ =≤ ,

22
0

2
1 30.0: => σσH . 

因为µ未知,所以应选择的统计量为： 

)1(~)1( 2
2
0

2
2 −

−
= nSn χ

σ
χ , 

可求得统汁量
2χ 的观测值为 56.342 =χ .查

2χ 分布表可知
2 2

0.05( 1) (24)nαχ χ− =  

36.415= . 

因为 )24(415.3656.34 2
05.0

2 χχ =<= ,所以接受原假设 0H ,即认为在显著性水平

05.0=α 下该产品的标准差没有明显增大. 

8.11.从一个正态总体
2( , )N µ σ 中随机地抽出一个容量为 21 的简单随机样本,得到样

本方差为 10,能否根据此结果得出总体方差小于 15 的结论?( 05.0=α ) 

解  由题设知: ),(~ 2σµNX , 152
0 =σ , 21=n ,

2 10s = , 05.0=α .所要求检验的

假设为 
2 2

0 0: 15H σ σ =≥ , 15: 2
0

2
1 =< σσH . 

因为µ未知,所以应选择的统计量为 

)1(~)1( 2
2
0

2
2 −

−
= nSn χ

σ
χ .  

可求得统汁量
2χ 的观测值为

2 13.333χ = ,查
2χ 分布表可知  

851.10)20()1( 2
95.0

2
1 ==−− χχ α n . 

因为
2 2

0.9513.333 10.851 (20)χ χ= > = ,所以接受原假设 0H ,即不能根据此结果得出

总体方差小于 15 的结论. 

8.12.东风高级中学对其高三年级的学生成绩进行评估,其中的英语成绩服从正态分布

),( 2σµN ,现从中随机地抽取了 8个学生的英语成绩,得到数据如下: 

    90  88  75  63  85  80  76  92 

已知总体均值 80=µ ,问是否可以认为总体方差
2 28σ ≥ ( 05.0=α )? 

解  由题设知: ),(~ 2σµNX , 80=µ , 
22

0 8=σ , 8=n ,所求检验假设为 

2 2 2
0 0: 8H σ σ =≥ ,

22
0

2
1 8: =< σσH  

因为µ已知,所以应选择统计量为 

2 2 2
2

10

1 ( ) ~ ( )
n

i
i

X nχ µ χ
σ =

= −∑ .  

从而可求得
2χ 的观测值为 359.102 =χ . 查

2χ 分布表可知
2
1 ( )nαχ − = 2

0.95 (8)χ  2.733= .  

又 )8(733.2359.10 2
95.0

2 χχ =>= ,所以接受原假设 0H ,即认为总体方差
2 28σ ≥ . 

8.13.两台自动机床生产轴承,现从第一台生产的轴承中随机地抽取 50 根,测得平均长

度为20.1mm,从第二台生产的轴承中随机地抽取50根,测得平均长度为19.8mm ,设两台机床

生产的轴承长度各自服从正态分布,方差分别为 1.750(mm
2
)和 1.375(mm

2
),且这两个总体相

互独立,试在显著性水平 05.0=α 下检验两台自动机床生产的轴承长度的均值是否相等? 

解  设第一台生产的轴承长度为 X mm,第二台生产的轴承长度为Y mm. 由题意知 
),(~ 2

11 σµNX , ),(~ 2
22 σµNY , 5021 == nn , 1.20=x , 8.19=y , 

2
1σ = 1.750 , 

375.12
2 =σ .所求检验的假设为 210 : µµ =H , 211 : µµ ≠H . 因为

2
2

2
1 ,σσ 已知,所以应选
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择的统计量为 

2 2
1 2

1 2

~ (0,1)X YZ N

n n
σ σ

−
=

+

, 

可求得统计量U 的观测值为 1.2u = ,查标准正态分布表可知: 2 0.025 1.96z zα = = . 因

为 0.025| | 1.2 1.96z z= < = ,所以接受原假设 0H ,即认为在显著性水平 05.0=α 下两台自动

机床生产的轴承长度的均值相等. 
8.14.为检测煤矿的含灰率,今从甲、乙两处煤矿各随机地抽取样品,分析其含灰率(%)

如下: 

    甲矿: 20.8,21.3,23.7,24.3, 17.4. 

    乙矿: 16.9,16.7,20.2,18.2. 

假定各煤矿含灰率均服从正态分布,且甲矿的方差为 7.505,乙矿的方差为 2.593.试问甲矿

的含灰率是否远高于乙矿的含灰率?( 05.0=α ) 

解   设甲矿含灰率为 X ,乙矿含灰率为 Y ,由题意知： 2
1 1~ ( , ),X N µ σ  ~Y  

2
2 2( , )N µ σ , 51 =n , 42 =n , 05.0=α , 21.5x = , 18y = , 505.72

1 =σ , 
2
2σ =  2.593.

所求检验的假设为： 

0 1 2:H µ µ≤ , 211 : µµ >H . 

因为
2
2

2
1 ,σσ 已知,所以应选择的统计量为 

2 2
1 2

1 2

~ (0,1)X YZ N

n n
σ σ

−
=

+

, 

再由已知条件可求得统计量 Z 的观测值为 2.3874z = , 查标准正态分布表可

知: 0.05 1.645z zα = = . 因为 

0.052.3874 1.645z z= > = , 

所以拒绝原假设 0H ,接受备择假设 1H ,即认为甲矿含灰率远高于乙矿含灰率. 

8.15.一药厂生产一种新的止痛片, 厂房希望验证服用新药后至开始起作用的时间间隔
较原有止痛片至少缩短一半, 因此厂方提出需检验假设 

,2:,2: 211210 µµµµ >≤ HH  

此处 21,µµ 分别是服用原有止痛片和服用新止痛片后至起作用的时间间隔的总体的均值. 

设两总体均为正.态且方差分别为已知值 2
2

2
1 ,σσ , 现分别在两总体中取一样

1
,,, 21 nXXX "

和 ,,,,
221 nYYY "  设两个样本独立.试给出上述假设 0H 的拒绝域, 取显著性水平为α . 

解  检验假设 ,2: 210 µµ ≤H  ,2: 211 µµ >H  采用 

.4,2~2
2

2
2

1

2
1

21 ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+−−

nn
NYX σσµµ  

在 0H 成立下  

1 2
2 2
1 2

1 2

2 ( 2 ) ~ (0,1).
4

X YZ N

n n

µ µ
σ σ

− − −
=

+

 

因此, 类似于右侧检验, 对于给定的 ,0>α  则 0H 成立时 
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),2( 21 µµ ≤ .
4

2

2

2
2

1

2
1

⎪
⎪

⎭

⎪
⎪

⎬

⎫

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

>

+

−
= α

σσ
u

nn

yxW  

8.16.某灯泡厂在采用一项新工艺的前后，分别抽取 10 个灯泡进行寿命试验.计算得到:

采用新工艺前灯泡寿命的样本均值为 2460 小时，标准差为 56 小时;采用新工艺后灯泡寿命

的样本均值为 2550 小时，标准差为 48 小时.设灯泡的寿命服从正态分布，且总体方差前后

不变，问是否可以认为采用新工艺后灯泡的平均寿命有显著提高? ( 01.0=α ) 

解  设新工艺前灯泡的寿命为 X ，新工艺后灯泡的寿命为 Y ，由题设知：
2
2

2
1 σσ = , ),(~ 2

11 σµNX , ),(~ 2
22 σµNY , 1021 == nn , 2460=X , 2550=Y , 

22
1 56=S , 

22
2 48=S .所求检验的假设为 

210 : µµ ≥H , 211 : µµ <H  

因为
2
2

2
1 ,σσ 未知，但

2
2

2
1 σσ = ，所以应选择的统计量为 

1 2

1 2

~ ( 2).
1 1

w

X YT t n n
S

n n

−
= + −

+
 

其中 

2 2
1 1 2 2

1 2

( 1) ( 1) 52.15
2w

n S n SS
n n

− + −
= =

+ −
 

由 已 知 条 件 可 求 得 统 计 量 T 的 观 测 值 为 86.3−≈T . 查 t 分 布 表 可 知
55.2)18()2( 01.021 ==−+ tnntα ,又 

)18(55.286.3 01.0tT −=−<−=  

所以，拒绝原假设 0H ，接受备择假设 1H ，即认为采用新工艺后灯泡的平均寿命有显著提

高. 

8.17.某工厂有两台车床同时生产一种滚珠(滚珠直径服从正态分布).现从中分别随机

地抽取 8个和 9个产品,其测量数据如下： 

甲车床: 15.2,14.8,15.0,15.2,14.5, 15.1,15.5,14.8． 

乙车床: 14.8,15.1,15.0,15.2,14.8,15.0,14.8,15.2,15.0, 

试比较两台车床生产的滚珠直径的方差是否有明显差异?( 05.0=α ) 

解  现用 YX , 分别表示甲、乙两车床生产的滚珠直径,则有 

),(~ 2
11 σµNX , ),(~ 2

22 σµNY , 81 =n , 92 =n , 05.0=α , 

15.01x = , 14.99y = , 096.02
1 =s , 026.02

2 =s . 

所求检验的假设为 
2
2

2
10 : σσ =H ,

2
2

2
11 : σσ ≠H . 

选取统计量 2
2

2
1

S
SF = ,在 0H 成立的条件下,有

2
1

1 22
2

~ ( 1, 1)SF F n n
S

= − − . 

查 F 分布表可知 
53.4)8,7()1,1( 025.0212 ==−− FnnFα , 

204.0)1,1(1)1,1( 2122121 =−−=−−− nnFnnF αα , 

而 69.32
2

2
10 == ssF ,因为  

)8,7(53.469.3204.0)8,7( 025.00975.0 FFF =<=<= , 
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故接受原假设 0H ,即认为两台车床生产的滚珠直径的方差没有明显差异. 

8.18.东风机械厂生产一种机械零件.用老工艺生产的机械零件方差较大,随即地抽查了

25 个,得
2
1 6.37s = ,现改用新工艺生产,也随即地抽查了 25 个零件,得

2
2 3.19s = ,设两种生

产过程皆服从正态分布,问新工艺的精度是否比老工艺的精度显著地好? ( 05.0=α ) 

解   设 X 和 Y 分别表示旧、新工艺生产的机械零件的精度 ,则有 ~X  
2

1 1( , )N µ σ , ),(~ 2
22 σµNY , 2521 == nn , 37.62

1 =s , 19.32
2 =s , 05.0=α .所求检验的

假设为： 
2 2

0 1 2:H σ σ≤ ,
2
2

2
11 : σσ >H .  

因为 21 ,µµ 未知,所以应选择的统计量为 
2

1
1 22

2

~ ( 1, 1)SF F n n
S

= − − , 

可得统计量 F 的观测值为 997.10 =F . 查F 分布表可知 
98.1)24,24()1,1( 05.021 ==−− FnnFα . 

因为 0 0.051.997 1.98 (24,24)F F= > = ,所以拒绝原假设 0H ,接受备择假设 1H ,即认为新工

艺的精度比老工艺的精度显著地好. 

8.19. 某医院为比较不同季节出生的新生儿(女)体重的方差,从今年 1月及 6月的两个月
的新生儿中分别随机地抽取 6名及 10名,测得体重如下(单位：g ): 

1 月  3260, 2960,3520,1960,2560, 3960. 

6 月  3060,3220,3760,3220,3080, 3000,2920,2940,3740,3060. 

假定新生儿体重服从正态分布,问新生儿体重的方差是否冬季的比夏季的小( 05.0=α ) ? 

解  设 X ,Y 分别表示冬、夏两季的新生儿体重,则 X 与Y 相互独立,且 2
1 1~ ( , )X N µ σ ，

),(~ 2
22 σµNY , 又 由 题 设 知 ：  61 =n , 102 =n , 3036.7x = , 

=3200y , 5056672
1 =s , 939562

2 =s .所求检验的假设为 
2 2

0 1 2:H σ σ≤ , 
2
2

2
11 : σσ >H .  

因为 21 ,µµ 未知,所以应选择统计量 

2
1

2 12
2

~ ( 1, 1)SF F n n
S

= − − , 

从而可得统计量 F 的观测值为 0 5.382F = .查F 分布表可知 
48.3)9,5()1,1( 05.012 ==−− FnnFα . 

因为 0 0.055.382 3.48 (5,9)F F= > = ,所以拒绝 0H ,即认为新生儿体重的方差冬季不比夏季

的小. 

8.20. 甲、乙两个射手进行射击比赛,其命中靶纸的环数服从正态分布,现甲、乙各射了
10 枪,测得数据如下： 

甲射手: 10.1,7.8,9.7 8.5,9.2,10,9.2,8.7,9.9,10.2. 

乙射手: 9.7,8.7,9.9,10.3,9.2,9.1,7.5,9.3,8.9,9.0. 

问甲射手命中靶纸的环数的方差是否明显高于乙射手？( 05.0=α ) 

解  设甲、乙两射手命中靶纸环数总体分别为 YX , ,由题设知： 2
1 1~ ( , ),X N µ σ  

),(~ 2
22 σµNY , 05.0=α 101 =n , 102 =n , 9.33x = , 9.16y = , 6357.02

1 =s ,

5804.02
2 =s .所求检验的假设为 

2 2
0 1 2:H σ σ≥ ,

2
2

2
11 : σσ <H . 

因为 21 ,µµ 未知,所以应选择统计量 
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)1,1(~ 122
1

2
2 −−= nnF

S
SF , 

从而可得统计量 F 的观测值为 913.0=F . 查F 分布表可知 
314.0)9,9(1)9,9()1,1( 05.095.0121 ≈==−−− FFnnF α . 

因为 )9,9(314.0913.0 95.0FF =>= ,所以接受原假设 0H ,即认为甲射手命中靶纸的

环数的方差明显高于乙射手. 
8.21.对两批同类电子元件的电阻进行测试，各抽 6件，测的结果如下（单位：欧姆） 

A批： 0.140   0.138   0.143   0.144    0.141   0.137 
B批： 0.135   0.140   0.142   0.136    0.138   0.141 

设这两批元件的电阻分别服从正态分布 ),( 2
11 σµN 与 ),( 2

22 σµN ，试在 05.0=α 下检验下列假

设 
    （1） ：0H  2

2
2
1 σσ = ；  （2） ：0H  21 µµ = ． 

解 （1）设 2 2
0 1 2 :   H σ σ= ，

2 2
1 1 2 :   H σ σ≠  

由于 1µ ， 2µ ，
2 2

1 1,  σ σ 均未知，用 F 检验法检验. 检验统计量为 
2

1
1 22

2

( 1, 1)SF F n n
S

= − −∼  

对给定的 0.05α = ， 1 2 6n n= = ，查表可确定 

/ 2 1 2( 1, 1) 7.15F n nα − − =   1 / 2 1 2
1( 1, 1) 0.140

7.15
F n nα− − − = =  

检验统计量的观测值为 
2 2
1
2 2
1

0.003 1
0.003

s
s

= =  

比较得 
2
1

1 / 2 1 2 / 2 1 22
2

( 1, 1) 0.140 ( 1, 1) 7.15sF n n F n n
sα α− − − = < < − − =  

由 F 检验法知，应接受原假设，即在显著性水平 0.05α = 下，认为方差相同.  
（2）设  0 1 2:    H µ µ= . 1 1 2:    H µ µ≠  

1µ ， 2µ 和σ 未知，选用 t检验法. 选用统计量为 

1 2

1 2

| | ( 2)
1 1

w

X Yt t n n
S

n n

−
= + −

+
∼ ， 

其中
2 2

1 1 2 2

1 2

( 1) ( 1)
2w

n S n SS
n n

− + −
=

+ −
.  

对给定的 0.05α = ， 1 2 10n n= = ，查表可确定 / 2 1 2( 2) 2.101t n nα + − = . 
统计量的观测值为 

1 2

| 0.140 0.140 | 0 2.101
1 1

Ws n n

−
= <

+
 

8.22. 根据 t检验法，应接受原假设. 即在显著性水平 0.05α = 下，认为均值是相等的 

考察某地区正常成年人每立方毫米血液中的红细胞数．检查正常成年男性 156名，算得红细
胞数的样本均值 13.4651 =x （万/mm3），样本标准差 80.541 =s （万/mm3）；检查正常成年女

性 74 名，算得红细胞数的样本均值 16.4222 =x （万/mm3）， 样本标准差 20.492 =s （万
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/mm3） ．假定正常成年男性与正常成年女性的红细胞数均服从正态分布，问该地区正常成
年人的红细胞平均数是否与性别有关（取 05.0=α ）？ 

解 设男性的红细胞数为 X ， 2
1 1( , )X N µ σ∼ 女性的红细胞数为Y， 2

2 2( , )Y N µ σ∼  

(1) 检验假设 2 2
01 1 1 :   H σ σ= , 2 2

11 1 1 :   H σ σ≠  
这是 F 检验问题. 检验统计量为 

2
1

1 22
2

( 1, 1)SF F n n
S

= − −∼  

对给定的 0.05α = ， 1 2156,     74n n= = ，查表可确定 

/ 2 1 2( 1, 1) 1.48F n nα − − ≈   1 / 2 1 2
1( 1, 1) 0.676

1.48
F n nα− − − = =  

检验统计量的观测值为 
2 2
1
2 2
2

54.8 1.241
49.2

sF
s

= = =  

比较得
1 1.48

1.48
F< < ，故接受原假设.  

（2）检验假设 02 1 2 :   H µ µ= , 12 1 2 :   H µ µ=  
这是 t检验法问题. 选用统计量为 

1 2

1 2

| | ( 2)
1 1

w

X Yt t n n
S

n n

−
= + −

+
∼ ， 

其中
2 2

1 1 2 2

1 2

( 1) ( 1)
2w

n S n SS
n n

− + −
=

+ −
.  

对给定的 0.05α = ， 1 2156,     74n n= = ，查表可确定 / 2 1 2( 2) 1.906t n nα + − =  
统计量的观测值为 

| 465.13 422.16 | 5.736 1.906
53.07 0.141

−
= >

×
 

根据 t检验法，应拒绝原假设. 即在显著性水平 0.05α = 下，认为该地区正常成年人的

红细胞平均数与性别有关. 
8.23.一农场10年前在一鱼塘里按比例20:15:40:25投放了四种鱼: 鲑鱼, 鲈鱼, 竹夹

鱼,和鲇鱼的鱼苗. 现在在鱼塘里获得一样本如下: 

序号 1 2 3 4  

种类 鲑鱼 鲈鱼 竹夹鱼 鲇鱼  

数量(条) 132 100 200 168 ∑= 600  
试取 05.0=α 检验各类鱼数量的比例较 10 年前是否有显著改变. 

解  以 X 记鱼种类的序号, 按题意需检验假设:  
XH :0 的分布律为 

X  1 2 3 4 

ip  0.20 0.15 0.40 0.25

所需计算列在下表中.  
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2

1

2

3

4

ˆ ˆ ˆ/
132 0.20 120 145.20
100 0.15 90 111.11
200 0.40 240 166.67
168 0.25 150 188.16

611.14

i i i i i iA f p np f np
A
A
A
A

Σ =

 

现在 

60041.1162 −=χ ,41.11= ,4=k ,0=r  

但 )1(2
05.0 −− rkχ 14.11815.7)3(2

05.0 <==χ ，故拒绝 ,0H 认为各鱼类数量之比较 10 年前 

有显著改变. 

8.24.在检验某一产品质量时，每次抽取 10 个产品来检验．共取了 100 次，得到每 10

个产品中次品数 X的频率分布如下 
X = xi 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

频数 mi 35 40 18 5 1 1 0 0 0 0 0 

在显著性水平 05.0=α 下，问生产过程中出现次品的概率 p是否稳定不变，即次品数 X是否

服从二项分布 (10, )B p ？ 
解 设  0 :    ( ) (1 ) ,      0,1, 2, ,10k k n k

nH P x k C p p k−= = − = " . 在原假设成立的前提

下，因 
10

1

1 1
100 i i

i
x n x

=

= =∑ ，从而 0.1p =� 。再由 ( ) (1 )k k n k
nP x k C p p −= = −

� � �
得 

10( 0) (1 ) 0.35p x p= = − =�
，          

1 9
10( 1) 0.1(0.9) 0.39p x C= = = ， 

2 2 8
10( 2) 0.1 (0.9) 0.139p x C= = = ，    

3 3 7
10( 3) 0.1 (0.9) 0.057 4p x C= = = ， 

4 4 6
10( 4) 0.1 (0.9) 0.001 12p x C= = = ， 

5 5 5
10( 5) 0.1 (0.9) 0.014 9p x C= = = ， 

( 6) 0.000 138p x = = ，               ( 7) 0.000 0875p x = = ， 

( 8) 0.000 003 6p x = = ，             ( 9) 0.000 000 009p x = = ， 

( 10) 0.000 000 000 1p x = = . 

对给定的 0.05α = ，自由度 4 1 1 2− − = ，查表可确定
2

0.05 (2) 5.99χ = 。统计量的观

测值为 
4

2

1
( ) / 0.12 5.99i i i

i
n np np

=

− = <∑  

故应接受原假设，即在显著性水平 0.05α = 下，认为次品数服从二项分布。 

8.25.在某段公路上，观察每 15 秒内通过的汽车数量．独立观察 200 次，得到数据如下 

车数 xi 0 1 2 3 4 5 6 ≥7 

频数 mi 24 67 58 35 10 4 2 0 

问该路段上每 15 秒内通过的车辆数是否服从泊松分布(取 05.0=α )？ 

解 设    

0 :    ( ) ,      0,1, 2,
!

k

H P x k e k
k

λλ −= = = "   （其中λ未知参数） 

在原假设成立的前提下，参数λ的最大似然估计为 

1

1 360ˆ 1.8
200

n

i
i

x
n

λ
=

= = =∑  

再由 
ˆˆ

ˆ ,      0,1,2, ,6
!

k

kP e k
k

λλ −= = " 得   
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6
ˆ ˆ

7
7 0

ˆ ˆ
ˆ 1

! !

k k

k k

P e e
k k

λ λλ λ+∞
− −

= =

= = −∑ ∑    

算得 

车数 ix       0     1     2     3      4     5      6     7≥  

概率 k̂P    0.165  0.298  0.268  0.161  0.072  0.026  0.008  0.002 
将已知频数 km 及上面概率 ˆ kp 代入统计量 2χ̂ 得 

27
2

0

200ˆ ˆ 6.099
200

k
k

k k

m p
p

χ
=

⎛ ⎞= − =⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑ �  

对给定的 0.05α = ， 8,   1l m= = ，查表可确定
2 ( 1) 12.592l mαχ − − = 。显然  

2 2ˆ 6.099 12.592 ( 1)l mαχ χ= < = − −  

故应接受原假设，即在显著性水平 0.05α = 下，认为通过的车辆数服从泊松分布。 
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第 9章  回归分析 

9.1在钢丝碳含量对于电阻的效应的研究中，得到以下的数据： 
碳含量 x (%) 0.1 0   0.30   0.40   0.55   0.70    0.80    0.95   
电阻 y ( µΩ ) 15     18    19     21    22.6    23.8     26  

设对于给定的 ,x y为正态变量，且方差与 x无关. (1)画出散点图；（2）求线性回归方程
ˆˆ ˆy a bx= + ；（3）检验假设 0 : 0,H b =  1 : 0H b ≠ ；（4）求 0.50x = 处的置信度为 0.95的预测

区间. 
    解 （1） 作散点图见图 9-1. 

    （2）由所给数据算得 

        
1

6.6786,
n

xy i i
i

L x y nx y
=

= − =∑  

        
22

1

0.5321,
n

xx i
i

L x nx
=

= − =∑  

    
22

1

83.8743
n

yy i
i

L y n y
=

= − =∑ , 

    0.5429,  20.7714x y= = , 
故得 

12.5514ˆ
xy xxL Lb = = ， 13.9578ˆˆ y xa b= − = . 

于是得回归直线方程为 ˆ 13.9578 12.5514y x= + . 
   （3）检验假设 0 : 0,H b =  1 : 0H b ≠  
由所给数据算得 

0.0473,ˆ
e YY xYQ L Lb= − = 2ˆ 0.0095.

2
eQ

n
σ = =

−
 

查 t分布表得 0.025 (5) 2.5706t = ，检验假设 0 : 0H b = 的拒绝域为 
ˆ

2.5706
ˆ xx

b
t L

σ
= ≥  

现在 93.9349 2.5706t = > ，故拒绝原假设，即认为回归方程是显著的. 
   （4） 0y 的置信度为 α−1 的预测区间为 

2
0

0 /2

( )1ˆ ˆ( 1) 1a
xx

x x
y t n

n L
σ

−
± − + +

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

 

由（1）得，当 0.50x = 时， 0ˆ 20.2335y = . 

由所给数据得
2

0
/2

( )1ˆ( 1) 1 0.2683a
xx

x x
t n

n L
σ

−
− + + = ，从而 0.50x = 处的置信度为 0.95 的预

测区间为 (20.2335 0.2683) (19.9652, 20.5018)± = . 
9.2下面是回归分析的一个应用. 如果两个变量 ,x y存在着相关关系，其中 y的值是难以

测量的，而 x的值却是容易测得的. 我们可以根据 x的测量值利用 y关于 x的回归方程去估
计 y的值，表 9-3列出了 18个 5~8岁儿童的重量(这是容易测得的)和体积(这是难以测量的).    

表 9-3 
重量 x /kg  17.1  10.5   13.8  15.7   11.9   10.4  15.0  16.0  17.8   

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
14

16

18

20

22

24

26

图 9-1
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体积 y /cm3 16.7  10.4   13.5  15.7   11.6   10.2  14.5  15.8  17.6 
重量 x /kg 15.8  15.1   12.1  18.4   17.1   16.7  16.5  15.1  15.1   
体积 y /cm3 15.2  14.8   11.9  18.3   16.7   16.6  15.9  15.1  14.5 

设对于给定的 ,x y是正态变量，其方差与 x无关，(1)画出散点图；(2)求 y关于 x的线性回
归方程 ˆˆ ˆy bxa= + ；(3)求 14.0x = 时 y的置信
度为 0.95的预测区间. 
    解  (1) 作散点图见图 9-2.  

 (2) 由所给数据算得 

      
1

95.2378,
n

xy i i
i

L x y nx y
=

= − =∑      

      
22

1

96.3894,
n

xx i
i

L x nx
=

= − =∑  

  
22

1

94.7511
n

yy i
i

L y ny
=

= − =∑ , 

   15.0056,  14.7222x y= = , 
故得 

   0.9881ˆ
xy xxL Lb = = ，   

   0.1048ˆˆ y xa b= − = − .  
于是得回归直线方程为 ˆ 0.1048 0.9881y x= − + . 
又由 

0.6466,ˆ
e YY xYQ L Lb= − = 2ˆ 0.040414.

2
eQ

n
σ = =

−
 

查 t分布表得 0.025 (16) 2.1199t = ，检验假设 0 : 0H b = 的拒绝域为 
ˆ

ˆ
=48.2558 2.1199xx

b
t L

σ
= >  

故拒绝原假设，即认为回归方程是显著的. 
    (3) 当 0 14.0x = 时, 0ˆ 0.1048 0.9881 14.0 13.7286y = − + × = , 0y 的置信度为 0.95 的预测

区间为
2

0
0.025ˆ( ) (13.2885,14.1687)

( )1( 2) 1
xx

y t
x xn

n L
σ± =

−
− + + . 

9.3 檞寄虫是一种寄生在大树上部树枝上的寄生植物. 它喜欢寄生在年轻的大树上. 表
9-4 给出在一定条件下完成的试验中采集的数据. 以模型 2(0, ),  lnx Ny eβ σα ε ε= ∼ 拟合数

据，其中
2,  ,  α β σ 与 x无关，试求曲线方程 ˆˆˆ xy eβα= . 

表 9-4 
大树的年龄 x (年)   3       4        9      15        40 

每株大树上檞 
寄虫的株数 iy  

 28      10      15       6         1   
 33      36      22      14         1 
 22      24      10       9 

    解 xy eβα ε= , 则 ln ln lny xα β ε= + +  
    令 ln ,Z Y= ,lnα=a ,β=b ,x x′ = ln ,e ε=  则上述模型转化为 ,Z a bx e= + + ,  

则 ,  ba 的最小二乘估计量为 
ˆ ˆ,  ˆxz xxb L L Z bxa= = −  

其中
14 14 22

1 1

14 ,  14 .xz i i xx i
i i

L x z xz L x x
= =

= − = −∑ ∑  

图 9-2

10 11 12 13 14 15 16 17 18 19
10

11

12

13

14

15

16

17

18

19
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由所给数据得
14 14

2

1 1

238, 4166,  12.3571,  2.4071i i i
i i

x z x x z
= =

= = = =∑ ∑ , 2028.2xzL = , 

178.4xxL = − , 从而 
ˆ ˆ0.08796,  3.4941ˆ

xz xxb L L Z bxa= = −= − ≈ , 故 ˆˆ = 32.9206aeα =  

    曲线方程
ˆˆˆ xy eβα= 为

0.08796ˆ 32.9206 xy e−= . 
     9.4 某化工产品的得率 y与反应温度 1x ，反应时间 2x 及其反应浓度 3x 有关，对于给定
的 1x ， 2x ， 3x 得率 y服从正态分布且方差与 1x ， 2x ， 3x 无关. 今得试验结果如表 9-5所示，

其中 1x ， 2x ， 3x 均为二水平且均以编码形式表达. 
表 9-5 

1x    -1     -1     -1     -1      1      1      1      1 

2x    -1     -1     1      1      -1     -1      1      1 

3x    -1     1     -1      1      -1      1     -1      1 
得率  7.6   10.3    9.2   10.2     8.4    11.1    9.8    12.6 

(1) 求 y的多元线性回归方程 0 1 1 2 2 3 3
ˆ ˆ ˆ ˆ+ + +ˆ b b x b x b xy = ； 

(2) 若认为反应时间不影响得率，求 y的多元线性回归方程 0 1 1 3 3
ˆ ˆ ˆ+ +ˆ b b x b xy =  

解（1）设计矩阵 
1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1

− − − −
=

− − − −

− − − −

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

TX ，

8 0 0 0

0 8 0 0

0 0 8 0

0 0 0 8

=

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

TX X ， 

1

1 / 8 0 0 0

0 1 / 8 0 0
( )

0 0 1 / 8 0

0 0 0 1 / 8

− =

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

TX X ，

7.6

10.3

9.2

10.2

8.4

11.1

9.8

12.6

=

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

Y  

故求得回归系数为 

0

1 1

2

3

9.9

0.575

0.525

1.15

ˆ

ˆ
ˆ ( )

ˆ

ˆ

b

b

b

b

−= =

⎛ ⎞
⎡ ⎤⎜ ⎟
⎢ ⎥⎜ ⎟
⎢ ⎥= ⎜ ⎟
⎢ ⎥⎜ ⎟
⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎣ ⎦

⎝ ⎠

T TB X X X Y  

故得回归方程为 1 2 3
ˆ 9.9+0.575 +0.525 +1.15Y x x x= . 

   （2）若 1 2 3 0 1 1 3 3( , , ) + +x x x b b x b xµ = ，这时设计矩阵为 

1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1

= − − − −

− − − −

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

TX ，

79.2
4.6
9.2

=
⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

TX Y ， 
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1

1

( )

8 0 0 1/ 8 0 0
0 8 0 0 1/ 8 0
0 0 8 0 0 1/ 8

−

−

= =
⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

TX X  

故求得回归系数为 

0

1
1

3

9.9

0.575

1.15

ˆ

ˆˆ ( )
ˆ

b

b

b

−= =

⎛ ⎞ ⎡ ⎤⎜ ⎟
⎢ ⎥⎜ ⎟= ⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎣ ⎦⎝ ⎠

T TB X X X Y  

故得回归方程为 1 3
ˆ 9.9+0.575 +1.15Y x x= . 
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第 10 章  随机过程的基本知识 

1  随机过程 UttX )1()( 2 += ，这里U 是随机变量，其可能值属于（0，10），在两次试验中得

到U 的值： 5.3,2 21 == uu ，求相应的样本函数． 

解  将 5.3,2 21 == uu 分别代入 UttX )1()( 2 += ，可得相应的样本函数分别为 

)1(2)( 2
1 += ttx ， )1(5.3)( 2

2 += ttx .  
2  设随机过程 tUtX sin)( = ，其中U 是随机变量，求在 6

π=t 处的状态及 2
π=t 处的状态． 

解  分别将
6
π

=t 和
2
π

=t 代入 tUtX sin)( = ，可得相应的状态分别为
2
U
和U .  

3  利用抛掷一枚骰子的试验定义一随机过程 

+∞<<∞−
⎩
⎨
⎧

= t
t
t

tX     
,6      ,

6          ,
)( 2 点不出现

点，出现
. 

试确定 )(tX 的一维分布函数 )1;( −xF ， )2;(xF 以及二维分布函数 )2,1;,( 21 −xxF ． 
解  由于 

 
,6         ,1

6          ,1
)1(

⎩
⎨
⎧−

=−
点不出现

点，出现
X  

并且 { }
6
11)1( =−=−XP ， { }

6
51)1( ==−XP ，于是 

)1;( −xF { }xXP ≤−= )1(

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

≥

<≤−

−<

=

1,1

11,
6
1

1,0

x

x

x

； 

又由于 

 
,6         ,4

6          ,2
)2(

⎩
⎨
⎧

=
点不出现

点，出现
X  

并且 { }
6
12)2( ==XP ， { }

6
54)2( ==XP ，于是 

)2;(xF { }xXP ≤= )2(

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

≥

<≤

<

=

4,1

42,
6
1

2,0

x

x

x

； 

又因为随机变量 X(-1)和 X(2)的联合分布律为 
            X(-1)  
X(2) 1−  1 

2 
6
1

 0 

4 0 
6
5

 

所以 )2,1;,( 21 −xxF { }21 )2(,)1( xXxXP ≤≤−=  
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⎪
⎪
⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

≥≥

<≤≥

≥<≤−

<−≥
+∞<<−∞−<

=

.4,1,1

,42,1,
6
1

,2,11,
6
1

2,1,0
,,1,0

21

21

21

21

21

xx

xx

xx

xx
xx

.  

4  已知过程 tUetX −=)( , +∞<<∞− t ,其中随机变量 )1,0(~ NU ，试求随机过程 )(tX 的均值

函数和协方差函数． 

解  由假设随机变量 U的密度函数为 Rueuf
u

∈=
−

,
2
1)( 2

2

π
，于是均值函数 

2

21( ) [ ( )] ( )
2

u
tU tu

X t E X t E e e e duµ
π

+∞ −− −

−∞
= = = ∫  

dueedue
tuttuu

∫∫
∞+

∞−

+
−∞+

∞−

−−
== 2

)(
22

222

2
1

2
1

ππ
 

222

222

2
1 tvttuv

edvee ==== ∫
∞+

∞−

−+=

π
， 

相关函数 

[ ] 2
)(

)(2
2121

2
21

21

2

2
1)()(),(

tt
utt

u

X edueetXtXEttR
+

∞+

∞−

+−−
=== ∫π

， 

则协方差函数为 
)()(),(),( 212121 ttttRttC XXXX µµ−=  

)1( 21

2
2

2
1

2
2

2
1

2
21

222
)(

−=−=
+++

tt
tttttt

eeee .  
5  已知随机过程 )(tX 的自相关函数 ),( 21 ttRX ，试求 

)(2)1(3)( tXtXtY −+=  
的自相关函数.  
解  所求相关函数 

[ ])()(),( 2121 tYtYEttRY =  
[ ][ ]{ })(2)1(3)(2)1(3 2211 tXtXtXtXE −+−+=  
[ ] [ ])()1(6)1()1(9 2121 tXtXEtXtXE +−++=  
[ ] [ ])()(4)1()(6 2121 tXtXEtXtXE ++−  

        ),(4)1,(6),1(6)1,1(9 21212121 ttRttRttRttR XXXX ++−+−++= .  

6  给定随机过程{ } xTttX ,),( ∈ 是任意一个实数，定义另一随机过程 
1,      ( ) ,

( )       
0,      ( ) ,

X t x
Y t t T

X t x
≤⎧

= ∈⎨ >⎩
． 

试将 )(tY 的均值函数和自相关函数用随机过程 )(tX 的一维和二维分布函数来表示． 
 解  )(tY 的均值函数为 

[ ] { } { }0)(01)(1)()( =×+=×== tYPtYPtYEtYµ  
{ } );()( txFxtXP X=≤= ， 
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因为 

⎩
⎨
⎧ ≤≤

=
.,0

,)(,)(,1
)()( 2211

21
其它

xtXxtX
tYtY

 
因此所求 )(tY 自相关函数为 

[ ])()(),( 2121 tYtYEttRY =  
{ } { }0)()(01)()(1 2121 =×+=×= tYtYPtYtYP  

{ } { }221121 )(,)(1)(,1)( xtXxtXPtYtYP ≤≤====  
),;,( 2121 ttxxFX= .  

7  设随机过程 ZttYXtW 2)( ++= ，其中 ZYX ,, 是两两不相关的随机变量，且

0)()()( === ZEYEXE ， 1)()()( === ZDYDXD .试求 )(tW 的自协方差函数. 
解  均值函数 

[ ] 0)()()()()( 2 =++== ZEtYtEXEtWEtWµ ， 
相关函数 

[ ] [ ]))(()()(),( 2
22

2
112121 ZtYtXZtYtXEtWtWEttRW ++++==  

             
)()()(

)()()()()()(
22

2
2
1

2
212

2
1

2
21

2
2

2
121

2

ZEttYZEtttt

YEttXZEttXYEttXE

+++

+++++=
 

因为 YX , 是不相关的随机变量，则它们的相关系数为 0，即协方差为 0，所以 
0)()()( == XEYEXYE ， 

同理 
0)( =ZYE ， 0)( =ZXE ， [ ] )()(1)()()( 2222 ZEYEXEXDXE ===+= ，所以有： 

2
2

2
12121 1),( ttttttRW ++= ， 

则 
2
2

2
121212121 1)()(),(),( ttttttttRttC WWWW ++=−= µµ .  

8  设 ∞<<−∞+= tYtXtZ ,)( ，若已知二维随机变量 ),,,,(~),( 2
2

2
121 ρσσµµNYX ，试求

)(tZ 的协方差函数． 
解    根据已知条件 

ρρσσµµ ===== XYYDXDYEXE ,)(,)(,)(,)( 2
2

2
121 ， 

则 )(tZ 的均值函数 
[ ] 21)()()()( µµµ tYtEXEtZEtZ +=+== ， 

协方差函数 
[ ]))()())(()((),( 221121 ttZttZEttC ZZZ µµ −−=  
[ ][ ]})()()()({ 221121 tYXtYXE µµµµ −+−−+−=  

[ ] [ ] [ ]2
2212121

2
1 )())(()()( µµµµ −+−−++−= YEttYXEttXE  

)(),()()( 2121 YDttYXCovttXD +++=  
2
2212121

2
1 )( σσρσσ tttt +++= . 

9  设 tBtAtX ωω sincos)( += ， ),( +∞−∞=∈Tt ，其中 A、B是相互独立，且都服从正态
),0( 2σN 分布的随机变量，ω是实常数．试说明 )(tX 是正态过程，并求它的均值函数和自相关函

数． 
解  由题设，对任意 n个时刻 Tttt n ∈,,, 21 " 和任意一族实数 nuuu ,,, 21 " ，和式 

i

n

i
ii

n

i
ii

n

i
i tuBtuAtXu ωω sincos)(

111
∑∑∑
===

+=  
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是独立正态变量 A、B的线性组合，故它也是正态变量，且由概率论知识知， ))(,),(),(( 21 ntXtXtX "
服从 n维正态分布，由定义，X(t)是正态过程. 而 X(t)的均值函数和自协方差函数分别为 

[ ] 0sincos)( =+= tBtAEtX ωωµ  
[ ])sincos)(sincos(),( 221121 tBtAtBtAEttCX ωωωω ++=  

       )(cos)sinsincos(cos 21
2

2121
2 tttttt −=+= ωσωωωωσ .  

10  设在时间区间 ),0[ t 内来到图书馆的人数 )(tN 是强度为λ的泊松过程，进入图书馆的人借书
的概率为 p，不借书的概率为 p−1 ，且他们是否借书是相互独立的. 在时间区间 ),0[ t 内进入图书
馆并借书的人数记为 )(tY ，试证 }0),({ ≥ttY 是强度为 pλ 的泊松过程． 
证 （1）因为到图书馆的人数 )(tN 是强度为λ的泊松过程，所以在不相重叠的区间上的增量具

有独立性，而借书的人数为 )(tY ，所以 )(tY 在不相重叠的区间上的增量也具有独立性； 
（2）随机过程 )(tY 的分率为 

[ ] [ ] [ ]ntNPntNktYPktYP
n

===== ∑
∞

=

)()()()(
0

 

[ ] [ ]ntNPntNktYP
kn

==== ∑
∞

=

)()()(  

t
n

kn

kn

kk
n e

n
tppC λλ −−

∞

=

−= ∑ !
)()1(  

+
−

+−+= −

!2
)()1()1(1[

!
)( 22 tptp

k
tep

k
tk λλλλ       

]
!

)()1( "" +
−

+
n

tp nn λ
 

pt
k

tpt
k

e
k
ptee

k
pt λλλ λλ −−− ==

!
)(

!
)( )1( ; 

（3）因为 0)0( =N ，所以 0)0( =Y . 所以 }0),({ ≥ttY 是强度为 pλ 的泊松过程.  
11  设某公共汽车站从早晨 5时到晚上 21时有车出发. 从 5时到 8时乘客平均到达率线性增加，

5时乘客平均到达率为 200人/小时，8时乘客平均到达率为 1400人/小时. 从 8时至 18时乘客平均
到达率不变. 从 18时至 21时，乘客平均到达率线性减少，到 21时乘客平均到达率为 200人/小时. 假
定在不相重叠的时间间隔内到达车站的乘客数相互独立且服从泊松分布. 试求 12 时至 14 时恰有
1200名乘客到车站的概率与这两小时内平均到车站的乘客数.  
解  把早晨早晨 5时到晚上 21时平移记作 0时至 16时. 依题意，到达公共汽车站的乘客数 ( )N t

是非平稳的泊松过程，且强度系数 
200 400 , 0 3,

( ) 1400, 3 13,
1400 400( 13),13 16.

t t
t t

t t
λ

+ ≤ <⎧
⎪= ≤ <⎨
⎪ − − ≤ ≤⎩

 

由此可求 
9

7
[ (9) (7)] ( ) 2800E N N t dtλ− = =∫  

于是，由 (9) (7) (2800)N N π− ∼ 可求得 12时至 14时恰有 1200名乘客到车站的概率为 
1200

28002800( (9) (7) 1200)
1200!

P N N e−− = = . 

这两小时内平均到车站的乘客数 
9

7
[ (9) (7)] ( ) 2800E N N t dtλ− = =∫  

12  设 }0),({ ≥ttW 是参数为 2σ 的维纳过程 . 记随机过程 )()2()( tWtWtX −+= ，试求
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)4,1(XR ， )2,1(XR  

解   均值函数 0)( =tWµ ， ),min(),(),( 2 tstsCtsR WW σ== . 

[ ] [ ][ ]{ })()2()()2()()(),( tWtWsWsWEtXsXEtsRX −+−+==  
[ ] [ ])2()()2()2( +−++= tWsWEtWsWE  
[ ] [ ])()()()2( tWsWEtWsWE ++−  

),(),2()2,()2,2( tsRtsRtsRtsR WWWW ++−+−++=  

)),min(),2min()2,min()2,2(min(2 tstststs ++−+−++=σ ， 
则 

0))4,1min()4,3min()6,1min()6,3(min()4,1( 2 =+−−=σXR ， 

)2,1(XR 22 ))2,1min()2,3min()4,1min()4,3(min( σσ =+−−= .  

13  设 }0),({ ≥ttW 是以 2σ 为参数的维纳过程，求下列过程的协方差函数： 
(1) ,)( AttW + （ A为常数）； 
(2) XXttW ,)( + 为与 }0),({ ≥ttW 相互独立的标准正态随机变量； 

(3) aataW ),/( 2
为正常数． 

解   均值函数 0)( =tWµ ， ),min(),(),( 2 tstsCtsR WW σ== 。 
（1） 设 ,)()( AttWtX += ，则 

[ ] [ ] AtAttWEtXEtX =+== )()()(µ ， 

[ ][ ]{ })()()()(),( ttXssXEtsC XXX µµ −−=  [ ] ),min(),()()( 2 tstsRtWsWE W σ=== ； 
（2） 设 ,)()( XttWtY += ，则 

[ ] [ ] 0)()()()( =+== XtEtWEtYEtYµ ， 
[ ][ ]{ })()()()(),( ttYssYEtsC YYY µµ −−= [ ][ ]})()({ XttWXssWE ++=  

[ ] [ ] [ ] )()()()()( 2XstEsXWtEtXWsEtWsWE +++=  

[ ] [ ] )()()()()(),( 2XstEsWEXtEtWEXsEtsRW +++=  

stts += ),min(2σ ； 

（3）设 )/()( 2ataWtZ = ，则 [ ] 0)()( == tZEtZµ ， 

[ ] [ ]{ }( , ) ( ) ( ) ( ) ( )Z Z ZC s t E Z s s Z t tµ µ= − −  

),()()( 22
2

22
2

a
t

a
sRa

a
tW

a
sWEa W=⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡=  

),min(2 tsσ= .  
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第 11章  马尔可夫链  

11.1.从数 1，2，3，4，5，6的六个数字中等可能地取出一数，去后还原，如此不断地连续取下
去，如在前 n次中所取得的最大数 j，则称质点在第 n步时的位置在状态 j，试问（1）这样的质点
运动是否构成马尔可夫链？是否是齐次的？（2）写出他的一部转移概率矩阵. 

解  （1）设 nX 为质点第 n 步时的状态，则 }1),({ ≥nnX 为一随机过程，其状态空间

{ }6,5,4,3,2,1=I ．易见 ≤≤ 21 XX ，且 nX 的值由 1−nX 与第 n 次取的数确定，而与

221 −nXXX ，，， 无关，即 

{ }
{ }11

1111

|
|

−−

−−

===
===

nnnn

nnnn

iXiXP
iXiXiXP ，，

 

所以这样的质点运动构成马尔可夫链，而且是齐次的，因为： 
{ }imjnmji aXaXPnp === + |)(,  

   （2）当 i j< 时，
1
6ijp = ；当 i j= 时，

6ij
ip = ；当 i j> 时， 0ijp = . 所以它的一步转移概率

矩阵为 

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

100000
6
1

6
50000

6
1

6
1

6
4000

6
1

6
1

6
1

6
300

6
1

6
1

6
1

6
1

6
20

6
1

6
1

6
1

6
1

6
1

6
1

P . 

11.2  设坛子中有 r只红球， t只白球，每次从袋中任取一只球，观察其颜色后放回，并再次放
入 a只与所取的那只球同色的球，如此不断地取放，令 inX =)( 表示在第 n次取放后坛子有 i只红
球，试问 }1),({ ≥nnX 是否为齐次马尔可夫链？为什么？ 
解  注意到 ( 1)X n j+ = ，即第 1n + 次取放后坛子中有 j只红球，只与第 n次取放后坛子中的

红球输有关，也就是仅与 inX =)( 有关，而与以前若干次取方无关，即 }1),({ ≥nnX 是马尔可夫链，

但注意 inX =)( 时 ( 1)X n j+ = 的条件概率为： 

, ,
( ) { ( 1) | ( ) }

1 , .
ij

i j i a
r t nap n P X n j X n i

i j i
r t na

⎧ = +⎪⎪ + += + = = = ⎨
⎪ − =
⎪ + +⎩

 

显然，转移概率 ( )ijp n 与绝对时间 n有关，因而 ( )X n 不是齐次的，即此链 }1),({ ≥nnX 是非齐次

马尔可夫链. 
11.3  一个质点在圆周上作随机游动，圆周上共有 N 格，质点以概率 p顺时针游动一格，以概

率 pq −=1 逆时针游动一格. 试用马氏链描述游动过程，并确定状态空间及一步转移概率矩阵.  
解 设质点顺时针游动一格记为１，逆时针游动一格记为 1− ,设 ,,,,,1 210 nXXXX = 是相互
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独立且都以概率 )10( << pp 取值 1，以概率 pq −= 1 取值 1− 的随机变量序列．则 ∑
=

=
n

k
kn XS

0

为

质点 n时刻所处的位置， nS 的状态空间 { }NI ,,2,1= （当 NSn >|| 时，令 nS 为 nS 除以 N的余

数）．对任意 Iiiin n ∈> ,,,,1 21 ，有 

{ }
{ }
{ }11

1

1111

|

|

−−

−

−−

===
−==

===

nnnn

nnn

nnnn

iXiXP
iiXP

iSiSiSP ，，

 

故{ }1, ≥nSn 是一个马氏链，且由 

pXPpXP nn ==−=−= }1{,1}1{  

马氏链{ }1, ≥nSn 的一步转移概率矩阵为 

NNqp

q

pq
pq

p

P

×
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

00000

0
0

0
0
0

0
0
0

00
00
000

． 

11.4  设一随机系统状态空间 }4,3,2,1{=I ，记录观测系统所处状态空间：4，2，3，1，4，3，
1，1，2，3，2，1，2，3，4，4，3，3，1，1，1，3，3，2，1，2，2，4，4，4，2，3，3，2，1，
1，2，3，4，1. 若该系统可用马氏链描述，描述其转移概率矩阵.  
解  设 nX 为第 )40,21( ，，n 个时段系统所处的状态，它是一个齐次马氏链，状态空间

}4,3,2,1{=I ．39次状态转移的情况是： 
１→１ ４次  １→２ ４次  １→３ １次  １→４ １次 
２→１ ３次  ２→２ １次  ２→３ ５次  ２→４ １次 
３→１ ３次  ３→２ ３次  ３→３ ３次  ３→４ ２次 
４→１ １次  ４→２ ２次  ４→３ ２次  ４→４ ３次 

因此，一步转移概率矩阵可用频率近似地表示为： 

⎟⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

8
3

8
2

8
2

8
1

11
2

11
3

11
3

11
3

10
1

10
5

10
1

10
3

10
1

10
1

10
4

10
4

P ． 

11.5  设服务系统由一个服务员和只可以容纳两个人的等候室依次排队．假定一个需要服务的
顾客到达系统时发现系统内已有 3个顾客（一个正在
接受服务，两个在等候室排队），则该顾客即离去．设

时间间隔 t∆ 内将有一个顾客进入系统的概率为 q，
有一原来被服务的顾客离开系统（即服务完毕）的概

率为 p．又设当 t∆ 充分小时，在这时间间隔内多于
一个顾客进入或离开系统实际上是不可能的．再设有

无顾客来到与服务是否完毕是相互独立的．试用马氏链描述这个服务系统，并求其一步转移概率矩

阵． 
解 设 )( tnXX n ∆= 表示时刻 n t∆ 时系统内顾客数，即系统的状态。{ },2,1,0=nX n， 是一

随机过程，状态空间 I={ }3,2,1,0 ，而且仿照例 1、例 2的分析，可知它是一个齐次马氏链．下面
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 94

来计算此马氏链的一步转移概率． 
P 00—在系统内没有顾客的条件下，经 t∆ 后仍没有顾客的概率（此处是条件概率，以下同），

p 00＝1－q. 

p 01—系统内没有顾客的条件下，经 t∆ 后有一顾客进入系统的概率，p 01＝q. 

p 10—系统内恰有一顾客正在接受服务的条件下，经 t∆ 后系统内无人的概率，它等于在 t∆ 间
隔内顾客因服务完毕而离去，且无人进入系统的概率，p 10＝p(1-q)．— 

p 11—系统内恰有一顾客的条件下，在 t∆ 间隔内，他因服务完毕而离去，而另一顾客进入系统，
或者正在接受服务的顾客将继续要求服务，且无人进入系统的概率， 

p 11＝pq+(1－p)(1－q). 
p 12—正在接受服务的顾客继续要求服务，且另一顾客进入系统的概率，p 12＝q（1－p）. 
p 13—正在接受服务的顾客继续要求服务，且在 t∆ 间隔内有两个顾客进入系统的概率。由假设，

后者实际上是不可能发生的，p 13＝0．类似地，有 

p 21＝p 32＝p(1－q)，p 22＝pq+(1－p)(1－q)，p 23＝q(1－p)，p ij＝0，(|i－j|≥ 2)． 

p 33—或者一人将离去且另一人进入系统，或者无人离开系统的概率， 

p 33＝pq＋(1－p)． 
于是该马氏链的一步转移概率矩阵为 

( )
( ) ( )( ) ( )

( ) ( )( ) ( )
( ) ( )⎟

⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−+−
−−−+−

−−−+−
−

=

ppqqp
pqqppqqp

pqqppqqp
qq

P

1100
11110

01111
001

． 

11.6  设任意相继的两天中，雨天转晴天的概率为 3
1，晴天转雨天的概率为 2

1 ，任一天晴或雨是

互为逆事件．以 0表示晴天状态，以 1表示雨天状态， nX 表示第n天的状态（0或 1）． 

(1) 写出马氏链 }1,{ ≥nX n 的一步转移概率矩阵． 
(2) 若已知 5月 1日为晴天，试问 5月 3日为晴天，且 5月 5日为雨天的概率等于多少？ 
(3) 试求今天为晴天，而第四天（明天算第一天）为雨天的概率.  
解 (1) nX 的状态空间 { }0,1=I ，由题意知 

{ }

⎪
⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

==

==

==

==

==== −

．

，

，

，

1,1,
3
2

0,1,
3
1

1,0,
2
1

0,0,
2
1

| 1

ji

ji

ji

ji

iXjXPp nnij  

从而一步转移概率矩阵为 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

3
2

3
1

2
1

2
1

P  

(2) 因为 
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，

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

18
11

18
7

12
7

12
5

2P  

所以已知 5月 1日为晴天，5月 3日为晴天的概率为
12
5)2(00 =p ；已知 5月 3日为晴天，5月 5日

为雨天的概率等于
12
7)2(01 =p ，已知 5月 1日为晴天，5月 3日为晴天，且 5月 5日为雨天的概率 

{ }3 5 10, 1| 0P X X X= = =  { } { }3 1 5 3 10 | 0 1| 0, 0P X X P X X X= = = = = =  

{ } { }3 1 5 30 | 0 1| 0P X X P X X= = = = =  

00 01(2) (2)p p=
5 7 35

12 12 144
= ⋅ =  

(３) 因为 

4

173 259
432 432
259 389
648 648

P

⎡ ⎤
⎢ ⎥

= ⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

， 

所以今天为晴天，而第四天为雨天的概率为：
432
259)4(01 =p ． 

11.7  甲乙两人进行某种比赛，在每局比赛中甲获胜的概率为 p，乙获胜的概率为 q，平局的
概率为 r， 1=++ rqp .设每局比赛后，胜者得 1分，负者得 1− 分，平局得 0分. 当两人中有一人
得到 2分时比赛结束. 1, ≥nX n 表示比赛至第 n局时甲获得的分数，则 1, ≥nX n 是齐次马氏链.  

(1) 写出状态空间； 
(2) 求 2步转移概率矩阵； 
(3) 如果在甲获得 1分的条件下，试求最多再赛 2局可以结束比赛的概率.  
解 (1) 状态空间 { }2,1,0,1,2 −−=I ；. 

(2) 显然转移概率矩阵

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

10000
00

00
00
00001

prq
prq

prq
P ， 

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

++
+

++
=

10000
20

222
02
00001

22

222

22

2

prppqrqrq
pprpqrrqq

pprpqrrpq
P ． 

(3) 经二局结束比赛包括两种情形：甲得１分经二步转移至２分而结束比赛，或甲得１分经两步
转移至的－２分（乙得２分）而结束比赛．因此，有甲获得 1分的条件下，最多再赛 2局可以结束
比赛的概率： 

)1(0)(4145 rprppppp +=++=+= ． 
11.8  在一计算机系统中，每一循环具有误差的概率取决于先前一个循环是否有误差．以 0表示

误差状态，以 1表示无误差状态．设状态的一步转移概率矩阵为 



 

 96

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

2/13/2
3/23/1

1
0

1         0             

P
 

试说明相应齐次马氏链是遍历的，并求其极限分布（平稳分布）：（1）用定义解；（2）利用遍历性定
理解． 
解 （１）为了求 nP ，先把P相似对角化，即令 

0

3
1

3
2

3
2

3
1

=
−−

−−
=−

λ

λ
λ PI  

得 0123 2 =−− λλ ，故
3
1,1 21 −== λλ ．则 

对于 11 =λ ，由 111 ePe λ= ，得对应的特征向量为 ( )Te 1,11 = ，单位化，得

T

e ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
=

2
1,

2
1

1 ． 

对于
3
1

2 −=λ ，由 222 ePe λ= ，得对应的特征向量为 ( )Te 1,11 −= ，单位化，得

T

e ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
−=

2
1,

2
1

1 ． 

于是有对角阵

⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
=

2
1

2
1

2
1

2
1

U ，使得 

1 0
10
3

TU PU
⎛ ⎞
⎜ ⎟=
⎜ ⎟−
⎝ ⎠

， 

所以 

⎟⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−+−−

−−−+
=

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
−=

nn

nn

T
n

n UUP
)

3
1(

2
1

2
1)

3
1(

2
1

2
1

)
3
1(

2
1

2
1)

3
1(

2
1

2
1

)
3
1(0
01

 

故相应齐次马氏链是遍历的，其极限分布（平稳分布）为： 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

2
1,

2
1π  

 （２）根据遍历性定理，对 1=m ，有 
1,0,,0)1( => jiPij ． 

因此此马氏链是遍历的，且有极限分布 ( )21 πππ ，= ，满足方程组 Pππ = ，即 

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

=+

=+

=+

1
3
1

3
2

3
2

3
1

21

21

121

ππ

πππ

πππ
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解之得
2
1,

2
1

21 == ππ ． 

11.9  设齐次马氏链 }1),({ ≥nnX 的状态空间 }2,1,0{=I ，一步转移概率矩阵为 

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

2/12/10
03/23/1
6/13/12/1

P  

它的初始状态的概率分布为 

6
1}2)0({,

3
2}1)0({,

6
1}0)0({ ====== XPXPXP ， 

试求概率 }2)2(,0)1(,1)0({ === XXXP 及极限分布. 
解 （１） }2)2(,0)1(,1)0({ === XXXP  

＝ }0)1(|2)2({}1)0(|0)1({}1)0({ ===== XXPXXPXP  

＝
2 1 1 1
3 3 6 27
× × = ． 

    （２）因为 

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

==

4
1

12
7

6
1

18
1

9
5

18
7

6
1

36
17

36
13

)2( 2PP  

无零元，由遍历性定理知此齐次马氏链是遍历的，具有极限分布 ）（ 321 ππππ = ，满足 

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

=++

=+

=++

=+

1
2
1

6
1

2
1

3
2

3
1

3
1

2
1

321

331

2321

121

πππ

πππ

ππππ

πππ

 

解之得 

17
2,

17
9,

17
6

321 === πππ ． 

11.10  设齐次马氏链的一步转移概率矩阵为 
0

0 , 1 ,0 1.
0

q p
q p q p p

q p

⎡ ⎤
⎢ ⎥= = − < <⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

P  

试证明此链具有遍历性，并求其平稳分布． 
解 因为 2=m ，有 

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

+

+
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
==

22

22

22

2

0
0

0

0
0

0
)2(

ppqpqq
ppqq
ppqpqq

pq
pq

pq

pq
pq

pq
PP ， 

因为 3,2,1,,0)2( => jipij ．所以由遍历性定理知此齐次马氏链是遍历的，具有极限分布

）（ 321 ππππ = ，满足 
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⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

=++
=+
=+
=+

1321

332

231

121

πππ
πππ
πππ
πππ

pp
qp
qq

 

解之得 

qp
p

qp
pq

qp
q

+
=

+
=

+
= 2

2

3222

2

1 ,, πππ ． 

11.11  设马氏链的一步转移概率矩阵为 
1 0 0
0 1/ 3 2 / 3
0 2 / 3 1/ 3

⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

P  

试证明此链不是遍历的． 

解 由第八题， ∞→

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

→ nP n ,

2
1

2
10

2
1

2
10

001
 

所以此马氏链不是遍历的． 
11.12  某金融机构为保证现金充分支付,设立一笔总额$540 万的基金,分开放置在位于 A城和 B

城的两个公司,基金在平时可以使用,但每周末结算时必须确保总额仍为$540 万.经过相当一段时期

业务情况,发现每过一周,各公司的支付基金在流通过程中多数还是留在自己公司内,而 A 城公司有

10％支付基金流动到 B 城公司，B 城公司则有 12％支付基金流动到 A 城公司.此时,A 城公司基金额

为$260 万,B城公司基金额$280 万.按此规律,两公司支付基金数额变化趋势如何?如果金融专家认为

每个公司的支付基金不能少于$220万,那么是否在什么时间需要将基金作专门调动来避免这种情形? 

解 不需要，因为：由题意，A城和 B城的两个公司的支付基金的转移概率矩阵为： 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

88.012.0
1.09.0

P ． 

根据遍历性定理，对 1=m ，有 
BAjiPij ,,,0)1( => ． 

因此马氏链是遍历的，且有极限分布 ( )21 πππ ，= ，满足方程组 Pππ = ，即 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=+
=+
=+

1
88.01.0
12.09.0

21

221

121

ππ
πππ
πππ

 

解之得
11
5,

11
6

21 == ππ ．所以 A城和 B城两个公司的支付基金的稳定状态转移概率矩阵为： 

⎟⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

11
5

11
6

11
5

11
6

P ． 

所以最终 A 城公司基金额为： 220269
11
5280

11
6260 >≈⋅+⋅ （单位为万）,B 城公司基金额
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220271
11
6280

11
5260 >≈⋅+⋅ （单位万）．故不需要将基金作专门调动． 

11.13  公司 A、B、C是某地区三家主要灭虫机厂商. 根据以往资料得知，公司 A、B、C产品
的市场占有率分别为 50%、30%、20%. 由于 C公司实行了改善销售与服务方针的经营管理策略，使
其产品销售额逐期稳定上升，而 A 公司却下降. 通过市场调查发现三公司间的顾客流动情况如下表
所示. 

三公司间的顾客流动情况 
周期 1的供应公司 

公司 周期0的顾客数
A B C 

A 5000 3500 500 1000 
B 3000 300 2400 300 
C 2000 100 100 1800 

周期 2的顾客数 10000 3900 3000 3100 
其中产品销售周期是季度，现在的问题是按目前的趋势发展下去，A 公司的产品销售各或客户转移
的影响严重到什么程度？更全面的，三公司的产品市场占有率将如何变化? 
解 公司 A、B、C的顾客转移概率矩阵为 

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

9.005.005.0
1.08.01.0
2.01.07.0

P ， 

设极限分布 ）（ 321 ππππ = ，满足 
 

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

=++
=++
=++
=++

1
9.01.02.0

05.08.01.0
05.01.07.0

321

3321

2321

121

πππ
ππππ
ππππ
ππππ ３

 

解之得 
5882.0,2353.0,1765.0 321 === πππ ． 

故 A、B公司市场占有率逐期下降，C公司市场占有率逐期上升．A、B、C公司市场占有率最
终分别达到 17.65%、23.53%、58.52%． 
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第 12 章  平稳随机过程 

12.1  设随机序列{ ( ) sin , }X t Ut t T= ∈ ，其中 {0,1,2,3, }, ~ (0,2 )T U U π= ，试讨论此随机

序列的平稳性.  
解  根据已知条件随机变量U 的密度函数 

1 , 0 2 ;
( ) 2

0, .

x
f x

π
π

⎧ < <⎪= ⎨
⎪⎩ 其它

 

又因为 
22 2 2

0

1[ ( )] [(sin ) ] (sin ) 1;
2

E X t E Ut ut du
π

π
= = ⋅ <∫  

2

0

1 1[ ( )] [sin ] sin (1 cos2 )
2 2

E X t E Ut ut du t
t

π
π

π π
= = ⋅ = −∫ ; 

( , ) [ ( ) ( )]XR t t E X t X tτ τ+ = +  
2

0

1sin sin ( )
2

ut u t du
π

τ
π

= ⋅ + ⋅∫  

1 sin 2(2 ) sin 2[ ]
4 2

t
t

τ π πτ
π τ τ

+
= − −

+
. 

所以随机序列 ( )X t 是宽平稳的随机过程. 

12.2  设随机过程 )()1)(0()( tNXtX −= ，其中 

2
1}2)0({}2)0({ ===−= XPXP ， 

}0),({ ≥ttN 是强度为λ的泊松过程，且 )(tN 与 )0(X 相互独立，试讨论随机过程 }0),({ ≥ttX 的

平稳性.  

解  由题设
2
1}2)0({}2)0({ ===−= XPXP . 那么 

2 2 2 21 1[ ( )] [ (0)] 2 ( 2) 4
2 2

E X t E X= = × + − × = < +∞； 

1 1[ ( )] [ (0)] 2 ( 2) 0
2 2

E X t E X= = × + − × =  

现在来计算 )]()([ τ+tXtXE . 

先设 0>τ ,我们注意,如果 ( )X t 在 ),( τ+tt 内变号偶数次,则 )(tX 和 )( τ+tX 必同号且乘积为
22 ;如果变号奇数次,则乘积为 22− .因为事件

2{ ( ) ( ) 2 }X t X t τ+ = 的概率为 

0 0
( ( ) ( ) 4) ( ( ) ( ) 2 )

k k
P X t X t P N t N t kτ τ

∞ ∞

= =

+ = = + − =∑ ∑  

2

0

( )
(2 )!

k
k

k
e

k
λλτ∞

−

=

= ∑ . 

而事件{ ( ) ( ) 4}X t X t τ+ = − 的概率为 

0 0
( ( ) ( ) 4) ( ( ) ( ) 2 1)

k k
P X t X t P N t N t kτ τ

∞ ∞

= =

+ = − = + − = +∑ ∑  
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2

0

( )
(2 1)!

k
k

k
e

k
λλτ∞

−

=

=
+∑ . 

于是 
2 2 1

2

0 0

( ) ( )[ ( ) ( )] 4( ) 4
(2 )! (2 1)!

k k

k k

E X t X t e e e
k k

λτ λτ λτλτ λττ
+∞ ∞

− − −

= =

+ = − =
+∑ ∑  

注意,上述结果与 t无关,故若 0<τ 时,只需令 τ+=′ tt  τ ,则有 
2 2[ ( ) ( )] [ ( ) ( )] 4 .E X t X t E X t X t e λττ τ −′ ′+ = − =  

故这一过程的自相关函数为 
2( ) [ ( ) ( )] 4XR E X t X t e λ ττ τ −= + = , 

它只与 τ有关.因此随机过程 ( )X t 是一平稳过程.  
12.3  设 }0),({ ≥ttN 是强度为λ的泊松过程，试讨论随机过程 ( 1) ( ), 0N t N t t+ − ≥ 的平稳性.  
解  令 ( ) ( 1) ( )Y t N t N t= + − ，由于 

[ ( )] [ ( 1) ( )] [ ( 1) ( )]E Y t E N t N t E N t N t= + − = + −  
( 1)t tλ λ λ= + − =  

2 2[ ( )] [( ( 1) ( )) ]E Y t E N t N t= + −  
2 2[ ( 1) ( ) 2 ( 1) ( )]E N t N t N t N t= + + − +  

(0) (0) 2 (1)N N NR R R= + −  
2 2 2 2 2[ ( 1) ( 1)] [ ] 2[ ( 1) ]t t t t t t tλ λ λ λ λ λ= + + + + + − + +  

2λ λ= + < +∞  

1 2 1 1 2 2( , ) {[ ( 1) ( )][ ( 1) ( )]}YR t t E N t N t N t N t= + − + −  

1 2 1 2[ ( 1) ( 1)] [ ( 1) ( )]E N t N t E N t N t= + + − +   

1 2 1 2[ ( ) ( 1)] [ ( ) ( )]E N t N t E N t N t− + +  
2

1 2 1 2( 1)( 1) min{ 1, 1}t t t tλ λ= + + + + + 2
1 2( 1)( )t tλ− +  

1 2min{ 1, }t tλ− + 2
1 2( )( 1)t tλ− + 1 2min{ , 1}t tλ− +  

2
1 2 1 2( ) min{ , }t t t tλ λ+ +  

2
1 2 1 2min{ 1, 1} min{ 1, }t t t tλ λ λ= + + + − +  

1 2 1 2min{ , 1} min{ , }t t t tλ λ− + +  
2

2 12

(1 | |),            | | 1,  
        

  ,                             | | 1.
t t

λ λ τ τ
τ

λ τ
⎧ + − ≤

= = −⎨
>⎩

. 

所以，随机过程 ( 1) ( )N t N t+ − 是平稳过程. 
12.4  设 )(tX 是平稳过程， )( 0tXY = 是随机变量，问 YtXtZ += )()( 是否仍然是平稳过程？ 
解  因 }),({ +∞<<−∞ ttX 是一个平稳过程，故有 

[ ( )] XE X t µ= , )(),( ττ XX RttR =+  

即 [ ( )]E X t ， ( , )XR t t τ+ 是与 t无关的常数.  
又因为 

0[ ( )] [ ( )] [ ( )] 2 XE Z t E X t E X t µ= + =  

0 0( , ) {[ ( ) ( )][ ( ) ( )]}YR t t E X t X t X t X tτ τ+ = + + +  

0 0 0 0[ ( ) ( )] [ ( ) ( )] [ ( ) ( )] [ ( ) ( )]E X t X t E X t X t E X t X t E X t X tτ τ= + + + + +  

0 0( ) ( ) ( ) (0)X X X XR R t t R t t Rτ τ= + + − + − +  
所以 ( ) ( )Z t X t Y= + 不是平稳过程.  
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12.5  设随机过程 )},(),cos()({ +∞−∞∈+= ttAtX Θω ，其中 Θω,,A 为相互独立的随机变量，

且 4)(,2)( == ADAE ， ),(~),5,5(~ ππΘω −− UU ，讨论 )(tX 的平稳性、均值函数的遍历性和

自相关函数的遍历性.  
解 由于 

 [ ( )] [ cos( )] 2 [cos( )]E X t E A t E tω ω= +Θ = +Θ  
5

5

1 12 ( cos( ) ) 0
10 2

ut v dv du
π

π π− −
= ⋅ + =∫ ∫ ; 

2 2 2 2[ ( )] [ cos ( )] 4 [cos ( )]E X t E A t E tω ω= +Θ = +Θ  
5 2

5

1 14 ( cos ( ) ) 2
10 2

ut v dv du
π

π π− −
= ⋅ + =∫ ∫ ; 

2( , ) { cos( ) cos[ ( ) ]}XR t t E A t tτ ω ω τ+ = +Θ + +Θ  
5

5

1 14 cos( )cos[ ( ) ]
10 2

ut v u t dv du
π

π
τ ν

π− −

⎛ ⎞= ⋅ + + +⎜ ⎟
⎝ ⎠∫ ∫  

2sin 5
5

τ
τ

= . 

所以随机过程 )(tX 是平稳过程. 
又因为 

1 1( ) lim ( ) lim cos( )
2 2

T T

T TT T
X t X t dt A t dt

T T
ω

− −→+∞ →+∞
< >= = +Θ∫ ∫  

Acos sinTlim =0
TT

ω
ω→+∞

Θ
=  

1( ) ( ) lim ( ) ( )
2

T

TT
X t X t X t X t dt

T
τ τ

−→+∞
< + >= +∫  

21lim cos( )cos( ( ) )
2

T

TT
A t t dt

T
ω ω τ

−→+∞
= +Θ + +Θ∫  

2 cos
2

A τω
=  

因此，均值函数是各态历经性的，而自相关函数不具有历经性. 
12.6  设平稳过程 }),({ +∞<<−∞ ttX 的均值 0)( =tXµ ，自相关函数 

)0(|)|1()( || >+= − bbAeR b
X ττ τ  

其中 bA, 为常数，试问 )(tX 的均值是否具有遍历性? 
解  由于 

2 2

0
(1 )[ ( ) ]

2
T

X XR d
T
τ τ µ τ− −∫

2 | |

0
(1 ) (1 | |)

2
T bAe b d

T
ττ τ τ−= − +∫  

2

2 2

3 4 (3 2 )
2 2

bbT e bA
b T b T

τ τ−⎡ ⎤− +
= − +⎢ ⎥

⎣ ⎦
. 

2 2

0

1lim (1 )[ ( ) ]
2 2

T

X XT
R d

T T
τ τ µ τ

→+∞
− −∫  

2

2 2

3 4 (3 2 )lim 0
2 2 2

b

T

A bT e b
T b T b T

τ τ−

→+∞

⎡ ⎤− +
= − + =⎢ ⎥

⎣ ⎦
 

因此，均值函数具有各态历经性. 
12.7 证明：随机相位周期过程是各态历经的． 
证   设周期为 0T  



 

 103

0

0
0

1[ ( )] [ ( )] ( )
T

E X t E s t s t d
T

θ= +Θ = +Θ∫
 

0 0

0
0

1 1( ) ( )
t T T

t
s d s d

T T
ϕ ϕ ϕ ϕ

+
= =∫ ∫  

而 

0

0
0

1 2lim ( )
2

T

T

T s t dt
T T

θ
→+∞

⎡ ⎤
+⎢ ⎥

⎣ ⎦
∫  

0

0
0

1lim ( )
T

T
s t dt

T
θ

→+∞
= +∫

0

0
0

1( )
T

s t dt
T

θ= +∫
 

0

0

1 ( ) [ ( )]
T

s d E X t
T

θ

θ
ϕ ϕ

+
= =∫  

由周期性得 

1( ) lim ( )
2

T

TT
x t s t dt

T
θ

−→+∞
< >= +∫

 

[ ]0

0
0

1 2lim ( ) ( )
2

T

T

T s t dt E X t
T T

θ
→+∞

= ⋅ + =∫  

[ ]( , ) ( ) ( )XR t t E s t s tτ τ+ = +Θ + +Θ
 

0

0
0

1( ) ( )
T

s t s t d
T

θ τ θ θ= + + +∫  

0

0

1 ( ) ( ) ( )
t T

Xt
s s d R

T
ϕ ϕ τ ϕ τ

+
= + =∫  

注意到周期性 

   
1( ) ( ) lim ( ) ( )

2
T

TT
X t X t s t s t dt

T
τ θ θ τ

−→+∞
< + >= + + +∫  

0

0
0

1 2lim ( ) ( )
2

T

T

T s t s t dt
T T

θ θ τ
→+∞

= + + +∫  

0 0

0
0 0

1 1lim ( ) ( ) ( ) ( )
T T

T
s s d s s d

T T
θ

θ
ϕ ϕ τ ϕ ϕ ϕ τ ϕ

+

→+∞
+ = +∫ ∫  

根据各态历经性的定义知：随机相位周期过程是各态历经

的.  
12.8  设 )(tX 是一随机相位周期过程，图12－1表示它

的一个样本函数 )(tx ，其中周期T 和波幅 A都是常数，而
相位 0t 是在 ),0( T 上服从均匀分布的随机变量． 

（1）求 2, XX Ψµ 和
2
Xσ ； 

（2）求 >< )(tx 和 >< )(2 tx ． 
解 由图像得出 

8
0 0 0 8

8
0 0 04 8 4

0 04

( ) , ,
( ) ( ) , ,

0 , .

A T
T
A T T T

T
T

t t t t t
X t t t t t t

t t t T

− ≤ < +⎧
⎪= − − − + < < +⎨
⎪ + < < +⎩

 

令 0 0, ( ) ( )t t u x t s t t− = = − ,于是 

[ ] 0 00

1( ) ( )
T

X E X t s t t dt
T

µ = = −∫  

 
第 12.8题图 



 

 104

1 1( ) ( )
t T t

t t T
s u du s u du

T T
−

−
= − =∫ ∫

 

0

1 ( )
T

s u du
T

= ∫ 8 4
0

8

1 8 8
4

T T

T
A A Tudu u du

T T T
⎡ ⎤⎛ ⎞= + − −⎢ ⎥⎜ ⎟

⎝ ⎠⎣ ⎦
∫ ∫

 

8
A

= . 

2 2
0 00

1( ) ( ) ( )
T

X E X t s t t s t t dt
T

⎡ ⎤Ψ = = − −⎣ ⎦ ∫ 0

1 ( ) ( )
T

s u s u du
T

= ∫  

22
8 4

0
8

1 8 8
4

T T

T
A A Tu du u du

T T T

⎡ ⎤⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + − −⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦⎢ ⎥⎣ ⎦
∫ ∫

 
2

.
12
A

=  

从而 

2
22

222

192
13

812
AAA

XXX =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−=−Ψ= µσ  

1

11 1

1
00

1 1

21 1( ) lim lim ( )
2 2

T T

TT T

TX t Sdt s t t dt
T T T−→∞ →∞

= = −∫ ∫  

0 0

0 0
0

1 1( ) ( )
t T t T

t t
s t t dt s u du

T T
+ +

= − =∫ ∫
 

8
)(1

0

Aduus
T

T
== ∫  

1

11

2 2
0

1

1( ) lim ( )
2

T

TT
X t s t t dt

T −→∞
= −∫

1

21
00

1

21lim ( )
2

T

T

T s t t dt
T T→∞

= −∫  

0

0

2
21 ( )

12
t T

t

As u du
T

+
= =∫  

12.9  设 )(tX 为平稳过程，其自相关函数 )(τXR 是以 0T 为周期的函数，证明： )(tX 是周期为 0T
的平稳过程． 
证  因平稳过程 )(tX 的其自相关函数 )( 0τXR 是以 0T 为周期的函数，故有 

)()( 000 TRR XX += ττ  

有 平 稳 性 ， 0)]()([ 0 =+− TtXtXE ， 又 由 方 差 性 质 ， 条 件 1)}()({ 0 ==+ tXTtXP 与

0)]()([ 2
0 ==+ tXTtXE 等价，而 

2
0[ ( ) ( )]E X t T X t+ =

 
2 2

0 0[ ( )] 2 [ ( ) ( )] [ ( )]E X t T E X t T X t E X t= + − + +  

0(0) 2 ( ) (0)X X XR R T R= − + ( ( )  )X t因为 为平稳过程
 

0)0(2)0(2 =−= XX RR  

因此 )(tX 是周期为 0T 的平稳过程.  
12.10  已知平稳过程 )(tX 的谱密度为 

910
4)( 24

2

++
+

=
ωω

ωωXS ， 

求 )(tX 的均方值． 
解  由于 
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2

4 2

1 4( )
2 10 9

i
XR e dωτωτ ω

π ω ω
+∞

−∞

+
= ⋅

+ +∫  

2

2 2

1 4
2 ( 1)( 9)

ie dωτω ω
π ω ω

+∞

−∞

+
= ⋅

+ +∫  

2 2
| | | |

2 2 2 2

1 4 42 Res , Res ,3
2 ( 1)( 9) ( 1)( 9)

i ii e i e iωτ ω τω ωπ
π ω ω ω ω

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ +
= ⋅ ⋅ + ⋅⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟+ + + +⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

 

| | 3| |3 5( )
16 48

i e e
i i

τ τ− −= + 31 5(3 ),
16 3

e eτ τ− −= +  

均方值为
2 7(0) .

24X XRΨ = =  

12.11  已知平稳过程 }),({ +∞<<−∞ ttX 相关函数为 

⎩
⎨
⎧

>
≤−

=
.1||                ,0
,1||           |,|1

)(
τ
ττ

τXR  

求随机过程 )(tX 的谱密度 )(ωXS ． 
解  根据平稳过程相关函数的谱分解定理 

1

0
( ) ( ) 2 (1 )cosi

X XS R e d dωτω τ τ τ ωτ τ
+∞ −

−∞
= = −∫ ∫  

1

2 2
0

2cos 2(1 cos )ωτ ωτ
ω ω

−
= − =  

12.12  设随机过程 }),({ TttX ∈ 的自相关函数为
2

0 )(22)( τωστ −= eRX ，其中 0
2 ,ωσ 均为常数，

试求随机过程 )(tX 的谱密度 )(ωXS . 
解  根据平稳过程相关函数的谱分解定理 

2 2
02( ) ( ) i i

X XS R e d a e e dω τωτ ωτω τ τ τ
+∞ +∞ −− −

−∞ −∞
= =∫ ∫  

2 2
0

0 0

2 ( ) ( )
2 2

02 0
0

2 ( )
ia e e d

ω ωω τ
ω ω ω τ

ω

− − ++∞
= ∫  

2

0

2 ( )
2

0

a e
ω
ωπ

ω

−

= . 


