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概率论与数理统计部分教学目标 
系统回顾以微积分、线性代数为基础的概率论与数理统计的基础知识。 

 
 
教材与参考书目 

Casella, G. and Berger, R. L., Statistical Inference (2nd edition), Wadsworth, 2001. （影印版，
机械工业出版社，2002） 
茆诗松等，概率论与数理统计教程，高等教育出版社，2004。 
茆诗松等，高等数理统计，高等教育出版社，1998。 

 
 
课程安排： 

概率论部分四次，数理统计部分四次。 
1．第一章 概率；第二章 随机变量 
2．第三章 随机向量 
3．第四章 数字特征 
4．第五章 特征函数；第六章 概率极限定理 
 
5．第七章 样本与统计量 
6．第八章 参数估计（点估计） 
7．第八章 参数估计（区间估计）；第九章 假设检验 （基本概念） 
8．第九章 假设检验 
 

 
考核方式： 

平时作业 （30％） 考试（70％） 
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第一章  概 率 
 
随机现象 
l 特点： 

a) 可能结果不止一个； 
b) 究竟出现哪个结果，事先无法预知，视机会而定。 
 

l 有规律可循，其规律称为“统计规律”。不同随机现象的统计规律有共性。 
 
概率论 
l 起源于赌博，17世纪 Pascal 、Fermat、Huygens等人的研究。 
l 是研究随机现象中的统计规律的一门学科。提供了一套用于对总体、随机现象建模
的工具。是统计学的基础。 

 
 
 
 

§1.1 概率的公理化定义 
 

1. 基本概念 
概率论建立于集合论的基础之上。 

 
随机试验(Random Experiment) 
在一定条件下（自然条件或实验条件），对某种随机现象进行的一次观测，称为一

次随机试验。基本特点是：所有可能的观测结果事先已知，但一次试验中究竟观测到哪

一个具体结果，事先无法预知，视机会而定。 
 
基本概念 概率论的含义 集合论的语言 
样本点 一项随机试验可能出现的基本结

果 
元素，常用 s, ω 等符号表示 

样本空间 所有基本结果的集合 全集，我们用 S 表示，文献
中也常用 Ω 表示 

随机事件 对试验结果的判断或陈述 子集，常用 A，B，C等大写
字母表示 

基本事件 仅涉及单个基本结果的陈述 由一个元素构成的子集 
 
事件的发生、不发生： 

设试验的实际结果为 s，若 s A∈ ，则称事件 A发生；否则称 A不发生。 
 

S为必然事件，∅为不可能事件。 
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例 1.1 
1) 掷一枚硬币一次。 

可能的样本点为： 1s : 得正面， 2s : 得反面。样本空间为 1 2{ , }S s s= 。 

 
2) 从一批产品任取三个，检查是否合格。 

若关心每件产品是否合格，样本空间为 {( ), ( ), , ( )}S GGG GGB BBB= L ，包含

8个样本点； 

若只关心不合格产品数，则样本空间可取为 {0,1, 2, 3}S = 。 

 
3) 观察某天早上 7～8点间到达复旦车站的乘客数。 

S可取为非负整数集。 
 

4) 观察某只股票明天的收盘价。 

{ : (1 10%) (1 10%)}S s a s a= − ≤ ≤ + ，其中 a 为今天的收盘价，已知。 

 
注： 
l 样本空间的选取应根据研究目的而定，也往往需要考虑数学处理的方便程度。 
l 不同的随机现象可能用相同的样本空间去描述。 
 
 
事件的关系与运算 

 
u 包含： A B⊂ ，含义为“A发生则 B必发生”。 

u 相等： A B A B B A= ⇐⇒ ⊂ ⊂且 。 

u 交：A与 B同时发生，记作 { : }A B AB s s A s B= = ∈ ∈I 且 。 

u 并：A或 B发生，记作 { : }A B s s A s B= ∈ ∈U 或 。 

若 AB = ∅，称 A与 B不相容（互斥），此时 A BU  也记作 A B+ 。 
 

u 余：A的对立事件（A不发生）称为 A 的余，记作 { : }cA s s A= ∈ 。 

显然， ,c cAA A A S= ∅ + = 。 

u 差：A发生但 B不发生，记作 cA B AB− = 。 

cA S A= − 。 
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运算规则 

1) 交换律： ,A B B A AB BA= =U U 。 

2) 结合律： ( ) ( ), ( ) ( )A B C A B C AB C A BC= =U U U U 。 

3) 分配律： ( ) ( ) ( ), ( ) ( )( )A B C AC BC AB C A C B C= =U U U U U 。 

4) De Morgan 定律： ( ) , ( )c c c c c cA B A B AB A B= =U U . 

 
多个、可列个事件的交、并运算 

1 2 1 2
1 1

1 2 1 2
1 1

1 2
1 11 1

1 1

1 1 1 1

,

,

 , , ,

( ) ( )

De Morgan Th. ( ) , ( )

n

i n i
i i
n

i n i
i i

n n

i i i i
i ii i

i i
i i

c c c c
i i i i

i i i i

A A A A A A A

A A A A A A A

A A A A A A

A A AA

A A A A

∞

= =

∞

= =

∞ ∞

= == =

∞ ∞

= =

∞ ∞ ∞ ∞

= = = =

= =

= =

= =

=

= =

∑ ∑

L L

U ULU U UL

L U U

I I

U U

U U

I U U I

若 两两互斥，则记

分配律：

 

 
极限 

若 1 2A A⊂ ⊂ L，则记 
1

lim n nn n
A A

∞

→∞ =
= U ； 

若 1 2A A⊃ ⊃L，则记 
1

lim n nn n
A A

∞

→∞ =
= I 。 

 
 

2. 概率的 Kolmogorov公理化定义 
对于一个随机试验，如何合理地定量描述各事件发生的可能性大小，这是概率论的

基本任务。 
 

定义 1.1 （σ 域、事件域）设 S 是一个样本空间，F 为由 S 的某些子集构成的一个

非空集合类。若 F  满足下列三条性质： 

a) S ∈F ； 

b) 若 A∈F ，则 cA ∈F ； 

c) 若 1 2, ,A A L  是 F 中的可列个元素，则 1i iA∞
= ∈U F 。 

则称 F 为 S 上的一个 σ 域（事件域）。 
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例 1.2 

1) 1 2{ , , , },nS s s s= L F 是 S 的所有子集组成的集合类，则它是一个σ 域。 

2) ¡上的 Borel 域 B¡  ：包含了所有形如 ( , ]a−∞  的区间的最小σ 域，a ∈¡； 

k¡ 上的 Borel 域 kB
¡
：包含了所有形如 1 2( , ] ( , ] ( , ]ka a a−∞ × −∞ × × −∞L  的区域的

最小σ 域， 1 2( , , , ) k
ka a a ∈L ¡ 。 

 
 

定义 1.2 （概率）对于一个给定的样本空间 S 及 S 上的一个事件域 F，定义在 F 上

的实值函数 ( )P ⋅  若满足下列三条公理： 

a) （非负性） ( ) 0,P A A≥ ∀ ∈F ； 

b) （规范性） ( ) 1P S = ； 

c) （可列可加性）若 1 2, ,A A L  是 F  中的可列个互不相容的事件，则  

1 1
( ) ( )i ii i

P A P A∞ ∞

= =
=∑ ∑ 。 

则称 ( )P ⋅  是 ( , )S F  上的一个概率（函数），称 ( , , )S PF  是一个概率空间。 

 
注： 
l Kolmogorov 公理化定义只是明确了作为概率的数学模型应该满足的基本条件，并
不涉及对概率的解释，也不涉及如何确定具体事件的概率值。 

 
 
3. 概率的基本性质 

 (1) ( ) 0P ∅ = 。 

 (2) （有限可加性）设 , 1, ,iA i n∈ = LF  且两两互斥，则 
1 1

( ) ( )n n
i ii i

P A P A
= =

=∑ ∑ 。 

 (3) , i) ( ) 1 ( ); ii) ( ) 1cA P A P A P A∀ ∈ = − ≤F 。 

 (4) 若 A B⊂ ，则 ( ) ( )P A P B≤ 。 

 (5) （减法公式） ( ) ( ) ( ) ( )cP B A P BA P B P BA− = = − 。 

 (6) （加法公式） 
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1

11 1

( ) ( ) ( ) ( );
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( );

( ) ( ) ( ) ( ) ( 1) ( ).
n nn

n
i i i j i j k i

i i j i j ki i

P A B P A P B P AB
P A B C P A P B P C P AB P AC P BC P ABC

P A P A P A A P A A A P A−

= < < <= =

= + −
= + + − − − +

= − + + + −∑ ∑ ∑

U
U U

LU I
 

 

(7) （次可列可加性、Boole 不等式） 
11

( ) ( )i i
ii

P A P A
∞ ∞

==

≤ ∑U 。 

（Bonferroni 不等式） 
11

( ) ( ) ( 1)
n n

i i
ii

P A P A n
==

≥ − −∑I 。 

(8) 可列可加 ⇐⇒  有限可加 + ∅上连续 ⇐⇒有限可加 + 下连续。 
 
 
4. 确定概率的例子 

(1) 有限样本空间。 

设  1 2{ , , , }, 2S
nS s s s= =L F ，设  1 2, , , np p pL  是 n 个非负实数，且 

1
1n

ii
p

=
=∑ ，若对 ,A∀ ∈F  取 ( )

i

i
s A

P A p
∈

= ∑ 。则可以验证，这么定义的函数 ( )P ⋅

就是一个概率。 1 2, , , np p pL 取不同的值，则对应于 ( , )S F  上不同的概率函数。 

同理，也可确定无限可列样本空间上的概率。 
 
 

(2) 古典概型 (Classical Scheme)。 
是历史上研究得最早的概率模型。描述的是一类最简单的随机现象。概率的确定建

立在经验事实的基础上（对基本事件作等概率的假定）。通过逻辑分析得到感兴趣事件

的概率。 
 

特点： 

a) 样本空间有限，不妨记作 1 2{ , , , }nS s s s= L ； 

b) 假定每个基本事件 { }, 1, ,is i n= L 发生的概率相等，即  

1({ }) , 1, ,iP s i n
n

= = L 。 

c) 事件 A的概率 

( ) AP A
S

=
中包含的样本点数

中的样本点数
。 

容易验证，按上述方法得到的概率，符合 Kolmogorov 公理化定义。 
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例 1.3 
1) 彩票中奖问题： 
买一注 35选 7的福利彩票，中各奖项的概率多大？ 

2) 生日问题： 
r (<365) 个人中至少有两人生日相同的概率多大？ 

3) 抽签问题： 
N个签中有 A个签有奖，各人依次抽签，第 t人中奖的概率多大？ 

4) 抽样检验问题： 
N个产品中有M个次品，其余合格。从中抽取 n个，求恰好抽中 x 个次品的概
率。分两种情况：有放回；无放回。 

 
 

(3) 几何概型 

a) 样本空间 S 是 k¡ 中的一个区域，且有几何量度 ( )m S ； 

b) “等可能性假定”：试验结果落在 S 中某一子区域 A 中的概率只与 A的几何

量度 ( )m A 有关，与 A的形状、位置无关； 

c) 
( )( )
( )

m AP A
m S

= 。 

 
例 1.4 

1)  会面问题 
2)  Buffon投针问题 

 
 
(4) 频率方法 
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§1.2 条件概率与事件的独立性 
1. 条件概率 
 

引进条件概率的作用：考察事件之间的关系；简化概率的计算。 
 

定义 1.3 （条件概率）设 ( , , )S PF  是一个概率空间， , ( ) 0B P B∈ >F 。对于

A∀ ∈F ，称 

( )( | )
( )

P ABP A B
P B

=  

为事件 B发生条件下 A发生的条件概率。 
 
 
例 1.5 在一般人群中任取一人，有肺癌的概率极小。但若已知抽中的人有很长的吸烟史，
则该人患肺癌的概率就大了。后者就是条件概率。例如，一个 1万人的人群结构如下 

 患肺癌 (A) 不患肺癌 (Ac) 合计 
抽烟  (B) 80 1920 2000 
不抽烟 (Bc) 8 7992 8000 
合计 88 9912 10000 

从中随机抽 1人，此人有肺癌的概率为 

88
1

( ) 0.0088
10000

1

P A

 
 
 = =

 
 
 

， 

若已知抽中的人抽烟，则其有肺癌的条件概率为 

80 80 10000
1 1 1

( | ) 0.04
2000 2000 10000

1 1 1

P A B

     
     
     = = =

     
     
     

。 

 
注： 

l 条件概率可视为将样本空间 S  缩小到 BS B=  之后来研究各事件的概率。 

l 对于给定的事件 B， ( | ),P A B A∀ ∈ F  形成了 ( , )S F  上的一个新的概率函数，

即满足 Kolmogorov公理化定义的三条公理： 

a) （非负性） ( | ) 0,P A B A≥ ∀ ∈F ； 

b) （规范性） ( | ) 1P S B = ； 
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c) （可列可加性）若 1 2, ,A A L  是 F  中的可列个互不相容的事件，则  

1 1
( | ) ( | )i ii i

P A B P A B∞ ∞

= =
=∑ ∑ 。 

而且，它具有概率的一切性质。 

l 若 B S= ，则 , ( | ) ( | ) ( )A P A B P A S P A∀ ∈ = =F ，故无条件概率可视为特殊

条件下的条件概率。 
 
 

乘法公式：若 1 2, , , nA A AL  是 ( , )S F  中的 n 个事件，且 
1

( ) 0
n

i
i

P A
=

>I ，则 

1 2 1 3 1 2 1 2 1
1

( ) ( ) ( | ) ( | ) ( | )
n

i n n
i

P A P A P A A P A A A P A A A A −
=

= L LI 。 

 
 
全概率公式： 

若 1 2, , , nB B BL  互不相容，且 
1

( ) 0, 1, , ,
n

i i
i

P B i n A B
=

> = ⊂ ∑L ，则 

1
( ) ( | ) ( )

n

i i
i

P A P A B P B
=

= ∑ 。 

 
例 1.6 （抽签问题）已知 100个签中有 10个有奖，每人依次抽一签。 

(1) 求第三个人首次中奖的概率； 
(2) 求第二个人中奖的概率。 

 
 
Bayes 公式： 

设 1 2, , , nB B BL 互不相容，且 ( ) 0, 1, ,iP B i n> = L 。
1

, ( ) 0
n

i
i

A B P A
=

⊂ >∑ 。则

对 {1, 2, , }j n∀ ∈ L ， 

1

( | ) ( )
( | )

( | ) ( )

j j
j n

i i
i

P A B P B
P B A

P A B P B
=

=

∑
。 
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例 1.7 （甲胎蛋白法检查肝癌）某地区肝癌发病率为 0.0004，当时用甲胎蛋白法检查肝
癌，真阳性率为 99％，假阳性率为 0.1％。随机抽 1人作检查，呈阳性。求此人患肝癌
的概率。 

解：记 A为此人患肝癌，B为检查阳性。已知 ( | ) 0.99, ( | ) 0.001cP B A P B A= = ，

( ) 0.0004P A = ，求 ( | )P A B 。由 Bayes公式知 

( | ) ( )( | )
( | ) ( ) ( | ) ( )

0.99 0.0004 0.284.
0.99 0.0004 0.001 0.9996

c c
P B A P AP A B

P B A P A P B A P A
=

+
×

= =
× + ×

 

 
 

2. 事件的独立性 
 

独立性是概率论中一个重要概念，是用概率论的语言对经验直观的独立性概念给出的严

格定义。 
 
定义 1.4 （两事件的独立性）事件 A、B 若满足 

( ) ( ) ( )P AB P A P B= ， 

则称事件 A 与 B 相互独立。 
 
注： 
l 两事件独立意味着条件概率等于无条件概率，i.e. 若 A与 B相互独立，则 

当 ( ) 0P B >  时， ( | ) ( )P A B P A= ；当 ( ) 0P A >  时， ( | ) ( )P B A P B= 。 

l 概率为 0 或 1 的事件与任何事件独立；特别地， ,S ∅与任何事件独立。 

 
性质： 

若 A与 B相互独立，则 , ,c c c cA B A B A B与 与 与 也都相互独立。 

 
 

定义 1.5 （多个事件的独立性） 1 2, , , nA A AL  是 n 个事件，若对集合 {1, 2, , }nL 的

任意一个至少含两个元素的子集 C 有 

( ) ( )j j
j Cj C

P A P A
∈∈

= ∏I ， 

则称事件 1 2, , , nA A AL  相互独立。 
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性质： 

设事件 1 2, , , nA A AL  相互独立，则 

a) 从中任取 m 个事件 (2 )m n≤ ≤  也相互独立。 

b) 从中任取 m 个事件 (2 )m n≤ ≤ ，对每个事件取余或不取余，得到的 m 个新事件

也相互独立。 
c) 将这 n 个事件任意分成 m 组，各组通过组内事件间的运算各自得到一个新事件，
则这 m个新事件相互独立。 

d) 独立乘法公式： 

11

( ) ( )
n n

i i
ii

P A P A
==

= ∏I 。 

e) 独立加法公式： 

11 1

( ) 1 ( ) 1 ( )
n n n

c c
i i i

ii i
P A P A P A

== =

= − = −∏U I 。 

 
 
例 1.8（两两独立、但三事件不独立）设样本空间为 

( ), ( ), ( ),
( ), ( ), ( ),
( ), ( ), ( )

aaa bbb ccc
S abc bac cba

acb bca cab

 
 =  
 
 

。 

假定各基本事件等概率。记 Ai 为第 i 个位置上是字母 a， 1, 2,3i = 。则 

1 2 1 2

1 3 1 3 2 3 2 3

1 1( ) , 1, 2,3; ( ) ( ) ( ),
3 9

1 1( ) ( ) ( ), ( ) ( ) ( ).
9 9

iP A i P A A P A P A

P A A P A P A P A A P A P A

= = = =

= = = =
 

说明 1 2 3, ,A A A  两两相互独立。但是 1 2 3 1 2 3
1( ) ( ) ( ) ( )
9

P A A A P A P A P A= ≠ ，说明三

事件不独立。 
 
 
定义 1.6 （试验的独立性）一个随机试验 E (an experiment) 由  n 个子试验 

(subexperiment or trial) 1 2, , , nE E EL 构成。设 iE 的样本空间为 , 1, ,iS i n= L ，E 的

样 本 空 间 为  1 2 nS S S S= × × ×L （ 笛 卡 尔 乘 积 ）。 若 对 任 意 一 组 事 件 

( ){ : 1, , }i
iA S i n⊂ = L ，其笛卡尔积 (1) (2) ( )nA A A A= × × ×L 为 E 的一个事件， 都
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有 

( ) ( )

11

( ) ( )
n n

i i

ii
P A P A P A

==

 
= = 

 
∏I ， 

则称子试验 1 2, , , nE E EL  相互独立。 

 
 
独立性概念的作用： 
对于给定的概率模型，判断复杂事件间的独立性关系； 
用于建模时以经验的独立性判断作为假定，简化概率模型。 
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第二章  随机变量 
 

§2.1  随机变量及其分布 
1. 随机变量 (random variable, r. v.) 

 
在研究随机现象时，往往需要用数值记录观测结果，这就产生了随机变量的概念。 

 

定义 2.1 （随机变量）定义在样本空间 S 上的实值函数 ( ) :X s S → ¡，称为样本空

间 S上的随机变量。 
 

注： 
l 随机变量通常用大写英文字母 X, Y, Z, … 等表示，其取值常用小写字母 x, y, z, …
等表示。 
 
l 有些样本空间本身就是某个实数的子集，观测结果本身就是一个随机变量。 
例如： 
² 掷一枚骰子出现的点数 X； 
² 观察某大卖场一天内来到的顾客数 X 及 营业额 Y； 
² 抽取某厂生产的某型号的电视机检测其寿命 T； 

 
l 有些样本空间不是实数的子集，可根据研究需要定义适当的随机变量。 
例如： 
² 检验一个产品，看它是否合格。样本空间 S={合格，不合格}。可定义 r.v. X 为
不合格品数。则 

X(s) s 
0 合格 
1 不合格 

 
² 观测投掷一枚硬币三次的结果。样本空间 S={HHH，HHT，HTH，THH，HTT，

THT，TTH，TTT}。可定义 r.v. X 为正面数。则 
X(s) s 

0 TTT 
1 HTT，THT，TTH 
2 HHT，HTH，THH 
3 HHH 

 
l 一个随机变量通常可视为考察随机现象的一个视窗。 
 
 
导出概率分布 
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设 ( , , )S PF  是一个概率空间，X 是定义在 S 上的一个随机变量。那么，由 X

可在实数空间 ( , )B¡¡  上导出一个新的概率 ( )XP ⋅ 。 ( )XP ⋅ 称为随机变量 X（导出）

的概率分布， B∀ ∈B¡， 

( ) ( ) ({ : ( ) })XP B P X B P s X s B= ∈ = ∈ 。 

 
注： 

l 随机变量 X 的概率分布完全由 ( , , )S PF  决定。 

l 了解 X 的分布，至少可以了解 P 的某一个侧面的信息。 

l 定义在不同概率空间上的随机变量可能有共同的分布，因此，抽象地研究随机变量
的分布有助于找到共同的方法去研究同类随机现象。 

 
 
2. 分布函数 
定义 2.2 （分布函数）若 X 是一个随机变量，称函数 

( ) (( , ]) ( ),XF x P x P X x x= −∞ = ≤ ∈¡  

为 X 的（累积）分布函数 (d.f. / c.d.f.)。常记为 ~ ( )X F ⋅ 。 

 
注： 
l 分布函数与概率分布一一对应。 

l 引进分布函数，实质上是将 ( , , )XPB¡¡  转化为一个实函数来研究。 

l 通常用 F, G, H 等大写字母表示分布函数. 
 
基本性质： 

( )F ⋅  是某个随机变量的分布函数，当且仅当 ( )F ⋅  同时满足下列三个条件： 

a) （单调性） , ( ) ( )a b F a F b∀ < ≤ ； 

b) （有界性） lim ( ) 0, lim ( ) 1x xF x F x→−∞ →∞= = ； 

c) （右连续性）
00 0, ( ) lim ( )x xx F x F x→ +∀ ∈ =¡ 。 

 
注： 

l 分布函数的另一种定义为： ( ) ( ),F x P X x x= < ∈% ¡。此时，基本性质 a) b) 不变，

c) 变为“左连续”。 
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定义 2.3 （同分布）若随机变量 X 与 Y 的分布函数相同，则称 X 与 Y 同分布。 
 
 
用分布函数可以计算哪些事件的概率？ 

l ( ) 1 ( ) 1 ( )P X a P X a F a> = − ≤ = −  

l ( ) ({ } { }) ( ) ( )P a X b P X b X a F b F a< ≤ = ≤ − ≤ = −  

l ( ) lim ( ) ( 0)
x a

P X a F x F a
→ −

< = = −  

l ( ) ({ } { }) ( ) ( 0)P X a P X a X a F a F a= = ≤ − < = − −  

l ( ) 1 ( ) 1 ( 0)P X a P X a F a≥ = − < = − −  

l ( ) ( ) ( 0)P a X b F b F a≤ ≤ = − −  

l ( ) ( 0) ( 0)P a X b F b F a≤ < = − − −  

l ( ) ( 0) ( )P a X b F b F a< < = − −  

 
 
例 2.1 设 r.v. X 具有如下分布函数 

0, 0,
1 , 0 1,
4( )

1 , 1 2,
2
1, 2 .

x

x
F x

x x

x

<

 ≤ <
= 
 ≤ <

 ≤

 

1) 
1( 1) (1 0)
4

P X F< = − = 。 

2) 
1 1 1( 1) (1) (1 0)
2 4 4

P X F F= = − − = − = 。 

3) 
1 3 3 1 1 3 1 1( ) ( 0) ( 0)
2 2 2 2 2 2 4 2

P X F F≤ < = − − − = − = 。 

4) 
3 3 3( ) ( ) ( 0) 0
2 2 2

P X F F= = − − = 。 

5) 求 c 使得 
2( )
3

P X c≤ = 。即求 c 使得 
2( )
3

F c = ，解得 
4
3

c = 。 

6) 求 c 使得 ( ) 0.4P X c≤ = ；求 c 使得 ( ) 0.25P X c≤ = 。 
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定义 2.4 （分位点）设 r.v. X 的分布函数为 F(x)。对于给定的 (0,1)p ∈ ，若 pa 满足 

( 0) ( )p pF a p F a− ≤ ≤ ， 

则称 pa  为 X 的 p分位点 (quantile)。 

 
一些常用的分位点及其特殊名称： 

0.5a   中位数 (median) 

0.25a  第一四分位数 (first quartile)， 0.75a  第三四分位数 (third quartile) 

0.1 0.2 0.9, , ,a a aL  第一～第九十分位数 (first decile ～ ninth decile) 

 
 

3. 离散型随机变量与分布列 
若一个随机变量最多只可能取可列个值，则称之为离散型随机变量。 
 

定义 2.5 （分布列）若离散型随机变量 X 的可能取值为 , 1,2,ix i = L，则称数列 

( ), 1, 2,ˆi ip P X x i= = = L  

为 X 的概率分布列 (probability mass function/discrete probability density function)。 
 
 
分布列与分布函数的关系： 
Ø 离散型随机变量的分布函数必是阶梯函数，与分布列一一对应。 
Ø 在定义 2.5的条件下，有 

( )( ) 0 , 1,2,

( ) ( ) ,
i

i i i

i
x a

p F x F x i

F a P X a p a
≤

= − − =

= ≤ = ∀ ∈∑
L

¡  

Ø 根据分布列可计算离散型随机变量落在任意给定的实数区间内的概率。 
 

 
分布列的基本性质： 

一个数列 { : 1, 2, }ip i = L  是某个离散型随机变量的分布列，当且仅当它同时满

足下列两个条件：  

a) （非负性） 0, 1, 2,ip i≥ = L； 

b) （规范性）
1

1i
i

p
∞

=

=∑ 。 
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分布列的表示方法： 
a) 通项公式； b) 表格形式； c) 条形图。 

 
 

4. 连续型随机变量与密度函数 

定义 2.6 （连续型随机变量）若存在非负函数 ( ),p x x ∈¡，使得随机变量 X 的分

布函数 ( )F x  可表示为 

( ) ( ) ,
x

F x p t dt x
−∞

= ∀ ∈∫ ¡， 

则称 X 是连续型随机变量，称 ( )p x  为 X的概率密度函数 (p.d.f.)。 

 
密度函数的基本性质： 

一个函数 ( )p x  是某个连续型随机变量的密度函数，当且仅当它同时满足下列两

个条件：  

a) （非负性） ( ) 0,p x x≥ ∀ ∈ ¡； 

b) （规范性） ( ) 1p x dx
∞

−∞
=∫ 。 

 
 
连续型随机变量的特点： 
1)  

, ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) .
b a b

a

a b P a X b F b F a

p t dt p t dt p t dt
−∞ −∞

∀ < < ≤ = −

= − =∫ ∫ ∫
 

, ( ) ( )
A

A P X A p t dt∀ ∈ ∈ = ∫B¡ . 

2) ( ) 0,P X c c= = ∀ ∈¡。 

3) 分布函数处处连续。 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
b

a
P a X b P a X b P a X b P a X b p x dx< ≤ = < < = ≤ < = ≤ ≤ = ∫ 。 

4) 连续型随机变量的密度函数不唯一。改变密度函数在有限个点、可列个点（甚至更
多个点）处的函数值，不改变分布函数。 

5) 若 ( )p x  在 x处连续，则有 '( ) ( )F x p x= 。因此，若分布函数 ( )F x  处处可导，

则可取 '( )F x  作为密度函数。 

 
密度函数的来源——直方图 
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§2.2  常用概率分布族 
1. 离散型分布 
(1) 二项分布 (Binomial Distribution) 
独立地重复进行 n 次成功概率为 p (0<p<1) 的 Bernoulli 试验，记成功次数为 X。称 
X ～ B(n, p)。 
 
分布列为  

( ) (1 ) , 0,1, ,k n kn
P X k p p k n

k
− 

= = − = 
 

L 。 

 
分布特点： 
Ø p<0.5 时分布右偏，p＝0.5 时分布对称，p>0.5 时分布左偏。 
Ø (对称性) 若 X～B(n, p)，则 Y=n－X～B(n, 1－p)。 

Ø 若记 iX  为第 i次 Bernoulli试验中的成功次数，则 
1

n
ii

X X
=

= ∑ 。 

 
 
(2) 超几何分布 (Hypergeometric Distribution) 
来源于对有限总体的不放回抽样。设一袋子中共有 N 球，其中有M个白球。从中不放
回地任取 n个球，记抽中的白球数为 X。称 X ～ HG(n; N, M)。 
 
分布列为 

( ) , max{0, ( )}, , min{ , }

M N M
k n k

P X k k n N M M n
N
n

−  
  −  = = = − −

 
 
 

L 。 

 
当 n N=  且 n M<  时，不放回抽样与放回抽样非常接近，有 

( ) 1
k n kn M MP X k

k N N

−    = ≈ −    
    

。 

 
(3) Poisson 分布 
分布列为 

( ) , 0,1,2,
!

k

P X k e k
k

λλ −= = = L  

其中 λ是大于 0的参数。记作 ~ Poi( )X λ 。 

 
来源：二项分布概率的近似计算。当 n较大，np较小时，对于给定的较小的 k， 
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(1 ) ,
!

k
k n kn

p p e np
k k

λλ
λ− − 

− ≈ = 
 

其中 。 

 
应用： 
Ø 用于对一定时间段内某类事件发生的次数建模。基本假定：记在充分小的时间段 h

内，这类事件发生的次数为 Y，则 1) ( 1)P Y = 与 h 成比例；2) ( 2) 0P Y ≥ = ；

3) 在不交叉的时间段内该类事件发生的次数相互独立。 
Ø 用于对一定空间范围内某类事物出现的个数建模。 
Ø 例 
² 1875－1894年间普鲁士军队中每年被马踢死的士兵数； 
² 给定时间段内一个放射源发出的α 粒子数； 
² 二次大战中，在固定时间长度内，伦敦被炮击中的城区数； 
² 一分钟内到达某银行的人数； 
² 一定时间内通过某个十字路口的汽车数； 
² 单位布匹上的疵斑数  … …  

 
(4) 几何分布 (Geometric Distribution) 
独立地重复进行成功概率为 p的 Bernoulli 试验，记首次成功时的试验次数为 X。称 X 
~ Ge(p)。 
 
分布列为 

1( ) (1 ) , 1, 2,3,kP X k p p k−= = − = L  

 
特点：无记忆性。对于 k>0，s>=0, 

1

1
1

1

( ) (1 )( | )
( ) (1 )

(1 ) ( ).

k s

l
l s

k

P X k s p pP X k s X s
P X s p p

p p P X k

+ −

∞ −
= +

−

= + −
= + > = =

> −

= − = =

∑  

 
(5) 负二项分布 (Negative Binomial Distribution / Pascal Distribution) 
独立地重复进行成功概率为 p的 Bernoulli 试验，记第 r 次成功时的试验次数为 X。称 
X ～ NB(r, p)。 
 
分布列为 

1
( ) (1 ) , , 1,

1
k r rk

P X k p p k r r
r

−− 
= = − = + − 

L  

若记第 i 1 次成功之后至第  i 次成功时的试验次数为  , 1,2, ,iX i r= L ，则 

1, , i.i.d. Ge( )rX X pL ，且 
1

r

i
i

X X
=

= ∑ 。 
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2.  常用连续型分布 
1) 均匀分布 (Uniform Distribution) 

若 r.v. X 具有 p.d.f.  

[ , ]

1 , if [ , ],1( ) ( )
0, else.

a b
x a b

p x I x b a
b a

 ∈= = −− 

 

则称 X ～ U[a,b]. 
 
d.f. 为  

0, ,

( ) ( ) , ,

1, .

x

x a
x aF x p t dt a x b
b a

x b
−∞

≤
 −= = < ≤

−
>

∫  

 
用于描述一类几何概型。 
 
例如，Bertrand 悖论。在单位圆内任取一条弦，求弦长大于内接等边三角形的边长的概
率。按照不同方法取弦，则会得到不同的概率值。 

a) 假定在一条直径上按均匀分布随机取一点，过该点作垂直于该直径的弦。则所
求概率为 1/2。 
b) 在圆上任取一点，按 U[0, π] 任取一个角度作为弦切角大小作弦，则所求概率
为 1/3。 
c) 在圆内任取一点作为弦的中点。所求概率等于？ 

 
 
2) Gamma分布 
常用作对“寿命”建模。 
 
若 r.v. X 具有 p.d.f.  

1 /
(0, )

1( ; , ) ( )
( )

xp x x e I xα β
αα β

α β
− −

∞=
Γ

， 

其中 0α >  称为形状参数 (shape parameter)， 0β >  称为尺度参数 (scale parameter)。

则称 ~ Gamma( , )X α β . 

 
特例： 

² 卡方分布 (Chi square distribution)。当 2β = 时，令
2
r

α = ，则 gamma分布的 p.d.f.

变为 
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/ 2 1 / 2
(0, )

/ 2

1( ; ) ( )
( )2
2

r x

r
p x r x e I xr

− −
∞=

Γ
， 

称为自由度为 r的卡方分布，记为 2~ ( )X rχ 。 

 
² 指数分布 (Exponential distribution)。当 1α = 时，gamma分布的 p.d.f. 变为 

/
(0, )

1( ; ) ( )xp x e I xββ
β

−
∞= ， 

称为 ~ Exp( )X β 。 

指数分布具有无记忆性，即对于 0, 0s t∀ > ∀ ≥ ，有 

( | ) ( ).P X s t X t P X s> + > = >  

 
Gamma分布与 Poisson分布的关系 
若 X ~ Gamma(α, β)，α 是一个正整数，那么，对于 0x∀ >  有 

( ) ( )P X x P Y α≤ = ≥ ， 

其中 ~ Poi( / )Y x β . 

 
 
3) 正态分布 (Normal Distribution / Gauss Distribution) 

p.d.f. 

2 2
2

1 1( ; , ) exp{ ( ) }, .
22

p x x xµ σ µ
σπσ

= − − ∈¡  

其中 , 0µ σ∈ >¡ 为参数。记作 2~ ( , )X N µ σ 。 

 
特点： 

² p.d.f. 关于 x=µ 对称；函数值在 x=µ 处最大，有界； x → ±∞时， ( )p x →0。 

² x µ σ= ± 是 p.d.f. 的两个拐点。 
² 固定 σ，改变 µ 的值，p.d.f. 曲线形状不变，位置随 µ 平移；固定 µ 改变 σ，则 p.d.f.
中心位置不变，形状随 σ 变瘦高或矮胖。 

 
标准正态分布： 

² 20, 1µ σ= = 的正态分布为标准正态分布，i.e. N(0,1)。 

² 记 p.d.f. 为 ( )xφ ，d.f. 为 ( )xΦ 。 
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² 与 ( )2,N µ σ 的分布函数 F(x)、密度函数 f(x)之间的关系： 

( ) ( )xF x µ
σ
−

= Φ ,     
1( ) ( )xf x µ

φ
σ σ

−
= . 

 
 
4) Beta分布 

p.d.f. 为 

1 1
(0,1)

1( ; , ) (1 ) ( )
( , )

p x x x I x
B

α βα β
α β

− −= − ， 

其中 0α > ， 0β > 为参数。 

 
与二项分布的关系： 

设 ~ Beta( , )X α β ，其中 ,α β  都是正整数且 1nβ α= − + ，则对 (0,1)x∀ ∈  有 

( ) ( )F x P Y α= ≥ ， 

其中 ( )F x  为 X 的 d.f.， ~ ( , )Y B n x . 

 
 
5) Cauchy分布 

p.d.f. 为 

2

1( ; ) , ( , )
[1 ( ) ]

p x x
x

θ
π θ

= ∈ −∞ +∞
+ −

， 

其中 ( , )θ ∈ −∞ ∞  为参数。 
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第三章 随机向量 
 

§3.1  随机向量及其联合分布 
1. 随机向量 
定义 3.1 （随机向量）定义在样本空间 S 上的 k 个随机变量组成的 k 维向量

1( ( ), , ( ))kX s X sL  称为 k维随机向量 (random vector,  r. vec.)。 

 

定义 3.2 （联合分布函数）设 1( , )kX X X= L
%

 是 k维 r. vec.，则称 k元实值函数 

1 1 1 1( , , ) ( , , ), ( , , ) k
k k k kF x x P X x X x x x= ≤ ≤ ∈L L L ¡  

为 r. vec. X
%
的联合分布函数 (j.d.f.)。 

 
注： 

l 定义在样本空间 S 上的 k维随机向量 X
%
，就是一个

kS → ¡ 的映射。通过 X
%

 可

由概率空间 ( , , )S PF  在 ( , )k
k B

¡
¡  上导出一个新的概率 XP ，称为 X

%
（导出）的

概率分布。 kB∀ ∈B
¡
， 

( ) ( ) ({ : ( ) })XP B P X B P s X s B= ∈ = ∈
% %

， 

其中 kB
¡
是 k维 Borel域，它是包含所有 k维“长方体”的最小 sigma域。 

l X
%
的概率分布与其联合分布函数一一对应。 

l 1 1
1

{ , , } { : ( ) }
k

k k i i
i

X x X x s X s x
=

≤ ≤ = ≤L I  

l j.d.f. 是理论研究的重要工具，但一般难以用于计算概率。 
 
 

联合分布函数的基本性质： 

若 ( )F ⋅  是某个 k维随机向量的联合分布函数，则 ( )F ⋅  必满足： 

a) (单调性) 

1 2 1 1 1 1 1 1 2 1, ( , , , , , , ) ( , , , , , , );j j j j j k j j j kx x F x x x x x F x x x x x− + − +∀ < ≤L L L L  

b)  (有界性) 
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1 1 1 1( , , , , ) lim ( , , , , , , ) 0, 1, , ,

( , , ) 1.
j

k j j j kx
F x x F x x x x x j k

F

− +→−∞
−∞ = = =

+∞ +∞ =

L L L L L

L  
c) (右连续性) 

 1 1, ( , , 0, , ) ( , , , , ), 1, ,k
j k j kx F x x x F x x x j k∀ ∈ + = =¡ L L L L L

%
。 

 
这三条是 j.d.f. 的必要条件，但不充分。对于 2k = 的情形，除 a)~c) 外二元函数 

F(.) 还需满足 

d) 1 1 2 2,a b a b∀ < < ， 1 2 1 2 1 2 1 2( , ) ( , ) ( , ) ( , ) 0F b b F a b F b a F a a− − + ≥  

才能成为二元 j.d.f.。 
 
例 3.1 二元函数 

0, 0,
( , )

1, 0.
x y

G x y
x y

+ <
=  + ≥

 

满足二维 j.d.f. 的性质 a)~c)，但不满足 d)，故不是一个 j.d.f.。 
 
 

2. 离散型随机向量 
定义 3.3 全部由离散型随机变量组成的随机向量称为离散型随机向量。 

定义 3.4 设 k维离散型随机向量 X
%
的可能取值范围为 D（必是一个可列集），称 

1 , , 1 1 1{ ( , , ) : ( , , ) }ˆ
kx x k k kp P X x X x x x D= = = ∈L L L  

为 X
%
的联合分布列。 

 
注： 
l 离散型随机向量的性质完全由其联合分布列决定，分布列与 j.d.f.一一对应。 
l 联合分布列的基本性质： 

a) 非负性：
1 , , 10, ( , )

kx x kp x x D≥ ∀ ∈L L ； 

b) 规范性：
1

1

, ,
( , , )

1
k

k

x x
x x D

p
∈

=∑ L
L

。 

l 
1

1

, ,
( , , )

, ( )k
k

k

x x
x x A D

A P X A p
∈

∀ ∈ ∈ = ∑B L¡
L I%

。 

l 二维联合分布列也常用表格形式表示。 
 
 

例 3.2 从 1、2、3、4中随机取一个数记为 X，再从 1~ X 中随机取一个数记为 Y。求：
(1)  (X,Y) 的联合分布列；(2) P(X=Y)。 

解：(X, Y) 的可能取值范围为 {( , ) : 1, , , 1, , 4}D i j j i i= = =L L 。 ( , )i j D∀ ∈ ， 
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1 1( , ) ( | ) ( )
4

P X i Y j P Y j X i P X i
i

= = = = = = = ⋅ 。 

联合分布列可用表格形式表示为： 
Y 

X 
1 2 3 4 

1 1/4 0 0 0 
2 1/8 1/8 0 0 
3 1/12 1/12 1/12 0 
4 1/16 1/16 1/16 1/16 

4

1

1 1 1 1 25( ) { , } 0.5208
4 8 12 16 48i

P X Y P X i Y i
=

 
= = = = = + + + = = 

 
∑ 。 

(X,Y) 的联合分布函数为 

0, 1 1,
1/ 4, 1 , 1 2,
1/ 4 1/8, 1 2, 2 3,
1/ 4 2 /8, 2 , 2 3,
1/ 4 1/8 1/12, 1 2, 3 4,

( , ) 1/ 4 2 /8 2 /12, 2 3, 3 4,
1/ 4 2 /8 3 /12, 3 , 3 4,
1/ 4 1/8 1/12 1/16, 1 2, 4 ,
1/ 4 2 /8 2 /12 2 /16, 2 3, 4 ,
1

y or x
y x

y x
y x

y x
F x y y x

y x
y x
y x

< <
≤ ≤ <

+ ≤ < ≤ <
+ ≤ ≤ <
+ + ≤ < ≤ <

= + + ≤ < ≤ <
+ + ≤ ≤ <
+ + + ≤ < ≤
+ + + ≤ < ≤

/ 4 2 /8 3/12 + 3/16, 3 4, 4 ,
1, 4 , 4 ,

y x
y x















 + + ≤ < ≤


≤ ≤

 

 
 

例 3.3 多项分布(Multinomial Distribution) 一次试验的结果可分为 1, , rA AL  r个互斥的

类；一次试验的结果落入 jA 类的概率为  ( ) 0, 1, ,j jP A p j r= > = L ，其中 

1 2 1rp p p+ + + =L 。独立地重复 n 次试验，记 jA 类结果出现的次数为 

, 1, ,jX j r= L 。则称随机向量 1 2 1( , , , )rX X X −L ～ 1 2( ; , , , )rMN n p p pL 。 

联合分布列为 

1 2

1 2

1
1 1 1 1 1 2

1 2

1 2
1 2

( , , )

! ,
! ! !

r

r

r x x x
r r r

r

x x x
r

r

n n x x
P X x X x p p p

x x x
n p p p

x x x

− −

−    
= = =     

    

=

L L L

L
L

 

其中 {0,1, , }, 1, ,jx n j r∈ =L L ，且 
1

r
jj

x n
=

=∑ 。 
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3. 连续型随机向量 

定义 3.5 设随机向量 1( , , )kX X X= L
%

 的 j.d.f. 为 1( , , )kF x xL 。若存在非负实函数 

1( , , )kp x xL  使得 

1

1 1 1 1( , , ) ( , , ) , ( , , ) ,kx x k
k k k kF x x p t t dt dt x x

−∞ −∞
= ∀ ∈∫ ∫L L L L L ¡  

则称 X
%
为 k维连续性随机向量，称 1( , , )kp x xL  为 X

%
的联合密度函数 (j.p.d.f.)。 

 
联合密度函数的基本性质： 

(1) 非负性： 1 1( , , ) 0, ( , ) k
k kp x x x x≥ ∀ ∈L L ¡ ； 

(2) 规范性： 1 1( , , ) 1k kp x x dx dx
∞ ∞

−∞ −∞
=∫ ∫L L L 。 

 
其他性质： 

l 1 1, ( ) ( , , )k k k
A

A P X A p t t dt dt∀ ∈ ∈ = ∫∫B
¡

L L
% L 。有关连续型随机变量的事件

概率可通过联合密度函数的重积分来计算。 
 

l 若 1( , , )kp x xL  在 1( , )kx xL  处连续，则 

1
1

1

( , , ) ( , , )
k

k
k

k

F x x p x x
x x

∂
=

∂ ∂
L L

L
。 

 
l 连续型随机向量的性质完全由其 jpdf 决定，jpdf 与 j.d.f.一一对应。 

 
 

例 3.4 设 (X,Y) 的 j.p.d.f. 为 
2 , 0, 0,

( , )
0, otherwise.

x yAe x y
p x y

− − > >
= 


 

求：(1) 参数 A ;   (2)  (X,Y)的 j.d.f.； (3)  P(X<1, Y>1)； (4) P(X>Y)。 
 
解：(1) A应使联合密度函数满足规范性，即 

2

0 0

2

0
0

1 ( , )

1 1 ,
2 2

x y

x y

p x y dxdy Ae dxdy

A e e A

∞ ∞ ∞ ∞ − −

−∞ −∞

∞
∞− −

= =

   = ⋅ − − =      

∫ ∫ ∫ ∫
 

因此， 2A = 。 
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(2) 2( , )x y∀ ∈¡ , 

( )( )

2

0 0

2

( , ) ( , )

0, 0 or 0,

2 , 0 and 0.

0, 0 or 0,

1 1 , 0 and 0.

x y

x yu v

x y

F x y p u v dvdu

x y

e du e dv x y

x y

e e x y

−∞ −∞

− −

− −

=

≤ ≤= 
⋅ > >

≤ ≤=  − − > >

∫ ∫

∫ ∫
 

(3)   

{( , ): 1, 1}

1 2 2 1

0 1

( 1, 1) ( , )

2 (1 ) .

x y x y

x y

P X Y p x y dxdy

e dxdy e e

< >

∞ − − − −

< > =

= = −

∫∫

∫ ∫
 

(4) 

( )
{( , ): }

2

0 0

2

0

( ) ( , )

2

2 (1 )

2 11 .
3 3

x y x y

x x y

x x

P X Y p x y dxdy

e dy dx

e e dx

>

∞ − −

∞ − −

> =

=

= −

= − =

∫∫

∫ ∫

∫
 

 
常用连续型多元分布 

(1) 均匀分布。设 D是 k¡ 中的子区域，“体积”为 V>0。若 r. vec. 1( , , )kX X X= L
%

具有 j.p.d.f. 

1 1
1( , , ) ( , , ),k D kp x x I x x
V

=L L  

则称 ~ U( )X D
%

。 

 

(2) 多元正态分布。设 1( , , ) 'kµ µ µ= L
%

是 k 维实向量，Σ是 k 阶正定矩阵。称具有

j.p.d.f.  

/ 2 1/ 2 11( ) (2 ) | | exp ( ) ' ( ) ,
2

k kp x x x xπ µ µ− − − = Σ − − Σ − ∈  
¡

% % % %% %
 

的 r. vec. ~ ( , )kX N µ Σ
% %

。 
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§3.2  边际分布 

设 1( , , )kX X X= L
%

是 k维 r. vec.，Y
%
是 X

%
的一个 m维子向量， {1, 2, , 1}m k∈ −L ，

则称 Y
%
的分布是 X

%
的边际分布 (marginal distribution)。 

 
描述边际分布的工具：边际分布函数；边际分布列；边际密度函数。 
 

1. 边际分布函数 (m.d.f.) 

l k=2。设 1 2( , )X X 的 j.d.f. 为 1 2( , )F x x ，则 

1X 的 m.d.f 为 

2

1 1 1 1

1 1 2

1 2 1 1

( ) ( )
( , )

lim ( , ) ( , ), .ˆ
x

F x P X x
P X x X

F x x F x x
→∞

= ≤
= ≤ < ∞
= = ∞ ∈¡

 

同理， 2X 的 m.d.f 为 

2 2 2 2( ) ( , ), .F x F x x= ∞ ∈¡  
 

l k=3。设 1 2 3( , , )X X X  的 j.d.f. 为 1 2 3( , , )F x x x ，则 

1X 的 m.d.f： 1( ) ( , , ), .F x F x x= ∞ ∞ ∈ ¡  

2X 的 m.d.f： 2 ( ) ( , , ), .F x F x x= ∞ ∞ ∈ ¡  

3X 的 m.d.f： 3( ) ( , , ), .F x F x x= ∞ ∞ ∈¡  

1 2( , )X X 的 m.d.f： 2
12 1 2 1 2 1 2( , ) ( , , ), ( , ) .F x x F x x x x= ∞ ∈¡  

 
2. 边际分布列 

设离散型随机向量 1( , , )kX X X= L
%

 的联合分布列为 

1 , , 1 1 1{ ( , , ) : ( , , ) }ˆ
kx x k k kp P X x X x x x D= = = ∈L L L ， 

则 jX  的边际分布列为 

1 1 1

1 1( ) ( ) ( , , )
j j k

j j j j k k
x x x x

p x P X x P X x X x
− +

= = = = =∑ ∑∑ ∑L L L 。 
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例 3.5 从一个装有 2个白球、3个黑球的袋中随机地取球两次，每次一个。记第 i次取

得的白球数为 , 1,2iX i = 。求 1 2( , )X X 的联合分布列及边际分布列。 

(1) 有放回地取。 
            X2 

X1 
0 1 X1的边际分布列 

0 (3/5)2 (3/5)(2/5) 3/5 
1 (3/5)(2/5) (2/5)2 2/5 

X2的边际分布列 3/5 2/5  
 

(2) 无放回地取。 
            X2 

X1 
0 1 X1的边际分布列 

0 (3/5)(2/4) (3/5)(2/4) 3/5 
1 (3/4)(2/5) (1/4)(2/5) 2/5 

X2的边际分布列 3/5 2/5  
 

注：这两种情况下，两个分量的边际分布相同，但联合分布不同！所以，边际分布不能

确定联合分布。 
 

例 3.6 1 2 1( , , , )rX X X −L ～ 1 2( ; , , , )rMN n p p pL 。求其边际分布列。 

 
 
3. 边际密度函数 

k=2。设 1 2( , )X X 的 j.d.f. 为 1 2( , )F x x ，jpdf 为 1 2( , )p x x 。则 

1X 的 mdf 为 

( )
1 1 2

1 2 2 1

( ) ( , )

( , ) , .
x

F x P X x X

p t t dt dt x
∞

−∞ −∞

= ≤ < ∞

= ∈∫ ∫ ¡
 

因此， 

1( ) ( , ) ,f x p x v dv x
∞

−∞
= ∈∫ ¡  

是 1X 的 mpdf。 

同理， 

2 ( ) ( , ) ,f x p u x du x
∞

−∞
= ∈∫ ¡  

是 2X 的 mpdf。 
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例 3.7 设 (X,Y) 具有 j.p.d.f.  

1, 0 1, | | ,
( , )

0, otherwise.
x y x

p x y
< < <

= 


 

求：(1) 边际密度函数;   (2)  P(Y>1/2)。 
 
 

例 3.8 设 ~ ( , )kX N µ Σ
% %

，求 (1)
1( , ),rX X X r k= <L

%
的边际密度。 

 
 

§3.3  条件分布 

条件分布是条件概率概念的推广，用于描述随机变量之间的关系。设 ( , )X Y
% %

 是 k 维

随机向量，在给定 Y B∈
%

 的条件下，m维子向量 X
%
的条件概率分布为 

( , )( | ) ,
( )

m

P X A Y BP X A Y B A B
P Y B
∈ ∈

∈ ∈ = ∈
∈ ¡% %% %

%
。 

 
1. 离散型随机向量 

k=2 的情形。设 1 2( , )X X  的联合分布列为 

1 1 2 2 1 2{ ( , ) : 1, , , 1, , }ˆij i jp P X x X x i n j n= = = = =L L 。 

若 1 1( ) 0i ip P X x⋅ = = > ，则在给定 1 1iX x=  的条件下，事件 2 2{ }jX x=  的条件概

率为 

2 2 1 1 |( | ) ˆij
j i j i

i

p
P X x X x p

p ⋅

= = = = 。 

| 2{ , 1, , }j ip j n= L  为给定 1 1iX x=  条件下 2X  的条件分布列。 

同理， | 1{ , 1, , }ˆ ij
i j

j

p
p i n

p⋅

= = L  为给定 2 2 jX x= 条件下 1X 的条件分布列。 

 
续例 3.5 (1) 有放回情形。 

1 2
1 2

2

3 / 5, 0,( , 0)( | 0)
2 / 5, 1.( 0)

iP X i XP X i X
iP X
== =

= = = =  == 
 

1 2
1 2

2

3/ 5, 0,( , 1)( | 1)
2 / 5, 1.( 1)

iP X i XP X i X
iP X
== =

= = = =  == 
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可见，已知 2X 取值的情况下， 1X 的条件分布都相同，且都与其边际分布相同。这说

明 1X 与 2X 之间没有关系。 

 
(2) 无放回情形。 

X2 
X1 

0 1 
X1的边际

分布列 
X2=0时 X1

的条件分布 
X2=1时 X1

的条件分布 
0 (3/5)(2/4) (3/5)(2/4) 3/5 1/2 3/4 
1 (3/4)(2/5) (1/4)(2/5) 2/5 1/2 1/4 

X2的边际

分布列 
3/5 2/5    

可见，已知 1X 的条件分布随 2X 取值的不同而不同。这说明两者之间有关系。 

 
 
2. 连续型随机向量 

对于连续型分布的 r. vec. ( , )X Y
% %

，若 ( ) 0P Y B∈ =
%

，则给定 Y B∈
%

 条件下 X
%

条件分布无法直接由条件概率来定义。但可以借助于极限的概念来处理。 
 
以二维连续型随机向量  (X,Y)的情况为例。若给定  y，对于  0ε∀ > ，

( ) 0P y Y yε ε− < ≤ + > ，且若 x∀ ∈¡，下列极限存在 

0
lim ( | )P X x y Y y
ε

ε ε
→ +

≤ − < ≤ + ， 

则称此极限形成的函数为给定Y y= 条件下 X的条件分布函数，记为 | ( | )X YF x y 。若

存在非负 | ( | )X Yf x y ，使得 

| |( | ) ( | ) , ,
x

X Y X YF x y f u y du x
−∞

= ∀ ∈∫ ¡  

则称 | ( | )X Yf x y  为给定Y y= 条件下 X的条件密度函数。 

 

定理 3.1 设 ( , )X Y
% %

是 k维连续型随机向量，具有 jpdf ( , )f x y
% %

。Y
%
是 k m− 维子向量，

( )Yf y
%

 是其边际密度。若 ( ) 0Yf y >
%

，则给定Y y=
% %

条件下 X
%
的条件密度函数为 

|

( , )
( | ) ,

( )
m

X Y
Y

f x y
f x y x

f y
= ∈

% %
%

% ¡%% %%
%

。 
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注：由定理 3.1知，jpdf ( , )f x y
% %

 与 条件 pdf有如下关系 

| |( ) ( | ), if  ( ) 0, ( ) ( | ), if  ( ) 0,
( , )

0, else. 0, else.
X Y X X Y X Y Yf x f y x f x f y f x y f y

f x y
> > 

= = 
 

 

 

例 3.9 设 (X,Y) 服从圆 2 2{( , ) : 1}x y x y+ ≤  内的均匀分布，求条件密度。 

解：(X,Y) 的 jpdf 为 2 21( , ) ( 1)f x y I x y
π

= + ≤ 。X的 mpdf为 

2

2

1 2
( 1,1) ( 1,1)1

( ) ( , )

1 2( ) 1 ( ).

X

x

x

f x f x y dy

dy I x x I x
π π

∞

−∞

−

− −− −

=

= ⋅ = −

∫

∫
 

故 ( 1,1)x ∈ −  时 ( ) 0Xf x > 。给定 ( ( 1,1))X x x= ∈ − 条件下 Y 的条件密度函数为 

2 2| ( 1 , 1 )2

( , ) 1( | ) ( ).
( ) 2 1

Y X x x
X

f x yf y x I y
f x x − − −

= =
−

 

同理可得，给定 ( ( 1,1))Y y y= ∈ − 条件下 X 的条件密度函数为 

2 2| ( 1 , 1 )2

( , ) 1( | ) ( ).
( ) 2 1

X Y y y
Y

f x yf x y I x
f y y − − −

= =
−

 

可见，mpdf ( )Xf x  与条件 pdf | ( | )X Yf x y  是不同的。这说明 X与 Y是有关系的。 

 

例 3.10 设 ( , ) ~ ( , )kX Y N µ Σ
% % %

，其中 X
%
是 m维子向量。求给定 Y y=

% %
条件下 X

%
的

条件密度。 
 
 

§3.4  随机变量的独立性 

随机变量之间的独立性，也是随机事件独立性概念的推广。 
 

定义 3.6 设 1( , , )rX XL
% %

 是 k维 r. vec.，其中 jX
%
是 jk 维子向量，

1

r
jj

k k
=

=∑ 。若有 

( ) 1
1

, 1, , ( ), ( , , )
r

k
j j j j r

j
P X x j r P X x x x

=

≤ = = ≤ ∀ ∈∏L L ¡
% %% % % %

， 

则称子向量 1, , rX XL
% %

 之间相互独立。 
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注：若 1( , , )rX XL
% %

的 jdf 为 1( , , )rF x xL
% %

，则 1, , rX XL
% %

 之间相互独立等价于 

1 1
1

( , , ) ( ), ( , , )
r

k
r j j r

j
F x x F x x x

=

= ∀ ∈∏L L ¡
% % % % %

， 

其中 ( )jF ⋅  是 jX
%

 的 mdf。  

 

定理 3.2  随机向量 1, , rX XL
% %

 之间相互独立等价于 

11
11

{ } ( ), , , .k kr

r r

j j j j r
jj

P X A P X A A A
==

 
∈ = ∈ ∀ ∈ ∈ 

 
∏ ¡ ¡

L
% %I B B  

 
注： 

l 对于离散型随机向量， 1, , rX XL
% %

 之间相互独立等价于 

( ) 1
1

, 1, , ( ), ( , , )
r

j j j j r
j

P X x j r P X x x x D
=

= = = = ∀ ∈∏L L
% %% % % %

。 

 

l 对于连续型随机向量，若 ( )jp ⋅ 是 jX
%
的 mpdf，则 1, , rX XL

% %
 之间相互独立等价

于 

1 1
1

,( , , ) ( ) ( , , )
r

k
r j j r

j
p x x p x x x

=

∀= ∈∏L L ¡
% % % % %

 

 是 1( , , )rX XL
% %

的 jpdf。 

 

l 对于随机向量 ( , )X Y
% %

，若对于任意使 ( ) 0Yp y >
% %

 的 y
%
，在给定 Y y=

% %
条件下，

X
%
的条件分布都与 y

%
无关，则 ,X Y

% %
 相互独立。 

 
 
性质： 

设 1, , rX XL
% %

 之间相互独立，则若将它们分割成互不相交的 m 个块，则这 m 个

块各自的函数 1 2, , , mY Y YL  之间相互独立。 
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例 3.11  

(1) 续例 3.5. 有放回情形下 1 2,X X 相互独立，无放回情形下不独立。 

一般地，二个离散型随机变量相互独立等价于它们的联合分布列的各行成比例，或者各

列成比例。 
 

(2) 设 1 2( , ) ~ ( )X X U D 。当 D  是 2¡ 中的矩形时， 1 2,X X 相互独立；反之，不独

立。 
 

(3) 设 ( , ) ~ ( , )kX Y N µ Σ
% %

，其中
11 12
'
12 22

Σ Σ 
Σ =  Σ Σ 

。则 ,X Y
% %

相互独立等价于 12 0Σ = 。 

 
 
 
 

§3.5  随机变量、向量函数的分布 
 

在概率统计的理论与应用中，经常涉及到计算随机变量或随机向量的函数的分布问题。

设 X 是定义在概率空间 ( , , )S PF  上的一个 k 维随机向量， ( ) : k mg ⋅ →¡ ¡  是一个 m

维 ( )m k≤ 的函数。记 ( )Y g X= ，那么，Y 是一个 m 维的随机向量，它的概率分布完全

由 X的概率分布决定。本节讨论如何根据 X 的分布来求 Y 的分布。 
 

支撑（support）：设 ( )p x 是一个 pdf或分布列，则称 { : ( ) 0}x p x= >X  为该分布的支撑。 

 

若 ( )Y g X= ，X 是 X分布的支撑。则 Y分布的支撑为 { : ( ), }y y g x x= = ∈Y X 。 

 

一、X是离散型分布的情况 

设 X 是离散型的 r. vec.，其分布列为  ( ),P X x x= ∈X 。则 Y 也是一个离散型 r. 

vec。其分布列的计算步骤为： 

1) 计算出 Y的支撑 { ( ) : }y g x x= = ∈Y X ； 

2) 计算 
{ : ( ) }

( ) ( ), .
x g x y

P Y y P X x y
∈ =

= = = ∀ ∈∑
X

Y  （ 把相同的 ( )g x 合并，对应

的概率值相加。） 
 



 35 

例 3.12  (1) 设 r. v. X 的分布列为 
X -2 -1 0 1 2 
P 0.2 0.1 0.1 0.3 0.3 

求 2Y X X= + 的分布列。 

 
解：列表计算 Y 的可能取值： 

X -2 -1 0 1 2 
2Y X X= +  2 0 0 2 6 

P 0.2 0.1 0.1 0.3 0.3 
得 Y的分布列为 

Y 0 2 6 
P 0.2 0.5 0.3 

 

(2)  (Poisson 分布的独立可加性) 设 ~ Poi( ), 1,2j jX jλ = ，且 1 2,X X 相互独立，

则 1 2 1 2~ Poi( )Y X X λ λ= + + 。 

解：显然，Y的支撑为非负整数。 

1 2

1 2
0

1 2
0

1 2
0

( )
1 2

( ) { , }

{ , } ( )

( ) ( ) ( )

......
1 ( ) , 0,1, 2,
!

k

i

k

i
k

i

k

P Y k P X i X k i

P X i X k i

P X i P X k i

e k
k

λ λλ λ

=

=

=

− +

 = = = = − 
 

= = = −

= = = −

=

= + =

∑

∑

∑

L

卷积公式

独立性  

所以 1 2~ Poi( )Y λ λ+ 。 

 

一般地，若  ~ Poi( ), 1, 2, ,j jX j nλ = L ，且  1 2, , , nX X XL 相互独立，则

1 1
~ Poi( )n n

j jj j
Y X λ

= =
= ∑ ∑ 。 

 

(3) （二项分布的独立可加性）若 ~ B( , ), 1, 2, ,j jX n p j m= L ，且 1 2, , , mX X XL

相互独立，则
1 1

~ B( , )m m
j jj j

Y X n p
= =

= ∑ ∑ 。 
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二、X是连续型分布的情况 
1. 一一对应变换 

定理 3.3 设 r. vec. 1( , )kX X X= L  具有 jpdf 1( , , )X kp x xL ，其支撑为 X 。 

1 1 1

2 2 1

1

( , , )
( , , )

( , , )

k

k

k k k

y g x x
y g x x

y g x x

=
 =


 =

L
L

L L
L

 在 →X Y 上一一对应，逆变换为

1 1 1

2 2 1

1

( , , )
( , , )

( , , )

k

k

k k k

x h y y
x h y y

x h y y

=
 =


 =

L
L

L L
L

， 

变换的 Jacobi 行列式存在，记为 

1 1 2 1 1

1 2 2 2 21

1

1 2

( , , )
( , , )

k

kk

k

k k k k

x y x y x y
x y x y x yx xJ

y y
x y x y x y

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂∂

= =
∂

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

L
LL

L L L LL
L

。 

则随机向量 

1 1 1

2 2 1

1

( , , )
( , , )

( , , )

k

k

k k k

Y g X X
Y g X X

Y g X X

=
 =


 =

L
L

L L
L

 的 jpdf 为 

1 1 1 1
1

( ( , , ), , ( , , )) | |, ( , , ) ,
( , , )

0, else.
X k k k k

Y k

p h y y h y y J y y
p y y

⋅ ∈
= 



L L L L
L

Y
 

 
 

例 3.13 

(1) （对数正态分布 LN(µ, σ 2)）设 2~ ( , ), XX N Y eµ σ = ，求 Y 的 pdf。 

解：显然， , += =¡ ¡X Y ，且 xy e= 是 →X Y  上一一对应的变换，逆变

换为 logx y= ，
1dxJ

dy y
= = 。因为 X 的 pdf 为 

2

2
( )

21( ) ,
2

x

Xp x e x
µ

σ

πσ

−
−

= ∈ ¡， 

故由定理 3.3得 Y的 pdf为 
2

2
(log )

21 1 , ,( ) 2
0, else.

y

Y
e yp y y

µ
σ

πσ

−
−

+


∈= 



¡
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(2) （逆 Gamma分布）设 
1~ ( , ),X Gamma Y
X

α β = ，求 Y 的 pdf。 

 

(3) （多元正态的线性变换）设 ~ ( , ),kX N Y AX bµ Σ = + ，其中 A是给定的 k阶

非退化的方阵，b是给定的 k维列向量。则 ~ ( , ')kY N A b A Aµ + Σ 。 

 
 
2.  m<k的变换 
方法一，补一些变换，构造成一一对应变换，然后通过边际分布求得。 

 

2.1 求随机变量和的分布。 设 1 2 1 2( , ) ~ ( , )XX X p x x ，求 1 2Y X X= +  的分布。 

先求 1 1

1 2

Y X
Y X X

=
 = +

 的 jpdf，然后对之积分获得 Y的 pdf，即 1( , )Y Y 的 mpdf。 

由定理 3.3得， 

1 , 1 1 1 2 1

1 1

( , ) ( ( , ), ( , )) | |

( , ),
Y Y X

X

p y y p x y y x y y J
p y y y

=

= −
 

因此，Y 的 pdf为 

1 1 1( ) ( , )Y Xp y p y y y dy
∞

−∞
= −∫ .   （卷积公式） 

若 1 2,X X 相互独立，则 

1 21 1 1( ) ( ) ( )Y X Xp y p y p y y dy
∞

−∞
= −∫ 。 

多个随机变量之和的分布也类似可求。 
 
 
例 3.14  

(1) （多元正态的线性变换）设 ~ ( , ),kX N Y AX bµ Σ = + ，其中 A是给定的m k×

阶行满秩矩阵，b是给定的 m维列向量，m<k。则 ~ ( , ')mY N A b A Aµ + Σ 。 

 

(2)（独立 Gamma分布之和）设 ~ ( , ), 1, ,i iX Gamma i kα β = L ，且 1, , kX XL 相互

独立，则 
1 1

~ ( , )k k
i ii i

Y X Gamma α β
= =

= ∑ ∑ 。 

 
 

2.2 求随机变量商的分布。设 1 2 1 2( , ) ~ ( , )XX X p x x ，求 1 2/U X X=  的分布。 
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先求 1 2

2

/U X X
V X
=

 =
 的 jpdf，然后对之积分获得 U的 pdf，即 ( , )U V 的 mpdf。 

由定理 3.3得， 

, 1 2( , ) ( ( , ), ( , )) | |
( , ) | |,

U V X

X

p u v p x u v x u v J
p uv v v

=

=
 

因此，U 的 pdf为 

( ) ( , ) | |U Xp u p uv v v dv
∞

−∞
= ∫ . 

 
 
方法二，先求 U的分布函数，再求 pdf。 
U 的分布函数为 

/

0

0

/ 0

0

( ) ( , )

( , ) ( , )

( , ) | | ( , )

( , ) | |

( , ) | |

U X
x y u

uy

X Xuy

let t x y u u

X X

u

X

u

X

F u p x y dxdy

p x y dx dy p x y dx dy

p ty y y dt dy p ty y ydt dy

p ty y y dt dy

p ty y y dy d

≤

∞ ∞

−∞ −∞

= ∞

−∞ −∞ −∞

∞

−∞ −∞

∞

−∞ −∞

=

   = +      

   = +      
 =   
 =   

∫∫

∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫ , .t u∀ ∈ ¡

 

所以 U 的密度函数为 

( ) ( , ) | |U Xp u p uy y y dy
∞

−∞
= ∫ . 

 
 

2.3 求随机变量最大值、最小值的分布。  设 1 2, , , nX X XL  i.i.d. ( )f x 。记 

1 2min( , , , )nY X X X= L ， 1 2max( , , , )nZ X X X= L 。求 ,Y Z的概率密度。 

记 ( )f x  对应的分布函数为 ( )F x 。Y 的分布函数为 

[ ]

1

1

1

1

( ) ( ) (min{ , , } )
1 (min{ , } )

1 ( { })

1 ( )

1 1 ( ) , ,

Y n

n
n

i
i

n

i
i

n

F y P Y y P X X y
P X X y

P X y

P X y

F y y

=

=

= ≤ = ≤
= − >

= − >

= − >

= − − ∀ ∈

∏

L
L

¡

I  



 39 

对其求导可得 Y 的 pdf为 

[ ] 1( ) 1 ( ) ( ), .n
Yf y n F y f y y−

= − ∈ ¡  

 
Z 的分布函数为 

[ ]

1

1

( ) ( ) (max{ , , } )

( { })

( ) , ,

Z n
n

i
i

n

F z P Z z P X X z

P X z

F z z
=

= ≤ = ≤

= ≤

= ∀ ∈

L

¡

I  

对其求导可得 Z 的 pdf为 

[ ] 1( ) ( ) ( ), .n
Zf z n F z f z z−

= ∈¡  

 
 

2.4 求次序统计量的分布——概率元法 
 
 
3. “多对一”的变换 

定理 3.4 设 r. vec. 1( , )kX X X= L  具有 jpdf 1( , , )X kp x xL ，支撑为X 。 1, , rX XL

是X 的一个分割。函数 

1 1 1

2 2 1

1

( , , )
( , , )

( , , )

k

k

k k k

y g x x
y g x x

y g x x

=
 =


 =

L
L

L L
L

 在 i i→X Y 上一一对应，逆变换为

1 1 1

2 2 1

1

( , , )
( , , )

( , , )

i k

i k

k ik k

x h y y
x h y y

x h y y

=
 =


 =

L
L

L L
L

， 

变换的 Jacobi 行列式存在，记为 iJ ， 1, ,i r= L 。 

则随机向量 

1 1 1

2 2 1

1

( , , )
( , , )

( , , )

k

k

k k k

Y g X X
Y g X X

Y g X X

=
 =


 =

L
L

L L
L

 的 jpdf 为 

1 1 1 1 1
1

( , , ) ( ( , , ), , ( , , )) | | ( , , )
i

r

Y k X i k ik k i k
i

p y y p h y y h y y J I y y
=

= ⋅∑ YL L L L L 。 
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第四章  数字特征 
 

虽然，随机变量、随机向量的统计规律可由其概率分布全面地描述，但实际应用中往往

需要用少量数值去概括一个概率分布的主要特征。这些数值就称为概率分布的数字特征。数

字特征完全由分布决定 
常用的数字特征有： 
² 矩 (moments)，包括原点矩与中心矩两类，数学期望、方差、协方差是其中最常用
的数字特征。 

² 与矩有关的数字特征，如标准差、偏度系数、峰度系数、相关系数等。 
² 分位点（quantiles），常用的有第一四分位数、第三四分位数、中位数等。 
² 与分位点有关的数字特征，如四分位间距、极差等。 
² 众数。 
 
 

§4.1  数学期望 (Expectation) 
 

数学期望是最重要、最基本的数字特征。直观含义是将随机变量的可能取值按其相应的

概率加权平均。是刻划随机变量分布的中心位置的一种办法。源于 17世纪 Pascal对于分赌
注问题的研究。 

 
（分赌注问题）甲乙两人各出赌注 50法郎，用轮流掷一枚均匀硬币进行赌博。规则是

掷一次硬币算一局，得正面算甲胜，得反面算乙胜。谁先胜三局就赢得全部 100法郎赌注。
掷三次硬币后，甲胜两局乙胜一局，赌博因故中止。问这 100法郎赌注该如何分配才算合理？ 
 
 

定义 4.1 设 r.v. X 的分布函数为 F(x)， ( ) :g x →¡ ¡是一已知函数，若 Lebesgue－Stieltjes 

积分 | ( ) | ( )g x dF x
∞

−∞
< ∞∫ ，则称 L-S 积分 ( ) ( )g x dF x

∞

−∞∫  为 ( )g X  的数学期望，

记为 ( )Eg X 。 

 
注 4.1： 

(1) ( )g x x≡ 时，即得 EX 。 

 

(2)  L-S 积分是 Riemann-Stieltjes 积分的推广。 [ , ]a b  上 R-S 积分 ( ) ( )
b

a
g x dF x∫  的含

义是：和式 1
1

( )[ ( ) ( )]
n

i i i
i

g F x F xξ −
=

−∑  在分割细度趋于零时的极限。 
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(3)  当 ( )F x  为阶梯函数时，即 X 具有离散型分布，设其分布列为 { ( ) : }P X x x= ∈X ，

则  ( ) ( ) ( )
x

Eg X g x P X x
∈

= =∑
X

。 

(4) 若 X 具有连续型分布， ( )p x 为其密度函数，则  ( ) ( ) ( )Eg X g x p x dx
∞

−∞
= ∫ ，此处的

积分往往等同于 Riemann积分。 

(5) 若记 ( )Y g X= ，其分布函数为 ( )YF y ，则可证明 

( ) ( ) ( )YEY ydF y g x dF x
∞ ∞

−∞ −∞
= =∫ ∫ 。 

 
 

定义 4.2 设 r.vec. 1( , , )nX XL  的分布函数为 1( , , )nF x xL ， 1( , , ) : n
ng x x →L ¡ ¡是一

已知函数，若 Lebesgue－Stieltjes 积分 1 1| ( , , ) | ( , , )
n

n ng x x dF x x < ∞∫
¡

L L ，则称 L-S 

积 分  1 1( , , ) ( , , )
n

n ng x x dF x x∫
¡

L L  为  1( , , )ng X XL  的 数 学 期 望 ， 记 为 

1( , , )nEg X XL 。称 1( , , )nEX EXL  为 r.vec. 1( , , )nX XL  的期望向量。 

 
注 4.2： 

(1)  若记 1( , , )nY g X X= L ，其分布函数为 ( )YF y ，则可证明 

1( ) ( , , ) ( )
n

Y nEY ydF y g x x dF x
∞

−∞
= =∫ ∫

¡

L 。 

特别地，取 1( , , )n jg x x x=L ，则得 

1( , , ) ( )
n

j j n j j jEX x dF x x x dF x
∞

−∞
= =∫ ∫

¡

L 。 

(2)  当 1( , , )nX XL  具有离散型分布时， 

1

1 1 1 1
( , , )

( , , ) ( , , ) ( , , )
n

n n n n
x x

Eg X X g x x P X x X x
∈

= = =∑
XL

L L L 。 

(3)  当 1( , , )nX XL 具有连续型分布， 1( , , )np x xL 为其密度函数，则  

1 1 1 1( , , ) ( , , ) ( , , )n n n nEg X X g x x p x x dx dx
∞ ∞

−∞ −∞
= ∫ ∫L L L L L ， 

此处的积分一般等于 n-重积分。 
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数学期望的性质 

(1)  若 ( ) ,a g x b x≤ ≤ ∀ ，则 ( )a Eg X b≤ ≤ 。特别地，Ec c= 。 

(2) （线性性质） [ ]1 2 1 2( ) ( ) ( ) ( )E ag X bg X c aEg X bEg X c+ + = + + 。 

(3)  若 1 2( ) ( ),g x g x x≥ ∀ ，则 1 2( ) ( )Eg X Eg X≥ 。 

(4)  若 1, , rX XL
% %

相互独立， jX
%

 的维数为 jk ， ( ) : jk
jf ⋅ →¡ ¡， 1, ,j r= L ，则 

[ ]1 1 1 1( ) ( ) ( ) ( )r r r rE f X f X Ef X Ef X=L L
% % % %

。 

 

注 4.3 性质中 X 可以是 n-维随机向量，相应的 1 2( ), ( ), ( )g g g⋅ ⋅ ⋅ 为 n →¡ ¡的函数。 

 
 
例 4.1 

(1) 设 ~ ( , )X B n p ，则 EX np= 。 

(2) 设 ~ ( )X Poi λ ，则 EX λ= 。 

(3) 设 ~ ( )X Ge p ，则 
1EX
p

= 。 

(4) 设 ~ ( , )X U a b ，则 
2

a bEX +
= 。 

(5) 设 ~ ( )X Exp λ ，则 
1EX
λ

= 。 

(6) 设 2~ ( , )X N µ σ ，则 EX µ= . 

(7) 设 X 的分布列为 ( 1) 2 / 2 , 1, 2,k k kP X k k− = − = =  L。虽然 

1
( 1) 2 / 2 log 2k k k

k
k

∞
−

=

− ⋅ = −∑ ， 

但该级数不绝对收敛，所以 X的期望不存在。 

(8) 设 X 服从 Cauchy分布，pdf为 2

1( ) ,
(1 )

p x x
xπ

= ∈
+

¡，则 EX不存在。 

(9) 设 2 2~ ( , ), ~ ( , )XX N Y e LNµ σ µ σ= ，则 

2
2

2
1 ( )

2 21
2

xX xEY Ee e e dx e
σµ µ

σ

πσ

− −∞ +

−∞
= = =∫ 。 
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(10)  设 1 2 1 2, . . . Exp( ), max( , )X X i i d Y X Xλ = ，则 

1

1

1 2 1 2 1 2

1 1 2 1 2 2 1 2 1 20 0 0

max( , ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

3 .
2

x

x

EY x x p x p x dx dx

x p x p x dx dx x p x p x dx dx

λ

∞ ∞

−∞ −∞

∞ ∞ ∞

=

= +

=

∫ ∫
∫ ∫ ∫ ∫  

(11)  设 ~ ( ; , )X HG n N M ，即分布列为 

( ) , max{0, ( )}, , min{ , }

M N M
k n k

P X k k n N M M n
N
n

−  
  −  = = = − −

 
 
 

L  

则 
MEX n
N

= ⋅ 。 

(12) 2~ ( ), ; ~ ( ), 0 ( 1); ~ ( , ), ( 2).
2

nX n EX n X t n EX n X F m n EX n
n

χ = = > = >
−

 
 
 
 
 

§4.2  方差 (Variance) 
 

定义 4.3 若 2( )E X EX−  存在，则称之为 r.v. X 的方差，记为 Var( )X 。称 Var( )X 为

X的标准差（standard deviation, std）。 
 

方差是刻划随机变量取值分散程度的一个量，方差越小说明 X 的取值越集中，越大则
越分散。方差存在则期望一定存在；反之不然。 
 
 
计算方法 

l 

2

2

( ) ( ),
Var( )

( ) ( ) , .

x
x EX P X x X

X
x EX p x dx X

∈

∞

−∞

 − =
= 
 −

∑

∫
X

离散型分布,

连续型分布
 

l 2 2Var( ) ( )X EX EX= −  
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方差的性质 

(1) c为常数，则 Var( ) 0c = 。 

(2) a，c为常数，则 2Var( ) Var( )aX c a X+ = 。 

(3) 2Var( ) min ( )
c

X E X c= − 。 

(4) 若 1, , nX XL  相互独立，则  
1 1

Var( ) Var( )
n n

i i
i i

X X
= =

=∑ ∑ 。 

(5) (Chebyshev 不等式) 若 2, Var( )EX Xµ σ= = ，则对 0t∀ > ，有 

( )
2

2| |P X t
t
σ

µ− ≥ ≤ 。 

若令 t cσ= ，则有 

( ) 2

1| |P X c
c

µ σ− ≥ ≤ 。 

Chebyshev不等式的一般形式： 

设 X是一个 r.v.，g(x)是一个非负函数，则对 0r∀ > ，有 
( )( ( ) ) Eg XP g X r
r

≥ ≤ 。 

(6) ( ) 0 ( ) 1.Var X P X EX= ⇐⇒ = =  

 
 
随机变量的标准化 

若  2, Var( ) 0EX Xµ σ= = > ，则称  * XX µ
σ
−

=  是 X 的标准化。易知，

* *0, Var( ) 1EX X= = 。 

 
 
例 4.2 

(1) 设 ~ ( , )X B n p ，则 EX np= ， ( ) (1 )Var X np p= − 。 

(2) 设 ~ ( )X Poi λ ，则 EX λ= ， ( )Var X λ= 。 

(3) 设 ~ ( )X Ge p ，则 
1EX
p

= ， 2

1( ) pVar X
p
−

= 。 

(4) 设 ~ ( , )X U a b ，则 
2

a bEX +
= ，

21( ) ( )
12

Var X b a= − 。 

(5) 设 ~ ( )X Exp λ ，则 
1EX
λ

= ， 2

1( )Var X
λ

= 。 
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(6) 设 2~ ( , )X N µ σ ，则 EX µ= ，
2( )Var X σ= 。 

(7)  
2~ ( ), , ( ) 2 ;

~ ( ), 0 ( 1), 2 ( ) ;
2

~ ( , ), ? ( ) ?

X n EX n Var X n
nX t n EX n n Var X

n
X F m n EX Var X

χ = =

= > > =
−

= =

时  

 
 

§4.3  协方差与相关系数 
协方差与相关系数是刻划两个 r.v. 之间线性相关程度的数字特征。 
 

定义 4.4 若 ( )( )E X EX Y EY− − 存在，则称之为 r.v. X 与 Y 的协方差，记为 ( , )Cov X Y 。

定义 4.5 若 ( ) ( ) 0Var X Var Y⋅ > ，则称
( , )

( ) ( )
Cov X Y

Var X Var Y
为 X与 Y的相关系数，记为 ,X Yρ 。 

 
注： 

l ,

0, ,
( , )( ) 0, ,

0, ,
X Y

X Y
Cov X Y or X Y

X Y
ρ

>
=
<

称 正相关

称 不相关

称 负相关

 

l 设 * *,X Y  分别是 r.v. X, Y 的标准化，则 * *
* *

, ,( , ) X Y X YCov X Y ρ ρ= = 。 

 
性质 

1. ( , ) ( , )Cov X Y Cov Y X= 。 

2. ( , ) ( )Cov X Y E XY EX EY= − ⋅ 。 

3. ( , ) ( ); ( , ) 0,Cov X X Var X Cov X c c= = ∀常数 。 

4. ( , ) ( , )Cov aX b cY d acCov X Y+ + = 。 

5. 1 2 1 2( , ) ( , ) ( , )Cov X X Y Cov X Y Cov X Y+ = + 。 

6. 与方差的关系： ( ) ( ) ( ) 2 ( , )Var X Y Var X Var Y Cov X Y+ = + + 。 

7.  (Cauchy-Schwartz 不等式) 

对任意随机变量 X,Y 有 [ ]2 2 2( )E XY EX EY≤ ⋅ ；等号成立当且仅当存在不全为 0 的
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a, b, 使得 ( 0) 1P aX bY+ = = 。 

推论 1. [ ]2( , ) ( ) ( )Cov X Y Var X Var Y≤ ⋅ ；等号成立当且仅当存在不全为 0 的 a, b, 使

得 ( ) 1P aX bY c+ = = 。 

推论 2. ,, , | | 1;X YX Y ρ∀ ≤  

,

, ,

1 0, , ( ) 1,
0 1, 0 1.

X Y

X Y X Y

a b P Y aX b
a a

ρ

ρ ρ

= ± ⇐⇒ ∃ ≠ ∋ = + =

> = < = −且当 时 当 时
 

 

8. (独立与不相关) 若 X, Y 独立，则 ( , ) 0Cov X Y = ；反之不成立。 

 

例 4.3 设 ( , )X Y  服从单位圆内的均匀分布，则 ( , ) 0Cov X Y =  但两者不独立。 

 

例 4.4 设 ( , )X Y  服从二元正态分布，则 X与 Y相互独立等价于 ( , ) 0Cov X Y = 。 

 
 

定义 4.6 设  1( , , ) 'nX X X= L
%

 是一个随机向量，记  ( , )ij i jb Cov X X= ，称 

( ) ( , )ˆij n nb Cov X X× =
% %

 为 X
%
的协方差矩阵；记 ,i jij X Xr ρ= ，称 ( ) ( , )ˆij n nr Corr X X× =

% %

为 X
%
的相关系数矩阵。 

 
 
性质： 

若 ( , ), , 1, ,i jCov X X i j n= L 存在，则 ( , ), ( , )Cov X X Corr X X
% % % %

 非负定。 

 
 

例 4.5 若 ~ ( , )kX N µ Σ ，则  

1 1

; ( , ) ;
, , , ,k k

EX Cov X X
X X X X

µ= = Σ

L L两两不相关等价于 独立.
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§4.4  其他数字特征 
矩及与矩有关的数字特征 

k阶原点矩： , 1, 2,kEX k = L  

k阶中心矩： ( ) , 1, 2,kE X EX k− = L  

偏度系数：
[ ]

3

3 3/ 2

( )
( )

E X EX
Var X

γ
−

=  

峰度系数：
[ ]

4

4 2

( ) 3
( )

E X EX
Var X

γ
−

= −  

变异系数：
( )

( 0)
Var X

CV EX
EX

= >  

对于随机向量，还常用到各阶混合矩。 
 
 
条件期望与条件方差 
 

[ ]
[ ] [ ]

( ) ( | )

( ) ( | ) ( | )

E X E E X Y

Var X E Var X Y Var E X Y

=

= +
 

 
 
与数学期望有关的常用不等式 
 
1. Chebychev’s Inequality 

设 X是一个 r.v.，g(x)是一个非负函数，则对 0r∀ > ，有 
( )( ( ) ) Eg XP g X r
r

≥ ≤ 。 

 
2. Hölder Inequality 

设 X, Y 是任意两个随机变量，常数 p, q 满足 
1 1 1
p q

+ = ，则 

( ) ( )
1 1

| | | | | | | |p qp qEXY E XY E X E Y≤ ≤ 。 

 
3. Cauchy-Schwartz Inequality 

设 X, Y 是任意两个随机变量，则 

( ) ( )
1 1

2 22 2| | | | | | | |EXY E XY E X E Y≤ ≤ 。 
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4. Minkowski Inequality 

设 X, Y 是任意两个随机变量，则对 [1, )p∀ ∈ ∞  有 

( ) ( )
1 11

| | | | | |p p pp ppE X Y E X E Y + ≤ +  。 

 
5. Jensen Inequality 

设 ( )g x  为 (a,b) 上的凸函数，X 是 (a,b) 上的随机变量且 EX有限，则 

( ) ( )g EX Eg X≤ 。 

若 ( )g x  严凸且 ( ) 0P X EX≠ > ，则不等号严格成立。 

 

（多元情形） 随机向量 X 定义于开凸集 kS ∈¡ 上，且 X 的期望向量 EX 存在、有

限， ( )g x  为  S 上的凸函数，则  ( ) ( )g EX Eg X≤ 。若  ( )g x  严凸且

( ) 0P X EX≠ > ，则不等号严格成立。 
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第五章  特征函数 
 

特征函数是分布函数的 Fourier 变换，是全面描述概率分布的又一个工具，在处理有些
问题时非常方便。它能把求解独立同分布随机变量和的分布的卷积运算转换成乘法运算，能

把求分布各阶矩的运算转换成微分运算，还能把求随机变量序列极限分布的问题转换为一般

的函数极限问题。 
 

一、随机变量的特征函数 

定义 5.1  (特征函数) 设 X 是一个随机变量，分布函数为 ( )F x  ，则称 

( )( ) ( ), ( , )itX itxt E e e dF x tϕ
∞

−∞
= = ∈ −∞ ∞∫  

为 X (或 ( )F x ) 的特征函数 (characteristic function)。其中 1i = −  是虚数单位。 

 
 
注： 

l 由欧拉公式知 cos( ) sin( )itxe tx i tx= + ，因而 ( ) cos( ) sin( )t E tX iE tXϕ = + ，它是一

个实变量的复值函数。由于 | | 1itxe = ，所以特征函数 ( )tϕ  对 ( , )t∀ ∈ −∞ ∞  都有意义。 

l 特征函数只依赖于分布函数，由分布所决定。 

l 若 X 服从离散型分布，分布列为 { ( ), 1, 2, }jP X x j= = L ，则 X的特征函数为 

1

( ) ( ),jitx
j

j
t e P X x tϕ

∞

=

= = ∈∑ ¡； 

若 X 具有连续型分布，密度函数为 ( )p x ，则 X 的特征函数为 

( ) ( ) ,itxt e p x dx tϕ
∞

−∞
= ∈∫ ¡。 

 
 
特征函数的性质 

设 ( )tϕ  是某个随机变量的特征函数。 

性质 1. | ( ) | (0) 1, ( ) ( ) .t t tϕ ϕ ϕ ϕ≤ = − =  

 

性质 2. ( )tϕ  在 ( , )−∞ ∞  上一致连续。 
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性质 3.  (非负定性) 对任意正整数 n、任意实数 1, , nt tL ，及任意复数 1, , nz zL ，有 

1 1
( ) 0

n n

u v u v
u v

t t z zϕ
= =

− ≥∑∑ 。 

性质 4. 设 Y aX b= + ，其中 ,a b  为常数，则 Y 的特征函数为 ( ) ( )ibt
Y Xt e atϕ ϕ= 。 

 
性质 5. 两个独立随机变量之和的特征函数等于它们的特征函数之积，即若 X与 Y相互独立，

则 ( ) ( ) ( )X Y X Yt t tϕ ϕ ϕ+ = ⋅ 。该性质亦可推广到 n个独立随机变量之和的情形。 

 

性质 6. 若 X的 k阶矩存在，则 X的特征函数 ( )tϕ  可 k次微分，对 m k≤ 有  

( ) (0) ( )m m mi E Xϕ = ， 

且有如下展式 

2
2( ) ( )( ) 1 ( ) ( )

2! !

k
k kit itt it EX EX EX o t

k
ϕ = + + + + +L 。 

 
 
逆转公式与唯一性定理 

定理 5.1  (逆转公式) 设随机变量 X 的分布函数为 ( )F x ，特征函数为 ( )xϕ ，则对 ( )F x  

的任意两个连续点 1 2x x<  有 

1 2

2 1
1( ) ( ) lim ( )

2

itx itxT

TT

e eF x F x t dt
it

ϕ
π

− −

−→∞

−
− = ∫ 。 

 
定理 5.2  (唯一性定理) 随机变量的分布函数由其特征函数唯一决定。 
 

定理 5.3  若特征函数 ( )tϕ  绝对可积，即 | ( ) |t dtϕ
∞

−∞
< ∞∫ ，则其相应的分布函数 ( )F x  

的导数存在且连续，而且 
1'( ) ( )

2
itxF x e t dtϕ

π

∞ −

−∞
= ∫ 。 

 
 
常用分布的特征函数 

(1) 退化分布 ( ) 1P X c= = ： ( ) ictt eϕ = 。 
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(2) ( , )B n p ： ( ) (1 )
nitt pe pϕ  = + −  。 

(3) ( )Poi λ ： ( 1)( )
itet eλϕ −= 。 

(4) ( , )U a b ： ( )
( )

ibt iate et
it b a

ϕ
−

=
−

。 

(5) 
2 2(0,1) : ( ) tN t eϕ −= ；    

2 2

2 2( , ) : ( )
ti t

N t e
σ

µ
µ σ ϕ

−
= 。 

(6) 1( ) : ( ) (1 )itExp tλ ϕ
λ

−= − 。 

(7) ( )( , ) : ( ) 1G mma t it αα α β ϕ β −= − 。 

(8) | |(1) (Cauchy distribution)     ( ) tt t eϕ −=: 。 

 
 

二、随机向量的特征函数 

定义 5.2  (随机向量的特征函数) 设随机向量 1( , , )kX XL  的分布函数为 1( , , )kF x xL ，

则称 

1 1 1 1( ) ( )
1 1 1( , , ) ( , , ), ( , , )k k k ki t X t X i t x t x k

k k kt t E e e dF x x t tϕ
∞ ∞+ + + +

−∞ −∞
 = = ∈  ∫ ∫L LL L L L ¡  

为 1( , , )kX XL  (或 1( , , )kF x xL ) 的特征函数。 

 
性质 

设 ( ), kt tϕ ∈¡
% %

 是 k维随机向量的特征函数。 

(1) | ( ) | (0) 1, ( ) ( ) .t t tϕ ϕ ϕ ϕ≤ = − =
% % % %

 

 

(2)  ( )tϕ
%

 在 k¡  上一致连续。 

 
(3)  两个相互独立、维数相同的随机向量之和的特征函数等于它们的特征函数之积，即若 X

与 Y相互独立，则 ( ) ( ) ( )X Y X Yt t tϕ ϕ ϕ+ = ⋅
% % %

。该性质可推广到 n个独立随机向量之和的

情形。 
 
(4) （唯一性定理）随机向量的分布函数与特征函数一一对应。 
 

(5)  若矩 ( )1
1

kmm
kE X XL  存在，则 
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( )
1

11

1

( )
1

1 0

( )k
k k

k

m m
m m mm
k mm

k t

tE X X i
t t

ϕ+ +
− + +

=

 ∂
=  ∂ ∂ 

L
L

% %

L %L
。 

 

(6)  设 k 维随机向量  (1) (2) (1) (2)( , ) ~ ( , )X X X t tϕ=
% %

，其中 m ( m k< )维子向量 

(1) (1)
1~ ( )X tϕ

%
， k m− 维子向量 (2) (2)

2~ ( )X tϕ
%
。则 

a) (1)X 的特征函数 (1) (1)
1( ) ( ,0)t tϕ ϕ=

% % %
； 

b) (1) (2),X X 相互独立当且仅当 (1) (2) (1) (2)
1 2( , ) ( ) ( )t t t tϕ ϕ ϕ=

% % % %
。 

 

(7)  若 ~ ( ),X t Y AX bϕ = +
% %

，则 Y 的特征函数为 '( ) ( ' )ib t
Y Xt e A tϕ ϕ= % %

% %
。 

 

(8)  k维随机向量 X 的分布由一切形如 ' , ka X a ∈ ¡
% %

 的分布唯一决定。 

证：因为 'a X
%

的特征函数为 ( ' )( ) it a X
a t E eϕ  =  %
%

。取 1t =  得 '(1) ia X
a E eϕ  =  %
%

，

把它看作 a
%

 的函数正好是 X 的特征函数。由唯一性定理知，它决定了 X的分布。 
 
 

多元正态分布的特征函数 

~ ( , )kX N µ Σ
%

，则 X 的特征函数为  
1' '
2( )

it t t
t e

µ
ϕ

− Σ
= % % %%

%
。 

 
 

三、其他生成函数 

矩母函数 (moment generating function)：设 ~ ( )X F x ，若存在 0h > ，使得 ( , )t h h∀ ∈ − ， 

tXEe  存在，则称 ( ) tX
XM t Ee=  为 X (或 ( )F x ) 的矩母函数。 

 

累积量生成函数 (cumulant generating function)： ( ) log[ ( )]XK t M t= 。 
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第六章  概率极限定理 
 

一、 依概率收敛 (Convergence in Probability) 

定义 6.1 （依概率收敛）设 1 2, ,X X L  是一个随机变量序列，X 是一个随机变量。若对 

0ε∀ > ，有 

lim (| | ) 1nn
P X X ε

→∞
− < = ， 

则称序列 { }nX  依概率收敛于 X，记作 n PX X→ 。 

 
注： 

序列  { }nX  服从大数定律 (Law of Large Numbers) 等价于  0n PY → ，其中 

1

1 n

n i n
i

Y X a
n =

= −∑ 。 

 
常见的大数定律 

1.  (常用的形式) 设 1 2, ,X X L  i.i.d.， 2
1 1, ( )EX Var Xµ σ= = < ∞，记 

1

1 n

n i
i

X X
n =

= ∑ 。

则 n pX µ→ 。 （用 Chebyshev 不等式可证） 

 

2.  (Chebyshev LLN) 设 1 2, ,X X L  是一列两两不相关的随机变量序列，各个变量的方差

存在且有共同上界，即 ( ) , 1, 2,iVar X c i≤ = L。则 

1 1

1 1 0
n n

i i p
i i

X EX
n n= =

− →∑ ∑ 。 

 

3. （Markov LLN）设 1 2, ,X X L  是一列两两不相关的随机变量序列，各个变量的方差存

在，且满足 2
1

1 0
n

i
i

Var X
n =

 
→ 

 
∑ 。则  

1 1

1 1 0
n n

i i p
i i

X EX
n n= =

− →∑ ∑ 。 

 

4．（辛钦 LLN）设 1 2, ,X X L i.i.d.，若 1EX µ=  存在，则 n pX µ→ 。 
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定理 6.1 （斯鲁茨基定理）设 1, 2, ,{ , 1}, { , 1}, , { , 1}n n k nX n X n X n≥ ≥ ≥L  是 k个随机变

量序列，且 

, ( ), 1, ,j n P jX a n j k→ → ∞ = L ， 

又 1( , , )kR x xL 是 k元有限的有理函数，则有 

1, , 1( , , ) ( , , )n k n P kR X X R a a→L L 。 

 

定理 6.2 设 n PX X→ ， ( )h ⋅ 是一个连续函数，则 ( ) ( )n Ph X h X→ 。 

 
 

二、 几乎处处收敛 (Almost Sure Convergence) 

定义 6.2 （几乎处处收敛）设 1 2, ,X X L  是一个随机变量序列，X是一个随机变量。若对 

0ε∀ > ，有 

(lim | | ) 1nn
P X X ε

→∞
− < = ， 

则称序列 { }nX  几乎处处收敛于 X，记作 . .nX X a s→ 。 

 
注： 
l 几乎处处收敛强于依概率收敛。通常前者可以推出后者，反之不行。 
l 一个依概率收敛的序列，可以找到一个几乎处处收敛的子列。 
 

定理  6.3 (强大数定律) 设  1 2, ,X X L  i.i.d.， 1EX µ= 存在，记  
1

1 n

n i
i

X X
n =

= ∑ 。则 

. .nX a sµ→ 。 

 
 

三、 分布收敛 (Convergence in Distribution) 
 

定义 6.3 （分布收敛）设 1 2( ), ( ), ( ),F x F x F x L  是一个分布函数的序列，若对 ( )F x 的每

个连续点 x  都有 

lim ( ) ( )nn
F x F x

→∞
= ， 

则称分布函数序列 { ( )}nF x  弱收敛于 ( )F x ，记作 ( ) ( )n WF x F x→ 。 
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若随机变量序列 1 2, ,X X L  的分布函数 ( )nF x 弱收敛于随机变量 X 的分布函数，则

称序列 { }nX  按分布收敛于 X，记作 n DX X→ 。 

 

定理 6.4  若 n PX X→ ，则 n DX X→ 。 

 

定理 6.5 n PX c→ (c 为常数) ( ) ( )n WF x F x⇐⇒ → ，其中 ( )nF x 是 nX 的分布函数，

( )F x 是退化分布 ( ) 1P X c= = 的分布函数。 

 

定理 6.6 分布函数序列 { ( )}nF x  弱收敛于分布函数 ( )F x  的充要条件是相应的特征函数

序列 { ( )}n tϕ  收敛于 ( )F x  的特征函数 ( )tϕ 。 

 
 

中心极限定理的一个常用的形式。设 1 2, ,X X L  i.i.d.， 2
1 1, 0 ( )EX Var Xµ σ= < = < ∞，

记 
1

1 n

n i
i

X X
n =

= ∑ 。则 

2 / 21lim { ( ) }
2

x y
nn

P n X x e dyµ σ
π

−

−∞→∞
− ≤ = ∫ 。 

 

定理 6.7  (Slutsky) 若 n DX X→ ， n PY a→ ，则 

a) n n DY X aX→ ； 

b) n n DX Y X a+ → + 。 
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第七章  样本与统计量 
 

一、 统计学概述 
1. 统计学(statistics) 的由来 

统计源于社会活动中的计数需要，历史可以追溯到原始社会。早期主要为统治者了解人

口、土地、财富等国情的需要服务。 
 
对 statistics一词的由来说法不一，例如有 
² 源于意大利，统计学即国情学（陈希孺《机会的数学》，p55）; 
² 源于 1660年德国人 Hermann Conring（Iversen, G. R.等著，吴喜之等译《统计学－
－基本概念和方法》，p2）; 

² 源于十八世纪中叶德国学者 G. Achenwall（C.R.Rao,《统计与真理－－怎样运用偶
然性》，p31);  

等等。 
 
2. 统计学 
统计学是一门关于收集和分析数据的科学和艺术。（《不列颠百科全书》） 
统计学内容包括：收集数据、分析数据、并从中得到有用信息为决策提供依据的一系列

概念、原则和方法。是一门研究数据的学问。 
 
3. 数理统计(mathematical statistics) 

以研究推断方法为主要目的，是统计学的一个分支，也是现代各类统计学的基础。 
研究的数据 —— 带有随机性的数据。 
研究的方法 —— 以概率论等数学方法为工具 
研究的内容 
² 如何有效地收集数据：采用各种随机抽样方法收集数据，使数据代表性好、尽量避
免主观干扰。有抽样调查、试验设计两个分支。 

² 分析数据：将研究对象的全体视为总体，将获得数据的部分个体视为样本，采用数
学模型描述总体、样本及两者间的关系，由样本数据推断总体信息。 
分析方法有参数估计、假设检验、回归分析、时间序列分析、多元分析、非参数分

析等等 
 

与概率论的差别：是归纳推理而不是演绎。可视为概率论的一种应用。 
本课程中，主要介绍一些统计分析的思想与方法，对数据收集方法不作详细讨论。 
 

4. 统计学的应用领域 
应用涉及：社会、经济状况调查，民意测验、市场调查、收视率调查，保险、金融，司

法，交通，气象、地质，医药、疾病研究，生物、遗传研究，心理学、教育学研究，语

言学研究，航天航空，质量管理等等。 
与具体应用领域相结合，形成特定领域的统计学分支学科，如：计量经济、金融统计、

教育统计、国民经济统计、可靠性统计、生存分析、保险统计、生物医药统计等等，这

些分支学科大多以数理统计为基础。 
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二、 总体与样本 
 总体(population) 
一项统计研究关心的往往是某个特定群体的整体信息。我们称该特定的群体为总体。 

 
总体由个体(element)构成。 
个体是承载数据的基本单位。数据收集是针对个体进行的。但是，统计研究中，收集个

体的数据不是为了研究个体本身，而是为了从个体数据中得到总体的信息。 
 

变量：一项统计研究通常不会对每个个体的一切方面都感兴趣，而只对它的某一项或几

项数量指标感兴趣。由于一个数量指标在各个体上的取值往往是不同的，因而常称为变量，

用大写英文字母 X, Y,... 等表示。 
 
总体分布 
欲研究的某些变量在总体中取各种值的比例分布称为总体分布（类似于概率分布）。统

计研究主要关心的是某些变量的总体分布情况，所以常把总体分布与总体等同看待。 
 
总体分布族 
对欲研究的总体分布，往往有些信息已知，有些信息未知、需要推断。数理统计中，往

往会根据一些已知的信息，对总体分布作一个合理的模型假定。即假定待研究的总体分布是

某个分布族 { ( ; ) : }F x θ θ ∈Θ  中的一员，其中 θ  表示总体分布中的未知的信息。总体分

布究竟是这个分布族中的哪一个，取决于 θ。如果θ是一个维数有限的未知参数向量，则
称相应的总体分布族为参数型的；否则，称为非参数型的。 

 
例 7.1 (1) 为了解上海市居民家庭经济情况，从市区常住户口中随机选取 500户，对他

们去年的收支情况进行详细记录，获得统计数据。根据这些数据对全市家庭去年的收支情况

作推断。 
总体：全部上海市的居民家庭。个体：家庭。变量：各项收入、支出。 
 
(2) 收视率调查。AC尼尔森公司从上海市居民中随机选取 1000户，对每户中若干成员

收视各电视节目的情况用仪器作详细记录。由此对各电视台、节目的收视情况作推断。 
总体：全部上海市居民。个体：居民。 
若用 X＝1表示一个居民一周中看过某节目，X=0表示未看过，则 X就是一个变量，

其总体分布可用 B(1,p)来表示。p是指全部上海市民一周中看过该节目的人数比例。 
若 Y表示一个居民一周中看某节目的时间，则 Y的总体分布可以用某种取值非负

的随机变量的概率分布来描述。 
 
样本(sample)：总体中的部分个体构成的集合。 
样本容量(sample size)：样本中所含个体的数目。 
 
抽样是统计研究中的最常用的一种手段。只要样本对总体有良好的代表性，那就可以对

总体进行合理的推断。抽样方法对样本的代表性有重要影响。 
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通常采用随机抽样，其主要优点： 
² 采用随机化机制抽样，不受主观意志的误导，样本代表性好。 
² 能借助概率统计理论科学地推断总体信息，并对误差大小给出估计。 
² 能根据精度要求、费用限制，事先确定合理的样本容量。 
 
若采用随机方法抽取一个容量为 n的样本，那么抽样之前哪些个体被抽中是不确定的，

因此变量 X的样本观测值也是随机的,记为 1 2, , , nX X XL ，其联合分布称为样本的分布。

抽样之后，变量 X的样本观测值确定下来了，记为 1 2, , , nx x xL 。 样本的分布取决于总体

分布与抽样方法，是统计推断的主要依据。 
 
独立同分布(i.i.d.)的样本（也称简单随机样本）是数理统计中研究得最多的一种情况，

满足如下两条性质： 
² 代表性：样本每一个分量 Xi 的边际概率分布都与总体分布相同； 

² 独立性：样本各分量 1 2, , , nX X XL  之间相互独立。 

对于有限总体进行有放回、等概率的随机抽样得到的就是 i.i.d.样本；但是采取不放回
抽样得到的就不是 i.i.d. 样本。对于无限总体，如果样本可视为在相同条件下重复观测获得，
且各次观测之间互不影响，那么，i.i.d. 是对样本的一种合理假定。 

 

i.i.d. 样本的分布结构较为简单。设总体分布函数为 ( ; )F x θ ，θ  表示未知参数。那么

i.i.d. 样本 1 2( , , , )nX X XL 的联合分布函数为 

1 1
( , , ; ) ( ; )n

sample n ii
F x x F xθ θ

=
= ∏L 。 

若总体分布是连续型的或者离散型的，具有概率密度函数 ( ; )p x θ ，则 i.i.d. 样本的联合密

度函数为 

1 1
( , , ; ) ( ; )n

sample n ii
p x x p xθ θ

=
= ∏L 。 

 
 

三、 描述性统计分析 
 

在收集了数据（样本或普查数据）之后，首先要对数据进行适当的整理、汇总，可以帮

助我们： 
² 检查数据中是否有错漏； 
² 概括数据的主要特征、揭示潜在结构（分布形状如何、变量间的相互关系如何、是
否有离群点等）； 

² 为进一步的分析提供启示。 
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常用方法： 
² 图形：点线图、茎叶图、盒子图、直方图；条形图、饼图；散点图、时间序列图等。 
² 表格：频率分布表、列联表等。 
² 常用统计量：众数、中位数、均值；极差、方差、四分位间距；相关系数等。 
注意：不同的方法适用于不同类型的数据。 

 
 

四、 统计量与抽样分布 
 

定义 7.1 设  1 2( , , , )nX X XL  是从某总体中抽取的一个容量为  n 的样本；

1( , , )nT x xL 是一个实值或实向量值函数，不含任何未知参数，且定义域包含

1 2( , , , )nX X XL 的样本空间。则称 1 2( , , )nT T X X X= L  为统计量(statistic)，其概率分布

称为抽样分布(sampling distribution)。 
 

统计量就是概括、分析样本观测数据的方法。抽样之前，因样本的随机性，统计量也是

随机的。通过抽样分布就能了解统计量所反映的总体信息，以及用之作推断时的效果好坏、

误差大小。抽样分布的研究时数理统计学的一项重要内容。 
 

例 7.2 设总体 2~ ( , )X N µ σ ，其中 2,µ σ  是未知参数。从中抽取一个简单随机样本 

1( , , )nX XL ，则   1 1 2 2 ( ) (1)
1

1 , ,
n

i n
i

X X T X X T X X
n =

= = + = −∑  都是统计量。 

1 2( , )T T 是一个二维的统计量。但  , XX µ
µ

σ
−

−  不是统计量。由正态分布性质知 

2

~ ( , )X N
n

σ
µ ，这就是统计量 X 的抽样分布。 

 

常用统计量及其抽样分布  设 1( , , )nX XL  是来自某总体的样本。 

1. 样本均值 
1

1 n

i
i

X X
n =

= ∑ 。样本均值主要反映总体均值的信息。 

2
2

1

2
1

2

2

, , . . . ( , ) ~ , .

2. , , . . . , ,

(1) , ( ) ;

(2) ~ , .

n

n

X X i i d N X N
n

X X i i d X
EX Var X n

n X N
n

σ
µ σ µ

µ σ

µ σ

σ
µ

 
 
 

= =

 
 
 

L

L

&

样本均值的性质：

1.若 ，则

若 总体 ，总体分布的均值为 方差为 则

当样本容量 充分大时，

定理7.1
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2. 样本方差 

称 ( )22

1

1
1

n

i
i

S X X
n =

= −
− ∑  为样本方差，称  2S S= 为样本标准差。称

( )22

1

1 n

n i
i

S X X
n =

= −∑ 为有偏方差。样本方差主要反映总体方差的信息。 

 
常用公式 

( ) ( )2 22 2 2

1 1 1
( )

n n n

i i i
i i i

Q X X X nX X c n X c
= = =

= − = − = − − −∑ ∑ ∑ 。 

 

( )

2 2 2
1

2
1

2

2
2

2

2

, , . . . ( ) ;

, , . . . ( , )

(1) ~ ,

( 1)(2) ~ ( 1);

(3)

(4) ~ ( 1).

n

n

X X i i d X E S
X X i i d N

X N
n

n S n

X S

n X
T t n

S

σ σ

µ σ

σ
µ

χ
σ

µ

=

 
 
 

−
−

−
= −

L
L

样本方差的性质：

1. 若 总体 ，总体分布的方差为 ，则 

2. 若 ，则

；

与 相互独立；

定理7.2

 

 
3. 样本矩 (sample moments) 

样本各阶矩主要反映总体各阶矩的信息。 
 

样本 v阶原点矩 
1

1 n
v

v i
i

A X
n =

= ∑ ，样本 v阶中心矩 ( )
1

1 n v
v i

i
B X X

n =

= −∑ 。 

 

1

2
2 2

( , , . . .
(1) ( ) ;

1(2) ( ) ( ).

n

v v v

v v v v

X X i i d X
v m E A m

m Var A m m
n

=

= −

7.3 L样本矩的性质) 总体 。

若总体分布的 阶原点矩 存在,则

若 存在，则

定理

 

 
4. 样本偏态系数、峰态系数 
样本偏态、峰态系数主要反映总体分布的偏态、峰态系数的信息。 
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( )

( )

3 3
3/ 23/ 2 2

2

4 4
22 2

2

3 3

n

n

B BSk
B S

B BKu
B S

= =

= − = −

称 为样本偏态系数，

称 为样本峰态系数。

 

 
5. 次序统计量 (order statistics) 

 

1

(1) ( ) (1) ( ) ( )

( , , )
( , , )

n

n n i

X X X n
X X X X X≤ ≤

L
L L

设 是从总体 中抽取一个容量为 的样本，将它们从小到大

排序为 称 为样本的 称 为

个 统计 。

次序统计量；

第i 次序 量

。  

 

(1) 1 2

( ) 1 2

( ) (1)

min{ , , , }

max{ , , , }

(range)

n

n n

n

X X X X

X X X X

R X X

=

=

= −

L

L

称为最小次序统计量；

称为最大次序统计量；

称为样本极差 。

 

 
若总体分布已知，那么单个次序统计量、若干个次序统计量的联合分布都是可以求的。 
 
关于连续型分布总体的次序统计量的抽样分布的主要结果： 

1 2( , , , ) ( )
( )

nX X X X X F x
p x

L设 是取自总体 的一个简单随机样本， 的分布函数是 ，

密度函数是 。则：

 

[ ] [ ]

[ ] [ ]

1

1

(1) p.d.f.
1

( ) ( ) ( ) 1 ( )
1 1

! ( ) 1 ( ) ( )
( 1)!( )!

k n k
k

k n k

k
n n k

p x F x p x F x
k

n F x F x p x
k n k

− −

− −

− +  
= −  −  

= −
− −

第 个次序统计量的 为

 

 

[ ]1 1

(2) , ( ) j.p.d.f.
( , )

! ( ) ( ) ( ) 1 ( ) ( ) ( ),
( 1)!( 1)!( )!

if ;
0, else.

jk j k

j k j n k
j k j k j k

j k

j k j k
p x x

n F x F x F x F x p x p x
j k j n k

x x

− − − −

<
=

    − −    − − − − <




第 第 个次序统计量 的 为

 
样本极差的分布可由最大、最小次序统计量的联合分布推导得到。 
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1

(1) 1

1

( )

(1) ( )

2 ( ) 2

1,

, , . . . ( )

, 0,
pdf ( )

0, 0.

(1 ) , 0,
pdf ( )

0, 0.

( , ) jpdf

( 1) ( ) , 0 ,
( , )

0, .

pdf

(

n

n x

x n x

n n

n

x y x y n

n

R

X X i i d Exp

n e xX p x
x

n e e x
X p x

x

X X

n n e e e x yp x y
else

R

p r

λ

λ λ

λ λ λ

λ

λ

λ

λ

−

− − −

− + − − −

 >
• = 

≤

 − >
• = 

≤

•

 − − < <
= 



•

L 设 ，则：

的 为

的 为

的 为

极差 的 为

例7.3

2( 1) (1 ) , 0,
)

0, 0.

r r nn e e r
r

λ λλ − − − − − >
= 

≤  

 
注： 
l 只有在少数几种总体分布下，少量几个统计量的精确分布能够用简洁的公式表示出来。 
l 对于简单随机样本，当样本容量足够大时，由中心极限定理可得，样本矩等统计量渐近
地服从正态分布。 

l 有些情况下，可以用随机模拟得方法来寻找统计量的分布。 
 
 
6. 正态总体下的三大抽样分布 
² χ2 分布 
² t 分布 
² F 分布 

 
7. 经验分布函数 

1 2

(1) (2) ( )

(1)

( ) ( 1)

( )

, , ,
, , , ( , )

0, ,

( ) , , 1, 2, , 1,

1, ,

( )

n

n

n k k

n

n

X n x x x
x x x x

x x
F x k n x x x k n

x x

F x

+

∈ −∞ +∞

 <


= ≤ < = −
 ≥

L
L

L

设从总体 中抽取一个容量为 的样本，样本观测值为 。

将它们从小到大排序后记为 。对于 ，令

称 为该样本的 。

定义7.2

经验分布函数

 

 
注： 



 64 

1

1

( ) , ,
( ) [0,1]

, ,
, ( )

n n

n

n

n

F x x x x
F x

x x
x F x

•

•

• ∀

L

L

＝观测值 中小于等于 的频率。

是一个右连续、单调非降、取值于 的阶梯函数，因而可视之为

以等概率取 的离散型随机变量的分布函数。

抽样之前，对 都是随机变量。

 

 
8. 格里汶科定理 

1 2

1 2

( ) ( , , , )
( , , , ) ( )

sup ( ) ( ) .

(lim 0) 1.

n

n n

n n
x

nn

X F x X X X
x x x F x

D F x F x

P D

−∞< <+∞

→∞

= −

= =

7.4 L
L

设总体 的分布为 ， 是取自该总体的简单随机样本，

对它的任意一个观测数据 ，记 为其经验分布函数，又记

则有

定理

 

格里汶科定理说明，当样本容量足够大时，简单随机样本的任意一组观测数据的经验分

布函数几乎都与总体分布函数充分接近。因此，由对样本数据的分布描述就可以得到总体分

布的信息。 
 
 

五、 充分统计量 

 
定义 7.3 设总体分布族为 { : }Fθ θ= ∈ΘF 。 1, , nX XL 是从总体中抽取的一个样本，

1( , , )nT T X X= L 是一个统计量。若在给定  T t=  的条件下，样本的条件分布 

1( , , ) |nX X T t=L 与 θ无关，对于 t∀ 都成立。则称统计量 T  是分布族 F  的充分统
计量。 

 
注： 
l 定义中的 θ可以是有限维参数，也可以是无限维参数。 
l 在总体分布族假定下，充分统计量包含了样本中关于总体分布的所有信息。因而若用充
分统计量替代原始样本作统计推断，没有任何损失。 

l 充分性严重依赖于对总体分布族的假定。一个统计量对于 1F   是充分统计量，但是对

于 2F 未必充分。 

l 若统计量 T 是总体分布族F 的充分统计量， ( )T g U= ，则 U 也是F 的充分统计量。 

 

例 7.4 设 1, , . . . (1, ), (0,1). 2.nX X i i d B p p n∈ >L  考察统计量 

1 2 1 2
1

,
n

i
i

T X T X X
=

= = +∑  

的充分性。 
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样本的联合分布是 

1 1
1 1( , , ) (1 ) ,

n n
i ii i

x n x
n nP X x X x p p= =

−∑ ∑= = = −L  

其中 0 1, 1, ,ix or i n= = L 。统计量 1 ~ ( , )T B n p 。在给定 1T t=  的条件下，样本的条

件分布为 

1 1 1

1 1 1

1
1

1 1 1 1 1

1
1

( , , | )
( , , , )

( )

( , , , )
( )

(1 )

(1 )

n n

n n

n
n n n ii

t n t

t n t

P X x X x T t
P X x X x T t

P T t

P X x X x X t x
P T t

np p
n t

p p
t

−
− − =

−−

−

= = =

= = =
=

=

= = = −
=

=

 −
= =     − 

 

∑

L
L

L
 

该条件分布与参数 p 无关，对任意 t 都成立。因此 1T  是充分统计量。同理可验证， 2T 不

是充分统计量。 
 

定理 7.5 （因子分解定理）设样本的联合密度为 ( ),p xθ θ ∈Θ
%

。统计量 ( )T X
%

 是充

分统计量，当且仅当存在非负函数 ( ( ))g T xθ %
及与参数 θ无关的 ( )h x

%
，使得 

( ) ( ( )) ( ), , .p x g T x h x xθ θ θ= ∀ ∀ ∈Θ
% % % %

 

 

例 7.5(1) 设 1, , nX XL  是来自于指数型分布族的 i.i.d. 样本。总体密度为 

1
( ; ) ( )exp ( ) ( ) ( ),

k

j j
j

f x c w T x h xθ θ θ θ
=

 
= ∈Θ 

 
∑ ， 

其中 θ是 d维参数， d k≤ 。则 

1 1
1 1

( , , ) ( ), , ( )
n n

n i k i
i i

T X X T X T X
= =

 
=  

 
∑ ∑L L  

是充分统计量。这个结果包含了二项分布、Poisson分布、正态分布、指数分布、Gamma分
布等诸多分布族的情况。 
 

(2) 1, , . . . (0, ), 0.nX X i i d U θ θ >L  则样本的联合密度为 

( )1 (0 ) 1( , , ; ) ( , , )
n

n
n X np x x I x xθθ θ −

< <=L L 。 

所以， ( )nX 是充分统计量。 
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(3) 设总体分布的密度函数为 ( ; ),p x θ θ ∈Θ， 1, , nX XL 是 i.i.d.样本，则次序统计量

(1) ( )( , , )nX XL 是充分统计量。 

 
 

定义 7.4 设总体分布族为 { : }Fθ θ= ∈ΘF ， 1( , , )nT T X X= L 是充分统计量，且是

任意一个充分统计量 1( , , )nS X XL 的函数，则称 T 为最小充分统计量。 

 
定义 7.5 若一个统计量的抽样分布不依赖于任何未知参数，则称该统计量为附属的

(ancillary)。 
 
定义 7.6 设总体的未知参数θ ∈Θ，T 是一个统计量。若  

( ) 0, ( ( ) 0) 1,E g T P g Tθ θθ θ= ∀ ∈Θ ⇒ = = ∀ ∈Θ  

则称 T 是完备统计量。 
 
 

定理 7.6 （Basu定理）若 T 是充分完备统计量，则 T 与任何附属统计量都独立。 
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第八章  参数估计 
 

一、 参数估计简介 

参数估计是一类重要的统计推断形式。目的是根据样本观测数据对反映总体分布特征或

决定总体分布的一些未知参数作出估计。 
 
待估参数一般是实数或实数向量，包括以下一些类型： 

1) 决定总体分布的未知参数，这里记为 θ。例如，假定总体服从 ( )2,N µ σ ，其中
2,µ σ

是未知参数，待估计。 

2) 1) 中参数的函数 ( )g θ 。例如， 

Ø 假定总体 X～ ( )2,N µ σ ， 2( , )θ µ σ= ，对给定的 c，欲估计概率 P(X<c)，它等

于 ( ) ( )ˆ
c gµ

θ
σ
−

Φ = ； 

Ø 总体分布的各种未知的数字特征。例如：未知的总体均值、总体方差、p分位数、
偏度系数、变异系数等，二维总体的相关系数等等。 

 
参数估计的两种形式：点估计、区间估计。 
 
点估计 (point estimation)： 

对未知参数 ( )g θ  (实值或实向量) 选用一个维数与之相同的统计量 1ˆ( , , )nX Xη L 来

作推断。该统计量称为 ( )g θ  的估计量 (estimator)。获得样本观测值后，代入估计量，

就得到 ( )g θ 的估计值 (estimate) 1ˆ( , , )nx xη L 。 

 
区间估计 (interval estimation): 

选用两个满足如下大小关系的统计量 1 1ˆ ˆ( , , ) ( , , )L n U nX X X Xη η≤L L  构造一个随机

区间来推断一维实值未知参数 ( )g θ 。获得样本观测值后，代入此随机区间，就获得了

概括 ( )g θ  信息的一个具体的区间 1 1ˆ ˆ[ ( , , ), ( , , )]L n U nx x x xη ηL L 。 

 
问题：如何构造估计量？ 

如何评价估计量的表现？ 
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二、 构造点估计量的两种常用方法 

1．矩法估计 (Moment Estimation) 
   矩法估计源于英国统计学家 K. Pearson提出的替换原则： 
² 用样本矩去替换相应的总体矩（这里矩可以是原点矩也可以是中心矩）； 
² 用样本矩的函数去替换相应的总体矩的函数。 

1

1

1

2 2 2 2

1

, ,
1ˆ , 1, 2,

1ˆ ( )

ˆ
1ˆ( ) ( )

( , )
( )

n
n

m
m m i

i
n

m
m m i

i

n

i n
i

X X X

m X m
n

m X X
n

EX X

Var X X X S
n

Cov X Y
Var X

µ µ

ν ν

µ µ

σ σ

ρ

=

=

=

• = =

• = −

• = =

• = = − =

• =

∑

∑

∑

L

L

设 是来自于总体 的简单随机样本，则按矩法估计的替换原则，有：

总体 阶原点矩 的估计量为： ；

总体 阶中心矩 的估计量为： ；

总体均值 的估计量为： ；

总体方差 的估计量为： ；

二维总体的相关系数

1
2 2

1 1

( )

( )( )

( ) ( )

n
i ii

n
i ii i

Var Y

X X Y Y
r

X X Y Y

=

= =

⋅

− −
=

− −

∑
∑ ∑n

的矩估计量是样本相关系数：

；

等等

 

 
 

求总体分布未知参数 1, , kθ θL 的矩估计量的一般方法： 

1) 求出总体分布的前 k 阶矩 1, , kµ µL  关于 1, , kθ θL  的函数 

1( , , ), 1, 2, ,j j k j kµ µ θ θ= =L L ； 

2) 求此函数的反函数 

1( , , ), 1, 2, ,j j k j kθ θ µ µ= =L L ， 

将其中的 jµ  用相应的样本矩 ˆ jµ  替代，即得 1, , kθ θL 的矩估计量  

1
ˆ ˆ ˆ( , , ), 1, 2, ,j j k j kθ θ µ µ= =L L 。 

 

若待估参数为 1( , , )kgξ θ θ= L ，则其中的 1, , kθ θL  用其矩估计量 1̂
ˆ, , kθ θL 替代，

即可得 ξ  的矩估计量 1
ˆ ˆ ˆ( , , )kgξ θ θ= L 。 
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1
2 2 2

2 2

/

, ,
1) ~ ( , ) ,

ˆ ˆ,
1 12) ~ ( ) , ,

1ˆ ˆ; ( ) .

k

n

c c X

X X X
X N

X S

X Exp EX
EX

P X c e e
X

λ

µ σ µ σ µ σ

µ σ

λ λ λ
λ

λ λ η η− −

= =

= =

= = ≥ = =

L设 是来自总体 的简单随机样本。

若 ，其中 是未知参数。因为 、 分别是总体均值、

方差，所以它们的矩估计量分别为 。

若 ，其中 是未知参数。因为 求此反函数得

所以 的矩估计量为 的矩估计量为

例8.1

 

2

2 2

2

3) ~ ( , ) ,
( ), ( )

2 12

3 ( ) , 3 ( ) ,
,

ˆˆ 3 , 3 .

4) ~ ( ) ( )
ˆ ˆ

n n

n

X U a b a b
a b b aEX Var X

a EX Var X b EX Var X
a b

a X S b X S

X P EX Var X

X S

λ λ λ

λ λ

+ −
= =

= − = +

= − = +

= =

= =

若 ，其中 是未知参数。因为

求反函数可得

所以 的矩估计量为

若 。因为 ，所以 的矩估计量可以为

或者 ，

但通常取前者。

 

 
2. 极大似然估计 (Maximum Likelihood Estimation) 
 

极大似然估计最早是由 Gauss在 1821年提出的，但一般将之归功于 R. A. Fisher，因为
他在 1922年重新提出这种想法，并证明了它的一些性质，使之得到广泛应用。 
 
基本思想： 

将样本观测视为“结果”，将总体分布（或决定总体分布的参数θ）视为产生“结果”
的“原因”。在获得样本观测值后，看哪种“原因”产生该“结果”的可能性最大，然后用

该“原因”对应的参数值作为θ的估计值。 
 
似然函数 (likelihood function) 
用于衡量取得某样本观测值的可能性大小。 

1

1

1 1
1 1

1

1

( ) ( ; ), 1,2, ,

, , i.i.d.
, ,

( , , ) ( ) ( ; ) .

, ,

( ; , ,

j j

n

n
n n

n n i i i
i i

n

X
P X a p a j

X X X
x x

P X x X x P X x p x

x x

L x

θ

θ

θ

θ

θ

= =

= = =

Θ

= = = = =∏ ∏

L

L
L

L

L

L

1)若总体 服从离散型分布，分布列为

其中 是未知参数，设它的可能取值范围为 。因为样本 ，所以获得

  样本观测值 的概率为：

这个概率可看作是未知参数 的函数，称之为样 观测 的 数，记作本 值 似然函

1

) ( ; ), .
n

n i
i

x p x θ θ
=

= ∈Θ∏
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1 1

1
1

1

1
1

p.d.f. ( ; )
, , , ,

( , , ; ) ( ; ) .

, ,

( ; , , ) ( ; ), .

n n
n

n i
i

n
n

n i
i

p x
x x x x

f x x p x

x x

L x x p x

θ θ

θ θ

θ

θ θ θ

=

=

∈ Θ

=

= ∈ Θ

∏

∏

L L

L

L

L

2)若总体分布是连续型的， 为 ，其中未知参数 。则获得样本观测值

  的可能性大小可用样本的联合密度函数在 处的值来度量：

将它看作未知参数 的函数，也称之为样本观测值 的 数，记作似然函

 

定义 8.1 对于每个样本观测值 1, , nx xL ，令 1 1
ˆ( , , ) arg max ( ; , , )n nx x L x x

θ
θ θ

∈Θ
=L L ，则称 

1
ˆ( , , )nX Xθ L  为未知参数 θ  的极大似然估计量(MLE)。 

 

定理 8.1 (MLE的不变原则) 若 θ̂  是 θ  的 MLE，则 θ  的任一函数 ( )gη θ=  的MLE

为 ˆˆ ( )gη θ= 。 

 
求极大似然估计的基本步骤： 

1

1
1

1) ( ; , , ), ;
2)

MLE
i.i.d. 

( ) ln ( ; , , ) ln ( ; ), .

n

n

n i
i

L x x

l L x x p x

θ θ

θ θ θ θ
=

∈ Θ

= = ∈Θ∑

L

L

写出似然函数

求似然函数的最大值点。

对数似然函数与似然函数的极大值点相同，因此，常用对数似然函数求 .

对于 样本，

 

 
求导求极值法 

( )

1( ) ( ( )) ( , , ) ( )

0, 1, ,

( ) 0, 1, , .

k

j

j

L l L

l
j k

L j k

θ θ θ θ θ θ

θ
θ

θ
θ

=

∂
= =

∂

∂
= =

∂

L

L

L

若 或 是 的凹函数，且二阶可微，则 的最大值点存在，

可由求解下述似然方程（组）获得：

或求解方程（组）
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{ } 1 1

1

1

(1 )
1

1

1

(1) , , . . . (1, ), [0,1], MLE
, ,

( ; , , ) (1 ) (1 ) , [0,1],

( ) ln ( ) ln(1 ), .

( ) (0,1)

n n
i ii i i i

n

n
n
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X X i i d B p p p
x x

L p x x p p p p p

l p T p n T p T x

l p
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−−

=

=

∈

∑ ∑= − = − ∈

= + − − =

∏

∑

L
L

L

求 的 。

解：样本观测值 的似然函数为

对数似然函数为

其中

在 上二阶可微、严凹，故存在唯一极大值点。似然方

例8.2

( ) 0,
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ˆ .
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程为

解得 的 为
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∑

L
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L

求 的 。

解：样本观测值 的似然函数为

对数似然函数为

例8.2
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∑

∑

∑

对于 ，当 时， 达到最大。再求 的最大值点。

可证 关于 凹、二次可微，故其最大值点为下列方程的解：

即 。所以 的 为  
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∏
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求 的 。

解：样本观测值 的似然函数为

对数似然函数为

其中

在 上二阶可微、严凹，故存在唯一极大值点。似然方程为

其解为

例8.2

ˆMLET n Xλ λ =。故 的 为 。
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不能求导求极值的问题 
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求 的 。

解：样本观测值 的似然函数为

其最大值点为 ，所以 的 为 

例

 

 
根据不变原则求MLE 

{ } 1

1

1

1
1

1

1

1(1) , , . . . ~ ( ), 0. MLE

, ,

( ; , , ) , 0.

( ) ln ,

( ) (0, )
( ) 0,

ˆMLE

n
ii i

n

n
n

xx n
n

i
n

i
i

n

i
i

X X i i d X Exp EX

x x

L x x e e

l n x

l
dl n x
d
n

X

λλ

λ µ
λ

λ λ λ λ

λ λ λ

λ

λ
λ λ

λ λ

=
−−

=

=

=

> =

∑= = >

= −

∞

= − =

=

∏

∑

∑

L

L

L

求 的 。

解：样本观测值 的似然函数为

对数似然函数为

在 上二阶可微、严凹，故存在唯一极大值点。由似然方程

解得 的 为

例8.4

1

1 ˆMLE .n
ii

Xµ µ µ
λ

=

= =
∑

。因为 ，所以 的 为

 

 
2 2

1

2 2

2

(2) , , . . . ~ ( , ), ,
( 3) MLE

3( 3) 1 , MLE ,

3ˆMLE 1 .

n

n

n

X X i i d X N
P X

P X X S

X
S

µ σ µ σ

λ

µ
λ µ σ

σ

λ λ

= >

− = > = − Φ  
 

 − = − Φ
 
 

L 是未知参数。

求 的 。

解：因为 ，而 的 为 。由不变原则知，

的 为

例8.4
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三、 评价估计量的优良性准则 
 

对于同一个未知参数，往往可以构造多个不同的估计量去估计，那么哪一种估计更好

呢？每个估计量都有误差，误差大小随样本观测值变而变。故不能以具体某一次的使用效果

来评价估计量的优劣，而应当根据长期使用的效果去评价。 
 

常用准则： 
均方误差准则 
无偏性(unbiasedness) 
有效性(efficiency) 
相合性(consisitency) 等大样本性质 

 
1. 均方误差准则 
 

用平均误差的大小去评价估计量的优劣是非常自然的。均方误差(Mean Squared Error, 
MSE) 是衡量“平均误差”的一种方法，数学处理较方便。 

 

定义 8.2 设  η̂  是一维参数 ( )g θ 的估计量，称
2ˆ( ( ))gθ η θΕ − 为η̂ 的均方误差，记为 

ˆ( )MSEθ η 。 

 
显然， 

[ ]2 2ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( ( )) ( ) ( ).MSE E E E g Var biasθ θ θ θ θ θη η η η θ η η= − + − = +  

 

定义 8.3 设θ ∈Θ， 1 1 2 1ˆ ˆ( , , ), ( , , )n nX X X Xη ηL L 是一维参数 ( )g θ 的两个估计量，若有 

[ ] [ ]1 1 2 1ˆ ˆMSE ( , ) MSE ( , ) , ,n nX X X Xθ θη η θ≤ ∀ ∈ ΘL L  

且 0θ∃ ∈ Θ  使不等式严格成立，则称在均方误差意义下 1̂η  优于 2η̂ 。 

 
2 2 2 2 2

1

2 2

, , i.i.d. ( , ), ,n nX X N S
S

µ σ µ σ σ σ

σ

L 未知，欲估计 。已知 是 的有偏估计，

是 的无偏估计。那么哪个在均方意义下更优呢？

例8.5
 

2 2
2

12 2

2 2 2 2 4 2 2 2 2 4
2

2 2 2

2 2 2 2

( 1) ~

2 1 2( ) ( ) , ( ) ( ) ,
1

1.
1( ) ( ) 0 ( )

n
n

n n

n n

n n

nS n SY

nMSE S E S MSE S E S
n n

S S n S

bias S E S n
n

χ
σ σ

σ σ σ σ

σ σ

−

−
= =

−
= − = = − =

−
∀ >

= − = − → → ∞

由于 ，可计算得：

所以，在均方误差意义下， 优于 ， 的偏倚

当 。
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2. 无偏性 

定义 8.4 设θ ∈Θ，若一维参数 ( )g θ 的估计量 1ˆ( , , )nX Xη L 满足 

[ ]1ˆ( , ) ( ), ,nE X X gη θ θ= ∀ ∈ΘL  

则称 η̂  是 ( )g θ  的无偏估计 (unbiased estimator, U.E.)。 

 
注： 
1) 有的参数不存在 U.E.; 
2) 若有 U.E. 存在，一般 U.E. 不唯一； 

3) 若 η̂是η的 U.E.，通常 ˆ( )h η  不是 ( )h η  的 U.E.，例如，样本标准差 S 不是总体标

准差 σ 的 U.E.。  
 

1

1

2 2 2 2 2

, , . . .
11) U E.;

2) U.E. U.E.

n

n
k k

k k i k
i

n

X X X i i d

k EX k A X
n

S S

µ µ

σ σ σ
=

= = ∑

L设 是来自总体 的 样本。

若总体的 阶原点矩 存在，则样本 阶原点矩 是 的 .

若总体方差 存在，则 是 的 ，但 不是 的 。

定理 8.2

 

 
一个未知参数的无偏估计量也可以构造出很多，根据均方误差准则，我们可以用方差大

小去比较不同无偏估计的优劣。 
 

定义 8.5设θ ∈Θ， 1 1 2 1ˆ ˆ( , , ), ( , , )n nX X X Xη ηL L 都是一维参数 ( )g θ 的无偏估计量。若有 

[ ] [ ]1 1 2 1ˆ ˆ( , ) ( , ) , ,n nVar X X Var X Xθ θη η θ≤ ∀ ∈ ΘL L  

    且 0θ∃ ∈ Θ  使不等式严格成立，则称则 1̂η  比 2η̂ 有效。 

 
无偏估计量的标准差的估计称为标准误(standard error, s.e.)，常用于根据样本观测值推断

估计值的误差大小。 

2. . std( )

/ .

X U E X S
n

X S n

σ
µ σ σ=例如： 是总体平均 的 ，若总体方差 存在,则 。若用 估计 ，

则 的标准误为
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2 2
1

1 2

2 21 2

1 2

1 1

(1) , , . . . , , ( ) , ,
1 ( ) . .
2

1 1( ) , ,
2 2

12 ( )
2

, 1, , 1

(LUE) LUE LUE

n

n n

i i i i
i i

X X i i d X EX Var X

X X X U E

X XVar X Var
n

n X X X

a i n a T a X

X

µ σ µ σ µ

µ

σ σ

µ

µ
= =

= =

• +

+ = = 
 

> +

• = = =∑ ∑

L

L

未知。欲估计 。

与 都是 的 ，但

故当 时， 比 有效。

更一般地，若 满足 ，则称 是 的线性

无偏估计 。 是 的 中的一个。在所有

例8.6

中哪个最有效呢？

 

 

1

( )

(2) , , i.i.d. (0, ), 0 2
1 MLE 1

2

n

n

X X U X
nT X n

n
T X

θ θ θ

θ θ

>

+
= >

L 未知。则 是 的矩估计量，无偏；

是由 的 构造的 的无偏估计。可证：当 时，

比 有效。

例8.6

 

 

定义 8.6 设θ ∈Θ ， *η  是 )g θ( 的 U.E.。若对于 ( )g θ 的任意一个  U.E. η̂ ，都有 

ˆvar ( *) var ( ),θ θη η θ≤ ∀ ∈Θ，则称 *η  是 )g θ( 的 UMVUE。 

注： 
有的参数存在 UMVUE，有的没有。 
有时候即使有 UMVUE 存在，也很难求得。 

 

定理 8.3 (Rao-Blackwell) 设 θ ∈Θ ， T 是充分统计量， η  是 )g θ( 的 U.E.。记 

ˆ( ) ( | )T E Tφ η= 。则 ( )Tφ  是 )g θ( 的 U.E.，且 ˆvar ( ( )) var ( ),Tθ θφ η θ≤ ∀ ∈ Θ。 

 

定理 8.4  设θ ∈Θ，η  是 )g θ( 的 U.E.。η  是 )g θ( 的 UMVUE 的充要条件是：η  与所

有方差有限的 0 的无偏估计不相关。 
 

定理 8.5 (Lehmann-Scheffé) 设θ ∈Θ，T 是充分完备统计量， ( )Tφ 是一个统计量，且是 T

的函数，则 ( )Tφ 是其期望 ( ) ( )g E Tθθ φ=  的 UMVUE。 
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3．相合性 (consistency) 

定义 8.6 设θ ∈Θ，若一维参数 ( )g θ 的估计量 1ˆ( , , )nX Xη L 满足：对 0ε∀ > ，有 

[ ]ˆlim | | 0,
n

Pθ η η ε θ
→∞

− ≥ = ∀ ∈Θ， 

则称 1ˆ( , , )nX Xη L  是 ( )g θ 的相合估计。 

 
注：相合性的意思是，随着样本容量增大，估计量应当越来越接近参数的真实值。这是对估

计量的一个最基本的要求。 
 
判断相合性的基本工具： 

( )

( )
2

1
1 1

1

1)
ˆ( )ˆ ˆ2) lim ( ) 0; | |

ˆ ˆ3) , , , , , ,

ˆ ˆ( , , )

n
n n n

k
n n k k

k
n n

MSEMSE P

g

g

η
η η η ε

ε
η η η η ξ η η

η η ξ

→∞ = − ≥ ≤

=L L L

L

大数定律；

看是否有 （因为 ）

若 分别是 的相合估计， 是连续函数，则

是 的相合估计。

 

 

1

2 2 2
1

2 2 2
1 2

1) , , . . .

2) , , . . . ( , ). lim ( ) lim ( ) 0
1 ( )
2

k
n k k k

n n n n

n

X X i i d X EX A

X X i i d N MSE S MSE S

S S X X X

µ µ

µ σ

σ µ

→∞ →∞

=

= =

+

L

L

，若 存在，则 是 的相合估计。

因为 ，

所以 、 都是 的相合估计。 是 的相合估计，但 不是。

例8.7

 

极大似然估计的渐近正态性 

定理 8.6 设 { ( ; ) : }p x θ θ= ∈ΘF  是一个概率密度族，其中Θ是¡上的非退化区间。假

如该分布族满足下列正则条件： 

1) ,θ∀ ∈Θ 偏导数 
2 3

2 3

log log log, ,p p p
θ θ θ

∂ ∂ ∂
∂ ∂ ∂

 存在； 

2) ,θ∀ ∈Θ 有 
2 3

1 22 3

log( ), ( ) ( )p p pg x g x H x
θ θ θ

∂ ∂ ∂
< < <

∂ ∂ ∂
， ，其中 1 2( ), ( )g x g x 在

实数轴上可积，且 ( )H x  满足 ( ) ( ; )H x p x dx Mθ
∞

−∞
<∫ ，M 与 θ无关。 

3) ,θ∀ ∈Θ 有 
2 2log log0 ( ; )p pE p x dxθ

θ θ

∞

−∞

∂ ∂   < = < ∞   ∂ ∂   ∫ 。 

则在分布参数 θ的未知真值 0θ 为Θ的一个内点的情况下，其似然方程必有一个解依概率收



 77 

敛于真值 0θ ，且渐近地服从正态分布 
0

1
2

0
log, pN n E

θ θ

θ
θ

−

=

  ∂     ∂     

。 

 
对于估计量的优劣可以从多个角度评价。有的估计量从某种角度看较好，但从别的角度

看未必好。可以说，几乎没有面面俱到的、各方面都好的估计量。但有从各方面来看都不好

的估计量，这样的估计量显然没有任何使用价值。 
 
 
 

四、区间估计 
基本想法： 

选用两个满足如下大小关系的统计量 1 1ˆ ˆ( , , ) ( , , )L n U nX X X Xη η≤L L  构造一个随机

区间来推断一维实值未知参数 ( )g θ 。获得样本观测值后，代入此随机区间，就获得了概括 

( )g θ  信息的一个具体的区间 1 1ˆ ˆ[ ( , , ), ( , , )]L n U nx x x xη ηL L 。 

 
ˆ ˆ,

ˆ ˆ1) [ , ]
2)

L U

L U

η η

η η η

对 的自然要求：

区间 中包含 的可能性尽量大；

区间长度尽量小。

 

[ ]

1 1

1

1 1

ˆ( ) , , ( , , ),
ˆ ( , , ) (0,1)

ˆ ˆ( , , ) ( ) ( , , ) 1 , ,
ˆ ˆ ˆ[ , ] 1 (Confidence Interval, C.I.)

n L n

U n

L n U n

L U

g X X X X
X X

P X X g X Xθ

θ θ η

η α

η θ η α θ

η η η α

∈Θ

∈

≤ ≤ ≥ − ∀ ∈Θ

−

L L
L

L L

设总体参数 ， 是一维参数， 是样本，

是两个统计量。若对给定的 ，有

则称 是 的置信水平为 的 。

定义8.7

置信区间

 

 
例 8.8 正态总体均值的置信区间。 

2 2
1

1 / 2

1 / 2

1 / 2 1 / 2

1 / 2 1 / 2

1. , , . . . ~ ( , ),

~ (0,1) 1 ,
/ /

(0,1)

1 ,

,

1 C.I.

nX X i i d X N

X XN P z
n n

z N

P X z X z
n n

X z X z
n n

α

α

α α

α α

µ σ σ µ

µ µ
α

σ σ

α

σ σ
µ α µ

σ σ

µ α

−

−

− −

− −

 − −
∴ ≤ = − 

 

 ∴ − ≤ ≤ + = − ∀ 
 

 
− +  

−

L

Q

已知，求 的置信区间。

其中 为 的1- /2下侧分位点。

因此，

是 的置信水平为 的
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2 2
1

1
2

1
2

1 1
2 2

1 1
2 2

2. , , . . . ~ ( , ), ,

~ ( 1) ( 1) 1 ,
/ /

( 1) ( 1) 1 / 2

( 1) ( 1) 1 , ,

( 1) , ( 1)

nX X i i d X N

X Xt n P t n
S n S n

t n t n

S SP X t n X t n
n n

S SX t n X t n
n n

α

α

α α

α α

µ σ µ σ µ

µ µ
α

α

µ α µ σ

−

−

− −

− −

 − −
− ∴ ≤ − = − 

 
− − −

 
∴ − − ≤ ≤ + − = − ∀ 

 

 
− − + −

 

L

Q

均未知，求 的置信区间。

其中 为 的 下侧分位点。

所以

1 C.I.µ α



−是 的置信水平为 的 。

 

 
 
构造 C.I.的一般方法——枢轴量法 

1

( ) CI
1. ( ) ( , , ; ( ))

(pivotal quantity)
( )

( )
2. , ( ) 1 ( 1 )

ˆ3.

n

g
g G X X g

G g
g

c d P c G d
c G d

θ

θ θ θ

θ

θ

α α α

∀ ∈Θ

≤ ≤ ≥ − = −

≤ ≤

L
设欲构造未知参数 的 。

构造一个样本与 的函数 ，对 ,其分布完全已知。

  称此函数为 。

统计 计

计 绝对 对

选择两个常数 ，使对给定的 有 或 。

若能将不等式 变形为 

注： 不是 量，它往往是由 的估 量构造的，

刻划的是估 量与 的某种 或相 的差异。

枢轴量 

ˆ ˆ ˆ( ) , ,
ˆ ˆ( ( ) ) ( ) 1 , .

L U L U

L U

g
P g

η θ η η η

η θ η α θ

≤ ≤

≤ ≤ ≥ = − ∀ ∈Θ

其中 是统计量，则得

或

 

 

ˆ ˆ2. , ( ) , ,
,

( ) ( ) / 2.

U Lc d E c d
c d

P G c P G d

η η

α< = > =

中 的取法很多，理论上应取使 － 一致最小的

但大多数场合难以做到。因此常取满足下式的 ：

注：

 

 
 

例 8.9 正态总体方差的置信区间。 2
1, , . . . ~ ( , )nX X i i d X N µ σL ，

2,µ σ 均未知，求
2σ 的

置信区间。 

{ }

2
2

2

2 2 2
/ 2 1 / 2

2

2 2

2 2
1 / 2 / 2

( 1) ~ ( 1).

( 1), ( 1), 1 , , .

1 C.I.

( 1) ( 1), .
( 1) ( 1)

n SG G n

c n d n P c G d

c G d

n S n S
n n

α α

α α

χ
σ

χ χ α µ σ

σ α

χ χ

−

−

−
= −

= − = − ≤ ≤ = − ∀

≤ ≤ −

 − −
 − − 

取枢轴量为 ,

取 则

解不等式 得 的
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例 8.10  两正态总体均值之差的置信区间。 

2 2
1 1 1 1 2 2 1 2, , . . . ( , ), , , . . . ( , ),m nX X i i d N Y Y i i d Nµ σ µ σ µ µ−L L 两样本相互独立。求 的CI。 

1 2

2 2
1 2

1 2~ , .

X Y

X Y N
m n

µ µ

σ σ
µ µ

− −

 
− − + 

 

显然， 是 的合适的估计量。可证

 

2 2
1 2

1 2
2 2

1 2

2 2
1 2

1 2 1 / 2

1 ,
( ) ( )

~ (0,1), 1 C.I. .

X YG

m n

G N X Y z
m nα

σ σ

µ µ

σ σ

σ σ
µ µ α −

− − −
=

+

− − − +m

（）若 已知，则可取枢轴量为

.

故得 的

 

 
2 2 2

1 2
2 2

2 1 2

2

1 2

1 2 1 / 2

2

( 1) ( 1)
2

( ) ( )
1 1

1 1~ ( 2), 1 C.I. ( 2) .

m S n SS
m n

X YG
S

m n

G t m n X Y t m n S
m nα

σ σ σ

σ

µ µ

µ µ α −

= =

− + −
=

+ −

− − −
=

+

+ − − − − + − +m

（）若 未知，则

   

是 的合理估计。枢轴量可取为

.

故得 的

 

 
2 2
1 2 1 2

1 2
2 2

1 2

1 2

2 2 2 2
1 2 1 2

1 / 2 1 / 2

(3)

m n
( ) ~ (0,1),

1

, .

X Y N
S S
m n

S S S SX Y z X Y z
m n m nα α

σ σ µ µ

µ µ

µ µ α

− −

− − −

+

 
− − + − + + 

  

&

当 、 都未知时，构造 － 的置信区间的问题是历史上著名的 

Behrens-Fisher 问题(1929).

当 、 都很大时，由

可得到 － 的置信水平近似为 －  的置信区间

 

 
 
例 8.11  两正态总体方差之比的置信区间。 

2 2
1 1 1 1 2 2, , . . . ( , ), , , . . . ( , ),m nX X i i d N Y Y i i d Nµ σ µ σL L  两 样 本 相 互 独 立 。 求 

2 2
1 2θ σ σ=  的置信区间。 
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2 2 2 2
1 2 1 2

2 2 2 2 2 2
1 1 2 2

2 2
1 1
2 2
2 2

2 2
1 2

2 2
1 1
2 2
2 1 / 2 2 / 2

( 1) / ~ ( 1), ( 1) / ~ ( 1),

/ ~ ( 1, 1).
/

C.I.

1 1, .
( 1, 1) ( 1, 1)

S S
m S m n S n

SF F m n
S

F

S S
S F m n S F m nα α

σ σ

σ χ σ χ

σ
σ

θ σ σ α

−

− − − −

= − −

=

 
 − − − − 

由于 、  分别是 、  的合适的估计量，且 

两者相互独立，因此

取 作枢轴量，可得 的置信水平为1－ 的

 

 
 
构造区间估计的大样本方法 

有些问题中，很难求得枢轴量在小样本情况下的精确分布，但容易求得大样本情况下的

近似分布。此时，可用该近似分布构造区间估计。 
基本工具：中心极限定理。 

 

2
1 2 1 1 2

1 / 2

1 / 2 1 / 2

1 / 2 1 / 2

, , . . ., ( ) , ( ) , ~ (0,1).

1 .

1 CI , .

CI , .

XX X i i d E X Var X n N
n

XP z
n

X z X z
n n
S SS X z X z
n n

α

α α

α α

µ
µ σ

σ

µ
α

σ

σ σ
µ α

σ

−

− −

− −

−
= = → ∞

 −
≤ ≈ −  

 
 

− − + 
 
 − +  

L &设 则当 时

即

于是可得 的置信水平近似为 的

若 未知,则可用其相合估计 替代,得 为

 

例 8.12 

1 2

1 / 2 1 / 2

2 21 1
2 2

2
1 / 2

1. , , , . . . (1, ),

. ~
1 (1 )

 ( ) 1 1 . . 

1 (1 ) (1 ),
2 4 2 41

.

(0,1).

nX X X i i d B p p
X pZ n Z
p p

n
Z P z Z z p C I

X X X XX z X z
n n n n n n

n
z

N

α α

α α

α

α α

λ λ λ λ
λ

λ

− −

− −

−

−
= → ∞

−

− ≤ ≤ ≈ − −

 − −
+ − + + + + 

  +

=

L

&

  设 求 的置信区间。

记 当 时，

所以取 作为枢轴量。由 得 的近似

，

其中
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1 / 2 1 / 2

 

~ (0,1).
1 (1 )

C.I.

(1 ) (1 ), .

1( C.I. )

n
X pZ N
X X

n
Z p

X X X XX z X z
n n

n

α α

α

− −

−
=

−

 − −
− + 

  

% &

%

当 较大时，

也可取 作为枢轴量，得 的另一种近似1-

在前一个置信区间中略去 的项，亦可得此 。

 

 
 

1 2 1 1 2 2

1 2

1 2

1 2

1 1
2 2

2. , , , . . . (1, ), , , , . . . (1, )

( ) ~
1 1(1 ) (1 )

1 . . 

(1 ) (1 ) (1 ) (1 ),

,

(0,1).

m nX X X i i d B p Y Y Y i i d B p
p p

X Y p p

X X Y Y
m n

p p C I

X X Y Y X X Y YX Y z X Y z
m n m n

m n

N

α α

α

− −

−

− − −

− + −

− −

 − − − −
− − + − + + 

  

→ ∞

L L

&

 设 ，且两样本相互独立。

   求 的置信区间。

因为当

由此可得 的近似

时

.

 

 
 

1 2

2 21 1
2 2

2
1 / 2

1 1
2 2

3. , , , . . . Poi( ),

~

C.I. 

,
2 4 2 4

1. C.I. 

, .

(0,1).

nX X X i i d

n
X

n

X XX z X z
n n n n n n

z
n

X XX z X z
n n

N

α α

α

α α

λ λ

λ
λ

λ α

λ λ λ λ

λ α

− −

−

− −

→ ∞

−

 
+ − + + + + 

  

=

 
− + 

  

L

&

  设 求 的置信区间。

因为当 时

由此可得 的近似1-

，

其中 略去其中 的项可得近似1-
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例 8.13 某厂生产的某种轮胎的寿命 X被认为服从 N(µ,σ2)。现随机抽取 12个产品，测得其
寿命分别为(单位：万公里)： 

4.68  4.85  4.32  4.85  4.61  5.02  5.20  4.60  4.58  4.72  4.38  4.70。 
求这种轮胎的平均寿命 µ 的置信水平为 0.95的置信区间。 

 

1 1
2 2

0.975

1 C.I.

[ ( 1) , ( 1) ].

0.05, 12, (11) 2.2010

4.7092, 0.0615.
0.95 C.I.

4.7092 2.2010 0.0615 / 12 [4.5516, 4.8668].

S SX t n X t n
n n

n t

X S

α α

µ α

α

µ

− −

−

− − + −

= = =

= =

=m

解：方差未知时，正态总体 的 为：

这里， 查表知 。由样本观测数据计算得

故 的 为

 

 
 

1

1 /2

400

1,
1, , , 400.

0,

, , . . . (1, ) 95 C.I.

(1 ) / .
ˆ 0.03 95  (0.013

i

n

p

i
X i n n

X X i i d B p p

X z X X n

p X p
α−


= = =



−

= =

L

L

m

从全市抽取 户家庭，调查去年的年收入。发现收入低于贫困线的

家庭数为12户。请对全市贫困家庭比例  给出95％C.I.。

第 户为贫困家庭，
解：记

否则，

根据题目条件有 。 的近似 ％ 为

根据样本数据知， 。故 的近似 %C.I.为

例8.14

283, 0.046717).
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第九章   假设检验 
 

一、 基本概念 
 
假设检验 (Hypothesis Testing) 是又一种重要的统计推断形式。 
 
与参数估计相比： 
² 参数估计：对未知的总体参数给出一个具体的数值估计； 
² 假设检验：对涉及总体未知信息的某个命题作出拒绝或接受的判断。 

 
这类统计推断有丰富的实际背景，例如： 
² 彩票的开奖机制是否公平？ 
² 医生常常得根据血样化验报告判断就诊者是否患某种疾病； 
² 试制新药时，药厂得根据小鼠试验得结果判断：新药是否疗效更好？是否有毒性等
副作用？ 

² 工厂需要根据在线抽样检查得结果判断生产线是否运行正常； 
² 产品交验时，买卖双方需根据抽样检验的结果判断，一批产品的合格率、平均寿命
等指标是否达到合同要求； 

等等 
 
例 9.1 某厂生产 10欧姆的电阻。根据以往的情况，可以认为该厂生产的这种类型的电阻实

际阻值
2~ ( , 0.1 )X N µ 。现在随机抽取 10个电阻，测得它们的实际阻值为： 

           9.9  10.1  10.2  9.7  9.9  9.9  10  10.5  10.1  10.2 
该厂生产的这种类型的电阻，其实际平均阻值µ是否确实等于标定值 10欧姆？ 

 
这里 µ 是未知参数，需回答的问题是：µ=10 还是 µ≠10? 
命题“µ=10” 就是涉及 µ 的一个假设，需根据样本信息去判断。 
命题“µ≠10” 是另一个假设，是“µ=10” 的对立假设。 
假设检验就是要在这两个对立的假设中作出一个选择。 

 
假设：关于总体分布（或未知参数）的命题。 
 
 
解决假设检验问题的基本步骤 

 

1. 对实际问题建模，形成假设检验问题。 
将实际问题转化为一个统计问题，把欲判断的命题转化为 “假设”。 
假设常常成对出现：一个称为原假设(null hypothesis)，常用 H0 表示；另一个是它的对
立面，称为备择假设(alternative hypothesis)，常用 H1 表示。将它们联立起来就表示一
个假设检验问题。 
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例：回答例 9.1的问题，可转化为解决如下假设检验问题： 

H0:  µ=10  v.s.  H1:  µ≠10 

 
注： 

w 在统计假设检验中，H0 与 H1 的地位有所不同。 

H0 通常是比较可靠的、若无充分证据不能轻易拒绝的假设。H1 表示 H0 不真时最可

能的情况。 
 
w 假设分：简单假设、复合假设 
 
 
2. 选择检验统计量，给出拒绝域的形式 

解决假设检验问题，就是要给出根据样本观测值作出接受 H0或拒绝 H0判断的规则。

也即将样本的可能取值范围（样本空间）一分为二，一个区域为拒绝域(Region of 

Rejection，记作W)，另一个区域称为接受域。当样本观测落在W中时，作出拒绝 H0

的判断，反之，则作出接受 H0的判断。这样的规则就称为检验(test)。 
 
通常检验是通过一个检验统计量来构造的。该统计量应当集中了样本中与假设有关的尽

可能多的信息。 
 

0 1

0

1

: 10 . . : 10
| 10 |

X X X
X H v s H

X c H
c

µ µ

µ

µ µ µ= ≠

− ≥

例9.中，检验的是关于总体均值 的假设，而样本中关于 的信息主要集中在

样本均值 中，所以常用 作为检验统计量。因为 大时 大的可能性大，

小时 小的可能性大，所以检验 的直观判断规则是：

时 绝 ，

其中 是一个合适的常数。

当 拒

 

该规则对应的拒绝域为 1{( , , ) : | 10 | } .nW x x X c= − ≥L  

 
注：统计学中常强调“拒绝域”而较少提“接受域”，原因在于否定一个命题容易，只需要举一
个反例即可；而证实一个命题难。 
“接受原假设”的实际含义是没有充分证据反对原假设，并不表示已证实了原假设。 

 
 
3. 确定显著性水平 
w 假设检验也是用样本信息去推断总体信息的一种形式，因为样本信息是不完全的，所以
检验难免会犯错误。 

w 假设检验中会出现的两类错误： 
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总体情况 

样本情况 判断 
H0真 H1真 

(x1,...,xn)∈W 拒绝 H0 
犯第 I类错误 
（拒真） 

√ 

(x1,...,xn)∉W 接受 H0 √ 
犯第 II类错误 
（受伪） 

 
例 9.1中的两类错误 

0

0 1

2

0

| 10 |
: 10 . . : 10

1~ ( , 0.1 )
10

H
H

X c H W
H v s H

X N c

µ µ

µ

− ≥

= ≠

1

考虑按前面的判断规则“当 时拒绝 ”或相应的拒绝域 来检验假设

因为 ，所以不管 取何正值:

真时，样本总有可能落入拒绝域；

真时，样本同样也总有可能落入接受域。

 

 
犯两类错误的概率 

0 0 1 1

1 0

1 1

1 0 1

: . . :
I

{( , , ) }, .
II

1 {( , , ) },

( ) {( , , ) },
W (power function).

n

n

W n

W H v s H
W

P X X W

P X X W

g P X X W

θ

θ

θ

θ θ

θ

θ

θ θ

∈ Θ ∈ Θ

∈ ∈ Θ

− ∈ ∈ Θ

= ∈ ∈ Θ ∪ Θ

L

L

L

一般地，设 为假设检验问题  的拒绝域，

则 相应的检验规则犯第 类错误的概率为：

犯第 类错误的概率为：

.

称

为检验规则 的势函数

 

 
例 9.1中的势函数、犯两类错误的概率 
势函数为： 

( )( ) | 10 |

10 101
0.1/ 10 0.1/ 10 0.1/ 10

10 101 , ( , ).
0.1/ 10 0.1/ 10

cg P X c

c X cP

c c

µ

µ

µ

µ µ µ

µ µ
µ

= − ≥

 − − − + −
= − < < 

 
 + − − −   

= − Φ − Φ ∈ −∞ ∞    
    

   

 

10I (10) 2 1 ( )
0.1

II 1 ( ), 10.

c

c

cg

g µ µ

 ⋅
= − Φ 

 
− ≠

犯第类错误的概率： ；

犯第 类错误的概率：
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理想地，我们希望建立的检验规则能使犯两类错误的概率同时足够小。但这在样本容量

固定的情况下做不到！所以只能折衷。 
 

10(10) 2 1 ( ) 10 ( ) .
0.1c c

cg c g cµ µ
 ⋅

= − Φ ↓ ↑ ≠ − ↑ ↑ 
 

如例9.1中， ，若 ；但对任意给定的 ，1 ，若  

 
Neyman-Pearson原则：在控制犯第 I类错误概率的前提下，最小化犯第 II类错误的概率。 
 
显著性水平(level of significance) 

0

0 0 1 1: . . : W
max ( )W

H v s H
g

θ

θ θ
θ α

α
∈Θ

∈Θ ∈Θ
≤

对于假设检验问题 ，若一个检验规则(拒绝域为 )满足

 ，

则称该检验规则的显著性水平为 。

 
注：α 的直观意义：“小概率事件”或“不太可能事件”的标准。 
    α 的选择应视具体问题而定。 
    α 常取为 0.05，0.01，或 0.1。 
 
按照 N-P 原则，在确保显著性水平的前提下，应选择使用犯第 II 类错误概率尽量小的检验
规则。 
 
4. 给出具体的拒绝域或检验规则 
根据前面确定的检验统计量与拒绝域的形式、显著性水平 α，就可以给出具体的拒绝
域或检验规则了。 

 

10

1 / 2 1 / 2

1 / 2

1 / 2 0

1

max ( ) 2 1 (10 10 ) ,

0.1/ 10 1 / 2

0.1/ 10 .

| 10 | .
0.1/ 10

c

c

g c

c z z
c

c z

X z H

µ

α α

α

α

α

µ α

α

=

− −

−

−

 = − Φ ⋅ ≤ 

≥ −

=

−
≥

例9.中，若规定显著性水平为 ，则应取 ，使

故 ，其中 为标准正态分布的 分位点。同时,为最小化犯第

二类错误的概率，应尽可能地小，因此

相应的检验规则也可表达为：

当 时，拒绝

 
5.  解决实际问题 

0.975

0.975

1 0.05 1.96

10 |10.05 10 | 1.58114
0.1/ 10 0.1/ 10

z

X
z

α = =

− −
= = <

例9.中，取 ，则 。由样本数据计算得：

所以，在0.05的显著性水平下不能拒绝原假设。即可认为该类电阻实际平均阻值

等于标定值10欧姆。
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0 0 1 0

0 0 1 0

0 0 1 0

(1) : . . :
(2) : . . :
(3) : . . :

(1) (2) (one-side) (3) (two-side)

H v s H
H v s H
H v s H

θ
θ θ θ θ

θ θ θ θ
θ θ θ θ

≤ >

≥ <
= ≠

对于一维的总体参数 ，通常研究三种形式的假设检验问题：

、 称为单边检验 ， 称为双边检验 。解决这些检验问题的

检验统计量往往是相同的，差别在于拒绝域的形式不同。

 

 
 

二、构造检验的方法 
 
1. 直观分析法 
根据点估计量、充分性原则等依据选择合适的检验统计量，根据直观分析确定拒绝域的

形式，然后通过计算势函数、分析临界值与犯两类错误概率的关系给出具体的检验规则。

如例 9.1。 
 

例 9.2 设样本 2
1, , . . . ( , )nX X i i d N µ σL ，

2σ 已知，欲检验 

0 0 1 0: . . :H v s Hµ µ µ µ≥ < ， 

其中 0µ  是给定常数。 

因 µ的信息主要集中于样本均值 X 中，故选 X 作为检验统计量。直观地，µ越大 X

也越大，µ越小 X 也越小，故拒绝域形式应取为 { : }x X c≤
%

，c是待定的临界值。该拒绝

域的势函数为： 

( ) ( )
/c

cg P X c
nµ

µ
µ

σ
− 

= ≤ = Φ  
 

， 

它关于µ单调降，关于 c单调增。犯第一类错误的概率上限为 

0
0max ( ) ( )c cg g

µ µ
µ µ

≥
= 。 

若取显著性水平为 α ，则应取 c，使得 0( )cg µ α≤ ，即 0/c z nασ µ≤ + 。而 c越小，

犯第二类错误的概率越大，故取 0/c z nασ µ= + 。这样就得到了水平为 α 的拒绝域 

0
0{ : } { : }ˆ

/ a
Xx X z x Z z

n nα

µσ
µ

σ
−

≤ + = = ≤
% %

。 
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例 9.3设样本 1, , . . . (1, )nX X i i d B pL ，欲检验 

0 0 1 0: . . :H p p v s H p p≤ > ， 

其中 0p  是给定常数。 

因 
1

n
ii

T X
=

= ∑  为充分统计量，p的信息主要集中在 T 中。直观地，取拒绝域的形式

为 { : }x T c≥
%

，c是待定的临界值。因 ~ ( , )T B n p ，该拒绝域的势函数为 

( ) ( ) (1 )
n

k n k
c p

k c

n
g p P T c p p

k
−

=

 
= ≥ = − 

 
∑ ， 

它关于 p单调增，关于 c单调降。固定 c时犯第一类错误的概率上限为 

0
0max ( ) ( )c cp p

g p g p
≤

= 。 

若取显著性水平为 α ，则应取 c，使得 0( )cg p α≤ ，即 c应满足 

0 0(1 )
n

k n k

k c

n
p p

k
α−

=

 
− ≤ 

 
∑ 。 

而 c越大，犯第二类错误的概率越大，故应取使上式满足的最小的 c。这样就得到了水平为 

α 的拒绝域 { : }x T c≥
%

。 

 
 
例 9.4 某厂对产品次品率的要求是不超过 5%。现从一天生产的产品中随机抽取 20个检验，
发现有 2个不合格。请问这天的次品率是否达到要求？ 
解：设这天的次品率为 p。现欲通过一个容量为 20的样本来检验  

0 1: 5% . . : 5%H p v s H p≤ > 。 

取水平 0.05α = 。若以 { : }x T c≥
%

 为拒绝域，则 c 是满足下式的最小整数 

20 20
(5%) (1 5%)k n k

k c k
α−

=

 
− ≤ 

 
∑ 。 

取 c ＝0，1，2，4，5 代入上式，发现 4c = 时上式刚满足。所以拒绝域为{ : 4}x T ≥
%

。

而 T的观测值为 2，所以接受原假设。 
 
 
2. 似然比检验法 
似然比检验法，是构造检验的一种较一般的方法。 
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设样本 1( , , )nX X X= L
%

的联合密度函数（或分布列）为 ( ; )p x θ
%

，θ ∈Θ。考虑假设

检验问题 

0 0 1 1: . . :H v s Hθ θ∈ Θ ∈Θ 。 

显然 0 1 0 1,Θ Θ = ∅ Θ Θ = ΘI U 。令 

0 0
sup ( ; ) ˆ( ; )( ) ˆsup ( ; ) ( ; )MLE

p x
p xx

p x p x
θ

θ

θ
θ

λ
θ θ

∈Θ

∈Θ

= =%
%%

% %
， 

其中 0̂θ  是 ( ; )p x θ
%

 在参数子空间 0Θ 上的极大值点，ˆMLEθ  是 ( ; )p x θ
%

 在参数空间 Θ上

的极大值点，即 θ的极大似然估计值。它们都是样本观测值 x
%
的函数，与未知参数无关。

所以， ( )Xλ
%
是一个统计量，称为似然比统计量。由于 0Θ ⊂ Θ，所以 0 ( ) 1Xλ≤ ≤

%
。 

因为 ( ; )p x θ
%

可看作在给定 x
%
时 θ有“多大可能”出现的一种度量。直观地看， 0H

真时， ( )Xλ
%
较接近于 1，否则较接近于 0。因此可取拒绝域为 { : ( ) }x X cλ ≤

%%
，其中 c 

(0 1)c< <  为检验的临界值。水平取为 α 时，c应取满足 

0

sup ( ( ) )P X cθ
θ

λ α
∈Θ

≤ ≤
%

 

的最大值点。该检验称为水平为α 的似然比检验。 

如果存在统计量 ( )G X
%
， ( )Xλ

%
将随之严格上升，那么可以 { : ( ) }x G X A≤

%%
 为拒绝域。 

 

例 9.5 设样本 2
1, , . . . ( , )nX X i i d N µ σL ，

2, (0. )µ σ∈ ∈ ∞¡ 都未知，欲检验 

0 0 1 0: . . :H v s Hµ µ µ µ= ≠ ， 

其中 0µ  是给定常数。 

X
%
的联合密度函数是  

2 2 22
2

1

1( ; , ) (2 ) exp ( )
2

n n

i
i

p x xµ σ πσ µ
σ

−

=

 
= − −  

∑%
， 

这里参数空间 2 2{( , ) : . 0}µ σ µ σΘ = − ∞ < < ∞ > ，
2 2

0 0{( , ) : 0}µ σ σΘ = > 。在Θ上，

2,µ σ 的MLE分别是： 2

1

ˆ ˆ, ( ) /
n

i
i

X X X nµ σ
=

= = −∑ ；在 0Θ 上，
2σ 的MLE为
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2 2
0 0

1

ˆ ( ) /
n

i
i

X nσ µ
=

= −∑ 。因而 

/ 2/ 2
2 2

0 2
1 1

1( ) ( ) / ( )
1 /( 1)

nnn n

i i
i i

X X X X
T n

λ µ
= =

  = − − =    + −   
∑ ∑%

， 

其中 0( )T n X Sµ= − 。由于 ( )Xλ
%
关于 | |T 严格单调降，因此，似然比检验的拒绝

域等价于 { : | | }x T c≥
%

。再根据显著性水平确定 1 2 ( 1)c t nα−= − 。 

 
3. 根据检验统计量的渐近分布构造检验法 
 

Wilks 定理：设简单随机样本 1, , nX XL 取自具有密度函数（或分布列）的总体，总体分布

族为 { ( ; ) : }p x θ θ= ∈ΘF 。又参数空间 0 1 0 1,Θ = Θ Θ Θ Θ = ∅U I 为有限维欧氏空间

的子集。对假设检验问题 0 0 1 1: . . :H v s Hθ θ∈Θ ∈ Θ ，在分布族满足一定正则性条件下，
当原假设为真时， 

2
02log ( ) ( ), ( dim( ) dim( ))DX k kλ χ− → = Θ − Θ

%
， 

其中， ( )Xλ
%
为似然比检验统计量。 

 
 

三、关于正态总体参数的假设检验 
对于正态总体，常用的对有关参数的假设检验方法有以下六类： 

1. 方差已知时，总体均值的检验—— Z检验（U检验） 
2. 方差未知时，总体均值的检验——t检验 

3. 均值未知时，总体方差的检验——χ2检验 

4. 两总体的方差比较——F检验 
5. 两总体的均值比较——t检验 
6. 成对数据的均值比较 

1. 方差已知时，总体均值的检验。 2
1, , . . . ( , )nX X i i d N µ σL ，

2σ 已知。 

0H  1H  检验统计量 水平为α 的拒绝域 

0µ µ≥  (或 0µ µ= ) 0µ µ<  1{( , , ) : }nx x Z zα≤L  

0µ µ≤  (或 0µ µ= ) 0µ µ>  1 1{( , , ) : }nx x Z z α−≥L  

0µ µ=  0µ µ≠  

0

/
XZ

n
µ

σ
−

=  

1 1 2{( , , ) : | | }nx x Z z α−≥L  
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2. 方差未知时，总体均值的检验——t检验。 2
1, , . . . ( , )nX X i i d N µ σL ，

2σ 未知 

0H  1H  检验统计量 水平为α 的拒绝域 

0µ µ≥  (或 0µ µ= ) 0µ µ<  1{( , , ) : ( 1)}nx x T t nα≤ −L  

0µ µ≤  (或 0µ µ= ) 0µ µ>  1 1{( , , ) : ( 1)}nx x T t nα−≥ −L  

0µ µ=  0µ µ≠  

0

/
XT
S n

µ−
=  

1 1 2{( , , ) : | | ( 1)}nx x T t nα−≥ −L  

 
 
 
 

3. 均值未知时，总体方差的检验——χ2检验。 2
1, , . . . ( , )nX X i i d N µ σL ，µ未知 

0H  1H  检验统计量 水平为α 的拒绝域 

2 2
0σ σ≥ (或 2 2

0σ σ= ) 2 2
0σ σ<  2 2

1{( , , ) : ( 1)}nx x nαχ χ≤ −L  

2 2
0σ σ≤ (或 2 2

0σ σ= ) 2 2
0σ σ>  2 2

1 1{( , , ) : ( 1)}nx x nαχ χ −≥ −L  

2 2
0σ σ=  2 2

0σ σ≠  

2
2

2
0

( 1)n S
χ

σ
−

=  

1 2

2 2
1 2

2 2

{( , , ) : ( 1)

or ( 1)}
nx x n

n
α

αχ χ

χ χ
−

≤ −

≥ −

L
 

 
 
 
 

4. 两总体的方差比较——F检验 2 2
1 2δ σ σ=  

0H  1H  检验统计量 水平为α 的拒绝域 

0δ δ≥  (或=) 0δ δ<  {( , ) : ( 1, 1)}x y F F m nα≤ − −
% %

 

0δ δ≤  (或=) 0δ δ>  1{( , ) : ( 1, 1)}x y F F m nα−≥ − −
% %

 

0δ δ=  0δ δ≠  

2 2
1 2

0

S SF
δ

=  

2

1 2

{( , ) : ( 1, 1)

       or ( 1, 1)}

x y F F m n

F F m n
α

α−

≤ − −

≥ − −
% %  
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5. 两总体的均值比较——t检验 1 2θ µ µ= −  

 
0H  1H  检验统计量 水平为α 的拒绝域 

0θ θ≥  (或=)  0θ θ<  1{( , , ) : }nx x Z zα≤L  

0θ θ≤  (或=) 0θ θ>  1 1{( , , ) : }nx x Z z α−≥L  
2 2
1 2,σ σ  

已知 

0θ θ=  0θ θ≠  

0
2 2
1 2

X YZ

m n

θ

σ σ

− −
=

+

 

1 1 2{( , , ) : | | }nx x Z z α−≥L  

0θ θ≥  (或=)  0θ θ<  {( , ) : ( 2)}x y T t m nα≤ + −
% %

 

0θ θ≤  (或=) 0θ θ>  1{( , ) : ( 2)}x y T t m nα−≥ + −
% %

 
2 2
1 2σ σ=  

未知 

0θ θ=  0θ θ≠  

0

1 1
w

X YT
S

m n

θ− −
=

+
 

1 2{( , ) : | | ( 2)}x y T t m nα−≥ + −
% %

 

 

2 2
1 2,σ σ  均未知 

 
0H  1H  检验统计量 水平近似为α 的拒绝域 

0θ θ≥  

(或=)  
0θ θ<  1{( , , ) : }nx x Z zα≤L  

0θ θ≤  

(或=) 
0θ θ>  1 1{( , , ) : }nx x Z z α−≥L  

,m n  

都充分

大 

0θ θ=  0θ θ≠  

0
2 2

1 2

X YZ
S S
m n

θ− −
=

+

 

1 1 2{( , , ) : | | }nx x Z z α−≥L  

0θ θ≥  

(或=)  
0θ θ<  {( , ) : ( )}x y T t lα≤

% %
 

0θ θ≤  

(或=) 
0θ θ>  1{( , ) : ( )}x y T t lα−≥

% %
 

,m n  

不都充

分大 

0θ θ=  0θ θ≠  

0
2 2

1 2

X YT
S S
m n

θ− −
=

+

 

22 2
1 2

4 4
1 2

2 2( 1) ( 1)

S S
m n

l
S S

m m n n

 
+ 

 =
+

− −

 
1 2{( , ) : | | ( )}x y T t lα−≥

% %
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检验的 p值 
在实际应用中，检验的显著性水平视具体问题而定。为设计软件方便，人们提出 p-值

的概念。 
一般地，若对假设检验问题 

0 0 1 1: . . :H v s Hθ θ∈ Θ ∈Θ ， 

水平为 α  的拒绝域为 Wα，它满足 

' , if 'aW Wα α α⊂ < ， 

对于样本观测值 x
%
，称 

inf{ : }p x Wαα= ∈
%

 

为观测值 x
%

 的 p-值 (p-value)。 
 

p-值的直观含义是：在样本观测值给定的情况下，可以拒绝原假设的最小显著性水平。
根据 p-值很容易实现水平为 α 的检验： 

当 p α≤  时，拒绝原假设；否则接受原假设。 
 
 
假设检验与置信区间之间的关系 
 

假设检验与置信区间之间有密切关系。由单参数假设检验问题的水平为α 的检验，往
往可以得到该参数的置信水平为 1 α− 的置信区间。反之亦然。 
 

例如，
2

1, , . . . ( , )nX X i i d N µ σL ，
2,µ σ 均未知。检验 0 0 1 0: . . :H v s Hµ µ µ µ= ≠

的水平为 α  的拒绝域为 

0
1 2{ : ( 1)}

/
XW x t n
S n α

µ
−

−
= ≥ −

%
， 

接受域为 

0
1 2

1 2 0 1 2

{ : ( 1)}
/

{ : ( 1) ( 1) }.

XW x t n
S n

S Sx X t n X t n
n n

α

α α

µ

µ

−

− −

−
= < −

= − − < < + −

%

%

 

若把上述接受域中的 0µ  改为 µ，那么由此接受域正好得到 µ  的置信水平为 α1−  的

置信区间。反之，由  µ  的置信水平为  α1−  的置信区间，亦可得到检验问题

0 0 1 0: . . :H v s Hµ µ µ µ= ≠ 的水平为 α  的检验。 
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一般地，若假设检验问题 0 0 1 0: . . :H v s Hθ θ θ θ= ≠ 的水平为 α  的检验的接受域若

能等价地写成 0
ˆ ˆ{ : ( ) ( )}L UW x x xθ θ θ= < <

% % %
 的形式，那么 ˆ ˆ( ( ), ( ))L UX Xθ θ

% %
 就是θ的置

信水平为 1 α− 的置信区间。反之，若 ˆ ˆ( ( ), ( ))L UX Xθ θ
% %

 是θ的置信水平为 1 α− 的置信

区间，那么，对于 0 0 1 0: . . :H v s Hθ θ θ θ= ≠ ，下述规则就是一个水平为 α  的检验： 

当 0
ˆ ˆ( ( ), ( ))L UX Xθ θ θ∈

% %
 时接受原假设；否则拒绝原假设。 

 
 
 

四、分布拟合检验—— 2χ 方法 
前面讨论的一些假设检验问题主要是对总体未知参数的检验，是参数型的。有时候需要

对总体分布的形式作检验，这类检验问题统称为分布拟合检验。
2χ 法是一类常用的分布拟

合检验法，也是分析属性数据的常用方法。 
 

1．不含未知参数的分布拟合检验 

设总体可分为 1 2, , , rA A AL  r 类。从中抽取一个容量为 n 的简单随机样本，记各类出

现的观测频数分别为 1 2, , , rn n nL ，
1

r
jj

n n
=

=∑ 。欲检验： 

0 0 1 0: ( ) , 1, , . . :j jH P A p j r v s H H= = L 不真， 

其中 0 0, 1, ,jp j r≥ = L  是给定的常数，且满足 01
1r

jj
p

=
=∑ 。 

若 0H  成立，那么当 n 较大时，对每一类 jA ，样本频率 in n  应与 0 jp 比较接近。

K. Pearson 提出用下述统计量构造检验： 
2 2

02

1 10 0

( )r r
j j j

j jj j

n np n
n

np np
χ

= =

−
= = −∑ ∑ ， 

并证明了 0H  成立时若 n 足够大，则 2 2~ ( 1)rχ χ −& 。因而，水平为 α  的拒绝域为 

2 2
1{ ( 1)}rαχ χ −≥ − 。 

 
2．含未知参数的分布拟合检验 

上述检验问题中，常有诸 0 , 1, ,jp j r= L  依赖于 k (k<r) 个未知参数 1, , kθ θL 的情形。

即欲检验的问题是： 0 1: ( ) ( , , ), 1, ,j j kH P A p j rθ θ= =L L 。此时须对
2χ 法作修改。 2χ 统
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计量修改为 
2

2

1

ˆ( )
,

ˆ

r
j j

j j

n np
np

χ
=

−
= ∑  

其中 1 1
ˆ ˆ ˆ ˆˆ ( , , ), ( , , )j j k kp p θ θ θ θ= L L 是MLE。R. A. Fisher在 1924年证明了，在一定条件

下，当 0H  成立时若 n 足够大，则 2 2~ ( 1)r kχ χ − −& 。于是水平为 α  的拒绝域为 

2 2
1{ ( 1)}r kαχ χ −≥ − − 。 

 
例 9.6 某种动物的后代按体格的属性分为三类，各类的数目是：10， 53， 46。按照某种遗

传模型，其频率之比应为 2 2: 2 (1 ) : (1 )p p p p− − 。问数据与模型是否相符？（ 0.05α = ） 

解： 
记后代的体格属性为 X。考察数据与模型是否相符，就是要检验： 

2 2
0 : ( 1) , ( 2) 2 (1 ), ( 3) (1 )H P X p P X p p P X p= = = = − = = − ， 

其中 p 是未知参数， [0,1]p ∈ ； 1H  是 0H  的对立面。可采用 2χ  法检验。 

首先，求 0H 真时 p的MLE。若样本 1, , . . .nX X i i d XL ，则 0H 真时其联合分布为 

{ }
3 22 1 2

( 1) ( 2) ( 3)2 2
1 1

1

22

( , , ) ( ) [2 (1 )] [(1 ) ]

2 (1 )

i i i

n
I x I x I x

n n
i

n nn n n

P X x X x p p p p

p p

= = =

=

++

= = = − −

= −

∏L
 

其中 1 2 3 1 2
1 1

( 1), ( 2),
n n

i i
i i

n I x n I x n n n n
= =

= = = = = − −∑ ∑ ， 1, 2, 3, 1, ,ix or i n= = L 。 

由样本数据知， 1 2 3109, 10, 53, 46n n n n= = = = 。因此该样本的似然函数为 

2 10 53 2 46

53 73 145

( ) ( ) [2 (1 )] [(1 ) ]
2 (1 ) , [0,1]

L p p p p p
p p p

= − −

= − ∈
 

所以，p 的MLE为 
73ˆ 0.3349

73 145
p = =

+
。 

其次，列表计算各类的理论频数与
2χ 统计量。 

类别 实际频数 in  理论频数 ˆ inp  2ˆ ˆ( ) ( )i i in np np−  
1 10 12.22248 0.4041 
2 53 48.55505 0.4069 
3 46 48.22248 0.1024 
合计 109 109 0.9135 
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水平α 的检验规则为：当 2 2
1 (3 1 1)αχ χ −≥ − − 时拒绝原假设。 0.05α = 时，

2
0.95 (1)  3.841χ = > 2 0.9135χ = ，因而接受原假设。认为数据与模型相符。 

 
 
3. 独立性与齐一性检验 
 

设总体中的每一个个体都可按属性 A、B 分类。A 有 r 个类别，B 有 c 个类别。从总

体中抽取一个容量为 n 的随机样本，将其中同时具有属性 i jA B  的个体的频数记为 ijn ，

得到如下列联表。 
 

 B1 B2 … Bc 合计 
A1 n11 n12 … n1c n1. 
… … … … … … 
Ar nr1 nr2 … nrc nr. 
合计 n.1 n.2 … n.c n 

 

独立性检验： 0 . .: , 1,ij i jH p p p i r= = L 。
2χ 统计量为 

2
. .2

1 1 . .

( )c r
ij i j

i j i j

n n n n
n n n

χ
= =

−
= ∑∑ ， 

自由度 ( 1)( 1)df r c= − − ，于是水平为 α  的拒绝域为 

2 2
1{ ( )}dfαχ χ −≥ 。 

 
齐一性检验不同在于：抽样方法、原假设。计算、规则都与独立性检验相同。 
 
例 9.7 一项致癌性研究旨在考察一种准备试用于人身上的药物是否有可能导致肿瘤。为此，
总共用 300只（150只雄性，150只雌性）老鼠进行为期 6个月的试验。开始时，随机地将
100 只（50 只雄性，50 只雌性）分配到控制组，100 只分配到低剂量药物组，剩下的 100
只（50只雄性，50只雌性）分配到高剂量组。在 6个月期间，每天给控制组注射一次惰性
溶液，而给药物组注射一次掺有药物的溶液。样本数据如下。 

       肿瘤数目 
组别 

一个或一个以上 无 

控制组 10 90 
低剂量组 14 86 
高剂量组 19 81 

问：在显著性水平 0.05α = 时，该药物是否存在与肿瘤有关的药物问题？也就是说，随着

药物剂量的增加，患有肿瘤的老鼠的比例是否增加？ 



 97 

解：欲检验 0H ：各剂量组内患肿瘤的老鼠的比例相同。 1H ：患肿瘤老鼠的比例不同。 

采用
2χ 法检验，水平α 的检验规则为：当 2 2

1 ( )dfαχ χ −≥ 时拒绝原假设。计算列表如下。 0H

真时，各类的期望频数列于下表每格中的第二行。每格中的第三行为： 
2( ) /实际频数-期望频数 期望频数  

2χ 统计量的值为 6 个格子中的第三行数据之和 3.312，  (3 1)(2 1) 2df = − − = 。
2
0.95 (2) 5.99χ = 。因此，接受 0H ，认为没有充分证据说明患肿瘤的老鼠比例随药物剂量增

加而增加。 
肿瘤数目 

组别 
一个或一个以上 无 合计 

控制组 
10 

14.33 
1.310 

90 
85.67 
0.219 

100 

低剂量组 
14 

14.33 
0.008 

86 
85.67 
0.001 

100 

高剂量组 
19 

14.33 
1.519 

81 
85.67 
0.254 

100 

合计 43 257 300 
 


